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trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 
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Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
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Les  initiales  S,  P,  désignent  les  Sociétaires  perpétuels. 


Président M.  ROUCHÉ. 

(    M.  COLLIGNON. 

Vice-Présidents ***  FOURET. 

)    M.  LUCAS. 

(    N.  PERRIN. 

SecpéUires \    M.  PICQUET. 

I    M.  WEILL. 

^.      „      ..  .  (    M.  KOENIGS. 

Vice-Secretaires |   M.  POING  ARE. 

Archiviste M.  STEPHANOS. 

Trésorier M.  CLAUDE-LAFONTAINE. 

M.  ANDRÉ. 

M.  APPELL. 

M.  CLAYEUX. 

M.  DARBOUX. 

M.  DE  LA  GOURNERIE. 

Membres  du  Conseil /   ÎJ*  S^i^ï^j^L  ,  .  ^^,,„„ ,  .*„„ 

M.  HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

M.  JORDAN. 

M.  LAGUERRE. 

M.  LAISANT. 

M.  MANNHEIM. 

M.  PICARD. 

M.  CREMONA. 

Membres  du  Conseil  non  résidents. .  l   »'  ]^;^jm£u. 

M.  WEYR  (Emile). 


(*)  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 
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AGIIAKD,  directeur-adjoint  de  la  Compagnie  d'atsurancet  sur  la  vie  la  Foncière,  rue 

de  Chabrol,  4o*  ^  Paris. 
AliCDES,   professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  boulevard  du  Musée,  66, 

à  Marseille. 
ANDRE  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  q5,  à  Paris. 
AODST  (Tabbé),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Espérandieu,  19,  à  Marseille. 
APPELL,  maître  de  conférences  à  TÉcoIe  Normale  supérieure,  rue  SoufOot,  3a,  à  Paris. 
AKON  (Henri),  banquier,  rue  de  Grammont,  i4,  à  Paris. 

A8T0K,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Rancher,  3,  à  Nice. 
AUBERT,  élève-ingénieur  des  Mines,  rue  de  Grenelle,  96,  à  Paris. 
ADTONNR,  éléve-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Beaux-Arts,  i3,  k  Paris. 
UNOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelet,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (Saône. 

et-Loiro),  S.  P. 
BBRDELLE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 
BERE,  ingénieur  des  manufactures  de  l'État,  à  Lille. 
BERTRAIID  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  rue  de  Seine,  6, 

à  Paris. 
BISCHOFFSHEIM,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 
BIENAYMB  (Arthur), ingénieur  de  la  Marine,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 
BIENAYMB,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

BONCOMPAfiNI  (le  prince  Balthasar),  place  Colonna,  palais  Piombino,  à  Rome. 
BONNET  (Ossian),  membre  de  Tlnstitut,  avenue  de  l'Observatoire,  i4,  ^  Paris. 
BORCHARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé)»  S.  P. 
BOUCHER,  ancien  directeur  de  l'École   préparatoire   des  Sciences   et  Lettres,  rue  du 

Pin,  9,  à  Angers. 
BODLANCER,  professeur  de  Mathématiques,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 
BRADLT  (A.),  négociant  à  Pons  (Charente-Inférieure). 
BRECHET,  membre  de  l'Institut,  quai  de  l'Horloge,  39,  à  Paris. 
BRÉMAHD,  architecte,  boulevard  Malesherbes,  16,  à  Paris. 
RRESARD,  professeur  au  lycée  Fontanes,  rue  Véeelay,  3,  à  Paris. 
BRIOSCHI,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan  (Italie). 

RRISSE  (Ch.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Denfert-Rochereau,  33,  à  Paris. 
BROCARD,  capitaine,  chef  du  Génie,  à  Dellys  (Algérie),  S.  P. 
GARON,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  83,  à  Paris. 
CATALAN,  professeur  à  l'Université,  rue  François-Mi ron,  14*  à  Liège  (Belgique). 
GHASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

CHEMIN,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Rennes,  73,  à  Paris. 
GHEYSSON,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  boulev.  Saint-Germain,  138,  à  Paris. 
CIVIALE,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  3,  à  Paris. 
CLAYEDX,  intendant  divisionnaire,  avenue  de  Clichy,  53,  à  Paris. 
CLADDE-LAFONTAINE,  banquier,  rue  de  Trévise,  33,  à  Paris,  S.  P. 
COLLET,  professeur  à  la  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

COLLIfiNON,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  38,  à  Paris. 
COIBEROIJSSE  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Blanche,  45,  à  Paris. 
COCRCELLES,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de 

Rennes,  68,  à  Paris. 
CREMONA,  directeur  de  l'École  dos  Ingénieurs,  à  Rome. 
CRETIN,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  107,  à  Paris. 
DARBOliX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris. 
DAVID,  lieutenant-colonel  d'Artillerie  en  retraite,  place  de  l'École  d'Artillerie,  à  Tou- 
.   louse. 
DEFFORCES,  capitaine  d'infanterie,  attaché  à  l'Etat-major  du  Ministre  de  la  Guerre,  rue 

de  Grenelle  Saint-Germain,  i33,à  Paris. 
DELANNOY,  sous*  intendant  militaire,  à  Orléans. 
DEWOLF,  lieutenant-colonel,  chef  du  Génie,  à  Montpellier. 
D09T0R,  docteur  es  sciences,  rue  de  Rennes,  131,  à  Paris. 
DREYFUS  (Ferdinand],  publicistP,  rue  de  l'Université,  35,  ii  Paris. 
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DIRRANDE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 

ISGARY,  profetsaur  au  Prytanée  militaire,  à  la  Flèche  (Sarthe). 

FABRB,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Trudaine,  a6,  à  Paris. 

FLOQDIT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jeanne-d*Arc,  9,  à  Nancy. 

FLYB  SAItTTE-lABIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommorard,  11,  à  Paris. 

FENTES,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  l'oulouse. 

FOORET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  16,  à  Paris. 

CARIEL,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine,  rue 
JoufTroy,  89,  à  Paris-BatignoUes. 

CASCHEAU,  professeur  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Boulbonne,  5o,  à  Tou- 
louse. 

CAOTIIER-VILLARS,  éditeur,  quai  desGrands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 

(lEKOCCBI,  professeur  à  l'Université,  rue  du  Pô,  38,  à  Turin  (Iialie). 

CETTY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oran. 

CERO.\0,  rue  Halle,  ^o  et  4a,  à  Paris. 

CIBOD  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  de  Vaugirard,  33,  à  Paris. 

COFFART,  boulevard  des  Batignolles,  84,  à  Paris. 

CODRKERIE  (de  la),  membre  de  l'Institut,  rue  de  Mailly,  7,  à  Paris. 

COl'RSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Riguepels,  32,  à  Toulouse. 

CR.4l!S'D0RfiE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  93,  à  Liège  (Belgique). 

fiRUEY,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon. 

liCÇClA  (Jean),  viA  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Sicile). 

fiUELOT,  chef  de  bataillon,  commandant  le  10*  bataillon  de  chasseurs  à  pied,  à  Saiut- 
Dié  (Vosges). 

fiUNTIIER  (D'  Sigismond),  député  au  Rcichstag  allemand,  à  Ansbach  (Bavière). 

HAAfi,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Chardin,  i,  à  Paris. 

■ARICi,  directeur  de  l'École  des  Mines,  à  Lima  (Pérou). 

HALPflEN,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Sain  te- Anne,  5i,  a  Paris,  S.  P. 

BATON  DE  LA  fiODPILLIERE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Garancière,  8,  à  Paris,  S.  P. 

HATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

BEKBY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (  Ardèche). 

■E!IBY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Berthollct,  32,  à  Paris. 

BERIARY,  chef  d'escadrons  au  17®  régiment  d'Artillerie,  à  Douai  (Nord). 

RERIfTE,  membre  de  l'Institut,  rue  de  la  Sorbonne,  3,  à  Paris,  S.  P. 

RILAIRE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Arras,  4i  à  Douai  (Nord). 

BIBST,  directeur  des  études  de  l'École  navale,  à  Greenwich  (Angleterre),  S.  P. 

H0L8T  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  à  Christiania  (Norvège). 

RODBUiAIlT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

flOCO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 
i4<  à  Paris. 

BOCONIOT,  capitaine  d'Artillerie  de  la  Marine,  rue  de  l'Arsenal,  11,  à  Paris. 

flCJIBEBT,  ingénieur  des  Mines,  à  Vcsoul  (Haute-Saône). 

BDTOT,  ingénieur  des  Mines,  rue  du  Cirque,  10,  à  Paris. 

IXREB,  répétiteur  à  l'Ecole  Centrale,  boulevard  Beaumarchais,  109,  à  Paris. 

JAGOl'IEB,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  directeur  des  Travaux  publics  à  Saint- 
Denis  (Réunion). 

JA!III>\,  capitaine  au  32"  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans. 

JAVARY,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cardinal-Le- 
moine,  38,  à  Paris. 

JORBANy  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varennos,  4^> 
a  Paris,  S.  P. 

JODFFRET,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Palaiseau  (Seine-et-Oise). 

JCNfi,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  à  Milan  (Italie). 

KAin'OR  (S.),  privat-docent  à  l'Ecole  polytechnique  allemande,  à  Prague. 

ECVIfiS,  bibliothécaire  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  4^*  à  Paris. 

KOSTE.)iEC  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 

kOVALEWSKY  (M"*  de),  rue  des  Feuillantines,  9,  à  ParÎA. 
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UROiNECKER  (D'LéopoId),  profeâsear  à  TUniversité,  Bellevuestrasue,  i3,  à  Berlio. 

LACOR,  chargé  He  cours  à  la  Faculté  libre  des  Sciences,  rue  des  Pyramides,  4f  ^  Lille. 

LAFFOIV  DE  LADÉBAT,  amiral  (  décédé),  S.  P. 

LAfiUERRB,  examinateur  d'admission  à  TÉcole  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel, 
61,  à  Paria. 

LAISANT,  député,  avenue  Victor  Hugo,  84  bis,  à  Paris. 

LAOUIÈRE,  administrateur  attaché  au  service  central  des  Affaires  indigènes,  à  Alger. 

LAUTH,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

LAVEISSIERE,  élève  externe  à  l'École  des  Mines,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

LEADTB,  directeur  des  études  à  l'école  Monge,  i4it  boulevard  Malesherbes,  à  Paris. 

LERON  (Ernest),  professeur  au  lycée  ('harlemagne,  rue  Monge,  121.  à  Paris. 

LEGORNO,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Caen 
(Calvados). 

LEFEVRR,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  à  Tours. 

LEMOINE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cherche-Midi,  55,  à  Paris. 

LE  PAICE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  ai,  à  Liège  (Belgique). 

LE  POXT,  rue  du  Bouloi,  11,  à  Paris. 

LESACE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  Monge,  27,  à  Paris. 

LESPIAOLT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LÉVY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  9,  à  Paris. 

LSVY  (Lucien),  professeur  au  lycée  Louis-Ie-Grand,  rue  Claude-Bernard,  58,  à  Paris. 

LEVY  (Maurice),  professeur'à  l'École  Centrale,  boni.  Saint-Germain,  258,  à  Paris.' 

LEZ  (Henri),  à  Lorrez-Ie-Bocage  (Seine-et-Marne). 

LICUINE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

LINDEMANN,  professeur  à  l'Université,  Mottkestrasse,  i3,  à  Fribourg-en-Brisgau  (Alle- 
magne). 

LONfiCHAMPS  (GoBiEHRE  de),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charle- 
magne,  rue  de  l'Estrapade,  i5,  à  Pnris. 

LORIN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré,  186.  à 
Paris. 

LUCAS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Bellay,  a,  à  Paris. 

■ACÉ  DE  LÉPINAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue  de 
rOdéon,  ai,  à  Paris. 

MALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas  »u«  Motre-Dame-des-Champs,  117,  à  Paris. 

■ALLOIZEL,  rue  de  l'Estrapade,  11,  à  Paria 

■ALMSTRN,  conseiller  d'État,  à  Upsal  (Sued. 

■ARiNHEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique     uo  de  la  Pompe,  1 1,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

■ARSILLY  (  le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  u  Auxerre. 

MATHIED  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Schonces,  rue  du  Faubourg-Saint^Jean,  ai, 
à  Nancy. 

MITTAC-LErFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

MOUTARD  ,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Val-de-Gràce,  g,  à  Paris. 

OCAfiNE  (d'),  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  l'Arcade,  58,  à  Paris. 

OHRTMANN  (D'  Cari),  rédacteur  du  Jahrbuch,  Markgrafenstrasse,  78.  à  Berlin. 

OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  piuzza  Statuto,  17,  à  Turin. 

PANEK  (Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 

PARMENTIER  (le  général),  membre  du  Comité  des  fortifications,  rue  du  Cirque,  5, 
à  Paris. 

PARRAN,  ingénieur  des  Mines,  avenue  de  l'Opéra,  a6,  à  Paris. 

PATORET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Jacob,  44t  &  Paris. 

PELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand. 

PERCIN,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  l'École  spéciale  militaire,  à  Saint-Gyr. 

PERRIN,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Grenelle,  80,  à  Paris. 

PERDIT  (Joseph),  à  Port-Navalo,  par  Arxon  (Morbihan),  S.  P. 

PHILIPPON,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 

PICARD  (Emile),  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 
bonne, 2,  il  Paris. 
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PICQUET,  répétiteur  à  l'Écolo  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel,  iu3,  à  Paris. 

PISTOYE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  rue  Montbaurin,  20,  à  Versailles. 

P0INCAB8,  ingénieur  des  Mines,  raaitre  de  Conférences  à  la  Faculté  dos  Sciences,  rue 

Gay-Lussac,  66,  à  Paris, 
POkOlMY  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
POLIfilVAC  (prince  C.  dk),  rue  Miroménil,  .].],  à  Paris,  S.  P. 
POOSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers. 

PRESLES  (df.),  sous-intendant  militaire,  rue  de  Bellechasse,  29,  à  Paris. 
PBICE  (Bartholoméo),  professeur  à  l'Université,  à  Oxford  (Angleterre). 
PUISECX,  membre  de  Tlnstiiut,  boulevard  Saint-Michel,  81,  à  Paris. 
Pim(lc   général),  commandant  l'École  d'application    de   l'Artillerie  et  du  Génie,  k 

Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
lADAIJ,  rue  de  Tournnn,  ta,  à  Paris.  ' 

IA!I€Y  ^de),  directeur  général   do  la  Compagnie  d'assurances  le  Soleil,  rue  de  Chà- 

teaudun,  44>  ^  Paris. 
REUVACH  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  /|,  à  Paris. 
REY  (Casimir),  professeur  à  TÉcoIo  régimentaire du  Génie,  boulevard  delaRetoe,  35, 

à  Versailles. 
RIBAICOUR,  ingénieur  des  Popts  et  Chaussées,  à  Aix  (Bouches-du-Rhône). 
RIMT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  1,  à  Dijon. 
RdKT,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 
R0LLAIVD,  membre  de  l'Institut,  rue  de  Rennes,  66,  a  Paris. 
ROCART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  i37,  à  Paris. 
RdCCiB  (Eugène),  professeur  à  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission    à  l'École 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  3i3,  à  Paris. 
R0CSSELIN,  professeur  au  lycée  Fontancs,  boulevard  Pereire,  ia/|,  à  Paris. 
R0liX,  architecte,  rue  do  l'Arcade,  ^5,  à  Paris. 

SAlFfr-PiliL  (Dcccp  de),  capitaine  au  36*  régiment  d'Artillerie,  à  Clermont-Ferrand. 
SARRAU,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bondy,  'j^t  k  Paris. 
SARTIAIIX,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  la  Compagnie  du   chemin   de  fer  du 

Nord,  à  Paris. 
SCILEfiEL  (D'  Victor),  à  Waren  (Allemagne). 
SdOCTE,  professeur  à  Groningue  (Hollande). 
8CIEBERT,  professeur,  Steindam,  89,  à  Hambourg  (Allemagne). 
SECDY,  rue  Pascal,  2,  à  Paris. 

SELIVA5I0FF,  attaché  à  l'Université,  à  Saint-Pétersbourg. 
SlIART,  lieutenant  de  vaisseau,  examinateur  d'admission  à  l'École  navale,  rue  de 

Miroménil,  70,  à  Paris. 
SIVERIXfi  (Jos.),   ingénieur  en  chef  des  travaux  publics,   place  du  Saint-Esprit,    9, 
*  à  Luxembourg. 

SIITfl  (H.-J.-S.),  professeur  à  l'Université,  University  Muséum,  à  Oxford  (Angleterre). 
SONIXE  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 
STARkOPF  (Alexis),  professeur  à  l'École   de   Commerce,  rue  Forgowaja,  49»  à  Odessa 

(Russie). 
STEPiA\OS  (D'  Cyparissos),  rue  de  l'Arbalète,  38,  à  Paris. 
STCDIUCkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
TA^ilERY  (Paul),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  au  Havre,  S.  P. 
TA3i1ERY,  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-Michel,  i4i) 

il  Paris. 
TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger. 
TCHBBICHEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg. 
TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Monsieur-le-Prince,  18,  à  Paris. 
TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Pont-de-Claix( Isère). 
TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 
TRES€A,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Saumur  (Maine-et-Loire). 
VACOIANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  n^  à  Paris. 

VA^EC.EK,  profi»s»eur  an  lycéo,  ii  Jiciri  ''Bohème). 
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VAZEiLLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris. 

VICAIRE,  ingénieur  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

TIELLARD,  manufacturier,  aux  forges  de  MorflUars  (territoire  de  Belfort). 

TOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 

WALCKENAEII,  ingénieur  des  Mines,  à  Pau  (Rasses-Pyrénées). 

WEILL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Rome,  14»  à  Paris. 

WEYR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Rohème). 

WEYR  (D'Emile),  professeur  à  l'Université,  Marokkanergasse,  1,  à  Vienne  (Autriche). 

WILSON,  député,  au  palais  de  l'Elysée,  à  Paris. 

IVORHS  DE  ROIILLY,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Ralzac,  7,  à  Paris. 

ZABODDSRY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'Ecole  d'Artillerie,  à  Saint-Pé» 

tersbourg. 
ZELLER  (Charles),  recteur  du  séminaire,  à  Markgrœningen  (Wurtemberg). 
ZEUmn!,  professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague. 


SOCIÉTAIRES  PEHPÉTOELS. 

BENOIST,  docteur  en  droit. 

BISCHOFFSHEIM,  banquier. 

BIENAYME,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

BORCIARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Rerlin  (décédé). 

BROCARD,  capitaine  du  Génie. 

CHASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

CLAI1DE-LAF0NTAI\E,  banquier. 

CAUTHIER-VILLARS,  éditeur. 

HALPHEN,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 

HATON  DE  LA  fiOlPILLlÈRE,  ingénieur  en  chef  dos  Mines. 

RERMITE,  membre  de  l'Institut. 

HIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Grccnwich. 

JORDAN,  membre  de  l'Institut. 

LAFFON  DE  LADÉBAT,  amiral  (décédé). 

■ANNHEMI,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

PEROTT  (Joseph). 

POLIfiNAC  (prince  C.  de). 

TANNERY  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État. 

Modifications  snirenues  depuis  le  l*'  janTier  1882. 

DÉCÉDÉS. 

BRIOT,  capitaine  d'infanterie  de  la  Marine. 

LEMONNIER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 

DÉMISSIOJfNAIRES. 

ANTOINE,  ingénieur  de  la  Marine. 

ASSELIN,  élève  externe  à  l'École  des  Mines. 

BRISSE  (A.),  ingénieur  (art.  42  du  règlement  administratif). 

DESOt  capitaine  d'Artillerie  (art.  4^  du  règlement  administratif). 

KffiHLER,  professeur  de  Mathématiques. 

mCNON,  chef  d'escadrons  d'Artillerie. 

8ALTEL,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Rordeaux  (art.  42  du 
règlement  administratif). 

STEPHAN,  directeur  de  l'Observatoire  de  Marseille  (art.  42  du  règlement  adminis- 
tratif). 

TORODAN,  docteur  es  sciences. 
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NOUVEACX  MBMBRES. 


ADKRTy  élève-ingénieur  des  Mines. 

ADTONXB,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 

URE,  ingénieur  des  manufactures  de  TÉtat. 

BRESARD,  professeur  au  lycée  Fontanes. 

CIETS80N,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 

DATID,  lieutenant-colonel  d'Artillerie  en  retraite. 

DELANIVOT,  sous-intendant  militaire. 

IREYFDS  (Ferdinand),  publiciste. 

CASCREAD,  professeur  honoraire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 

fiE.X«€CII,  professeur  à  l'Université  de  Turin. 

lABiCH,  directeur  de  TÉcole  des  Mines  de  Lima. 

IE]VRV(Ch.%  bibliothécaire  à  la  Sorbonne. 

liOfiONfOT.  capitaine  d'artillerie  de  la  Marine. 

KOCTEKEG,  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague. 

KOVALEWSkl  (M- de). 

kRONECkER  (D'  Léopold),  professeur  à  l'Université  de  Berlin. 

LE  P07IT, 

LESACE,  professeur  au  lycée  Charlemagne. 

LÉVY  (l^on),  ingénieur  des  Mines. 

LEVY  (  Lucien  \  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand. 

■ACE  DE  LEPINAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV. 

0GAC1E  (d*  ),  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 

0IRTMAIV.1  (D'Carl),  rédacteur  du  Jahrbuch, 

PANEK,  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague. 

PATURETt  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

POIXGARE,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  conférences  à  la  Sorbonne. 

PdKOR!IY,  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague. 

SELIVAKOFF,  attaché  à  l'Université  de  Saint-Pétersbourg. 

SUART,  lieutenant  de  vaisseau,  examinateur  d^admission  à  l'École  navale. 

SIITI  (H.-J.-S.),  professeur  à  TUiiiversilé  d'Oxford. 

TARRY,  receveur  des  contributions  diverses,  à  Alger. 

TCiERICHEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

VIEIL ARD,  manufacturier. 

WILSON,  député. 

ZABOl'DSKY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe. 

ZELLER  (Ch.),  recteur  du  séminaire  de  Markgrœningen. 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  rtoc  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 

Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Académie  des  Sciences  do  l'Institut  de  Bologne. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  à  Bruxelles. 

Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  Connecticut  (Etats-Unis  d'Amérique). 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei,  à  Rome. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Jeta  Mathrmatica  (rédacteur  M.  Mittag-LefTIcr,  ii  Stockholm). 


-  12  - 

American  Journal  of  Mathematics  (rédacteur  M.  Sylvestcr,  à  Baltimore). 

Annali  di  Matematica  (rédacteur  M.  Brioschi,  à  Milan). 

Archiv  for  Mathemaiik  og  NiUurvidenskab  (rédacteurs  MM.  S.  Lie  et  W.  Muller,  à 
Christiania). 

Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  à  Paris. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  (rédacteur  M.  Darboux). 

Casopis  pro  péstovâni mathematihx  a  fysikj  (rédacteur  M.  Studnicka,  à  Prague). 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Giornale  di  Matematiche  (rédacteur  M.  Battaglini,  à  Rome). 

Institut  Royal  do  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres,  à  Milan. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts,  à  Venise. 

Jahrbuch  Hber  die  Fortschritte  der  Matkematik  (rédacteur  M.  Cari  Ohrtmann,  à  Ber- 
lin). 

Jornal  de  Sciencias  Matematicas  e  Astronomicas  (  rédacteur  M.  Gomcs  Teixdlra.  à 
Coîmbre). 

Journal  de  t École  Polytechnique. 

Journal  fur  die  reine  und  angewattdte  Mathematik,  à  Berlin. 

31athemaeische  Annalen  (rédacteur  M.  Fclix  Klein,  à  Leipzig). 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand,  et  Neuberg,  à  Liège). 

Réunion  des  officiers,  à  Lille. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  des  Sciences  do  Finlande,  à  Helsingfors. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  do  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences,  à  Harlem  (Hollande). 

Société  mathématique  de  Kharkoflf  (Russie). 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Société  mathématique  d'Odessa  (Russie). 

Société  philomathique  de  Paris. 

Société  mathématique  de  Prague. 
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SOCIETE  MATHEMATIQUE  DE  FRANCE. 


MÉMOIRES   ET   COMMUNICATIONS. 


Quelques  questions  de  probabilités  résolues  géométriquement  ; 

par  M.  E.  Lemoine. 

(Séance  du  3  novembre  1882.) 

J'ai  donné  à  la  Société  mathématique,  l'année  de  sa  fondation, 
un  petit  problème  de  probabilités  qui  a  eu  ensuite  le  grand  hon- 
neur d'attirer  l'attention  de  plusieurs  mathématiciens.  MM.  Hal- 
phen et  Jordan  en  ont  ici  même,  successivement,  donné  des 
généralisations  ;  divers  géomètres  s'en  sont  occupés  dans  la  Cor- 
respondance mathématique  de  M.  Catalan,  dans  les  Nouvelles 
Annales,  dans  le  Journal  Mathesis  et  enfin  M.  Lalanne  dans 
les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  C'est  après  la 
lecture  de  ce  dernier  travail  que  j'ai  eu  l'idée  des  développements 
qui  vont  suivre.  L'énoncé  du  problème  primitif  était  celui-ci  : 
On  casse  au  hasard  une  barre  en  trois  morceaux,  quelle  est  la 
probabilité  pour  que  l'on  puisse  former  un  triangle  avec  ces 
trois  morceaux? 

I. 

On  prend  au  hasard  un  point  M  dans  l'intérieur  d'un 
triangle  quelconque  AHC,  quelle  est  la  probrd/ilifé  pour  que,  si 
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de  ce  point  on  abaisse  des  perpendiculaires  MA, ,  MB, ,  MC, ,  sur 
les  trois  côtés  : 

I"  On  puisse  former  un  triangle  avec  MA,,  MB,,  MC,; 
2°  Pour  que  V  on  puisse  former  un  triangle  qui  n^ait  que  des 
angles  aigus? 

Occupons-nous  de  la  première  partie. 

Soient  A',  B',  C  les  pieds  des  bissectrices  intérieures  sur  les 
trois  côtés,  si  Ton  joint  A'B',  B'C,  C'A',  il  est  facile  de  voir  que, 
pour  tout  point  M  de  Tintérieur  du  triangle  A'B'C,  on  a 

MAt<  MB, -4-MC,, 
MB,  <MA,-t-MGt, 
MC,  <  MA,  -4-  MB,, 

c'est-à-dire  que  Ton  peut  former  un  triangle  avec  MA, ,  MB, ,  MC,  ; 
car,  pour  tout  point  M  situé  entre  B'C  et  BC,  on  a 

MA,  <  MB,  H- MC,; 

pour  tout  point  M  situé  sur  B'C  et  BC, 

MA,  =  MB,  =  MC,; 

pour  tout  point  M  situé  entre  B'C  et  A, 

MA,  >MB,-+-MC,; 

de  même  pour  les  deux  autres  droites  B'A'  et  A'C,  etc. 
La  probabilité  cherchée  est  donc 

surf.A^B^C\ 
surf.  ABC   ' 

en  faisant  le  calcul,  on  trouve 
(A)  »«*'' 


(a-h6;(a-i-c)(6-4-c) 


Occupons-nous  de  la  deuxième  partie  du  problème. 

Si  nous  appelons  a,  ^,  y  les  distances  MA, ,  MB, ,  MC,  du  point  M 
aux  trois  côtés,  ces  distances  sont  les  coordonnées  de  M  par  rap- 
port au  triangle  de  référence  ABC. 

Considérons  la  conique  dont  Téquation  est 
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elle  séparera  les  points  du  plan  pour  lesquels  on  aura 

de  ceux  pour  lesquels  on  aura 

a«  -f-  ?*  <  Y*- 

On  voit  immédiatement  que  cette  conique  coupe  le  côté  CB  aux 
pieds  des  bissectrices  intérieures  et  extérieures  de  A  ely  est  tan- 
gente à  ces  bissectrices,  on  voit  de  même  qu'elle  coupe  le  côté  CA 
aux  pieds  des  bissectrices  intérieures  et  extérieures  de  l'angle  B  et 
qu'elle  y  est  tangente  à  ces  bissectrices. 

Enfin  elle  a  pour  centre  le  pôle  de  AB  par  rapport  au  cercle  cir- 
conscrit. 

On  ferait  des  observations  analogues  sur  les  coniques  dont  les 
équations  sont 

(2)  pî  =  a«-hY« 

et 

(3)  aî  =  p«-+-Y«, 

qui  sont  tangentes  deux  à  deux  aux  points  A',  B',  O  et  tangentes 
en  ces  points  aux  bissectrices  AA',  BB',  CC.  Pour  tout  point  du 
triangle  curviligne  A' B'C  compris  entre  elles,  le  triangle  formé 
avec  MA|,MB|,MC|  n'aura  que  des  angles  aigus.  Appelons  : 

Sa  la  surface  du  segment  compris  entre   la  courbe  aL^z=^^-^^^ 

et  la  droite  B'C; 
S^  la  surface  du  segment  compris  entre  la  courbe  ^^  =  aL^-^^^ 

et  la  droite  A'C; 
Se  la  surface  du  segment  compris  entre  la  courbe  y^  =  aL^-\-^^ 

et  la  droite  A'B'. 

La  probabilité  cherchée  sera 

surf.  ABC 

et  la  probabilité  pour  que,  si  l'on  a  un  triangle,  ce  triangle  soit  acu- 
tangle est 

Sa  -t-  Sft  -h  Sg 

î^urf.A'B'G'  ' 
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Supposons  que  ABC  soit  tel  que  l'on  ait 

c  >  ^  >  cr, 
et  considérons  la  conique  (i)  : 

Elle  sera  une  hyperbole  si  c^<Ca^-\-b^  ou  si  ÀCB  est  aigu; 

Elle  sera  une  parabole  si  c'  =  a^  -h  b^  ou  si  ACB  est  droit  ; 

Elle  sera  une  ellipse  si  c^'^a^-}-  b^  ou  si  ACB  est  obtus. 
D'après  notre  hypothèse, 

c  >  6  >  a, 

les  courbes  (2)  et  (3)  seront  toujours  des  hyperboles;  il  ri  y  aura 
donc,  pour  faire  le  calcul,  que  trois  cas  à  examiner  : 

ACB  est  aigu,  S^,  S4,  S^  sont  des  segments  d'hyperbole  ; 

ACB  est  droit.  Sa,  S^  sont  des  segments  d'hyperbole,  S^  est  un 
segment  de  parabole; 

ACB  est  obtus,  S^,  S^  sont  des  segments  d'hyperbole,  S^  est  un 
segment  d'ellipse. 

Le  calcul  de  ces  aires,  dans  le  cas  général,  est  très  facile,  mais 
un  peu  long.  S<.  par  exemple,  dans  le  cas  de  C<;90",  en  désignant 

par  S  l'aire  de  ABC,  est 

{a-^-  c){h  -^  c) 

— *—   I  [ab(a — x) — c^a:*(a*-i-6*  —  c^)—  ^ah^x  -\-  a^  b*]cLr  ; 

l'intégration  effectuée,  on  aura  S^  et  S^  par  des  permutations  de 
lettres,  etc. 

Examinons  seulement  le  cas  particulier  où  ABC  est  équilatéral; 
on  a,  dans  ce  cas, 

MAi  4-  MBi  -h  MGi  =  const., 

et  il  est  facile  de  voir  que  les  problèmes  i"  et  2"  reviennent  à 
ceux-ci. 

On  donne  une  barre  que  Von  casse  au  hasard  en  trois  mor- 
ceaux : 
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I**  Quelle  est  la  probabilité  pour  que  Von  puisse  former  un 
triangle  avec  ces  trois  morceaux? 

C'est  le  problème  primitif.  La  formule  (A)  donne  bien  \. 

a°  Quelle  est  la  probabilité  pour  que  l'on  puisse  former  un 
triangle  acutangle  avec  ces  trois  morceaux? 


Comme  on  a 


la  probabilité  est 


O/i  —  o^  —  o< 


suri.  ABC 


Se  est  facile  à  calculer  directement;  car,  si  l'on  prend  CB  et  CAl 
respectivement  pour  axe  des  x  et  des  j',  (i)  devient 


a* 

xy  —  a{x-\-y')-¥-     -  =o 


et 


v/3  r 


a^  /i 


d'où 


et  la  probabilité  est 


logS  —  2  =0,0794415.  .  .. 


Nous  allons  indiquer  une  autre  méthode  pour  le  problème  i". 
Prenons  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oj',  Os  et  construisons 
le  plan  dont  l'équation  est 

ax  -\-  by  -\-  cz  =  2 S, 

a,  6,  c,  S  étant  les  côtés  et  la  surface  du  triangle  ABC.  Ce  plan 
coupe  les  trois  axes  respectivement  aux  points  A",  B",  C'.  Les  coor- 
données d'un  point  de  l'intérieur  du  triangle  Pil'WCI'  représentent 
les  distances  d'un  point  de  l'intérieur  du  triangle  ABC  aux  trois 
côtés  de  ce  triangle,  et  à  chaque  point  de  A"B'^C"  ne  correspond 
qu'un  point  de  ABC  et  réciproquement. 

XI.  2 
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Cela  posé,  considérons  les  Irois  plans 

quipassent  parles  bisseclrîces  des  angles  des  axes;  soient  A'^,  B',,  C\ 
les  points  où  les  bissectrices  de  zOy^  xOTjyOx  coupent  B'^C''', 
.VC\  B'A''. 

Il  est  facile  de  voir  que,  pour  tout  point  situé  dans  Tintérieur 
du  trièdre  OA'^  B',  C\ ,  on  a 

y  -^  z  <^x. 

Par  suite,  pour  tout  point  situé  à  l'intérieur  du  triangle  A',  B',  C, , 
on  pourra  faire  un  triangle  avec  les  coordonnées  de  ce  point. 

La  probabilité  cherchée  d^ avoir  un  triangle  avec  les  trois 
distances  MAj,  MB|,  MC|  est  donc 

surface  du  triangle  A',  B',  G', 
surface  du  triangle  A' B' G* 

Si  Ton  remarque  maintenant  que,  pour  tous  les  points  intérieurs 
au  cône  de  révolution  z'^^x^-^-y^,,  on  a 

pour  tous  ceux  intérieurs  au  cône  v^  =  jc2  4-52,  on  a 

^'î  -^  x^  -h  z^; 

pour  tous  ceux  intérieurs  au  cône  x^  =  y^-^z^,  on  a 

que  ces  trois  cônes  sont  tangents  entre  eux,  deux  à  deux,  le  long 
des  arêtes  OA',,  OB',,  OG'^,  on  voit  qu'ils  coupent  le  plan  A"B"C\ 
suivant  trois  coniques  tangentes,  deux  à  deux,  en  A'j,B', ,C',  et 
que,pour  tout  point  si  tuéà  l'intérieur  du  triangle  curviligne  A',  B^  C, 
formé  par  ces  trois  coniques,  on  a 

X^     <     r*     -h    Z^y 

y^  <  x^  -f-  z^j 
z^  <  .r«  -+- v', 

c'esl-à-dire  que  le  triangle  formé  avec  .r,  )',  :;  sera  aculangic. 
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La  probabilité  d'avoir  un  triangle  acutangle  avec  les  trois  dis- 
tances MA|  y  MB| ,  MC|  est  donc 

surface  du  triangle  curviligne  Aj  B',  G| 
surface  du  triangle  A'B'C 

Au  cours  de  cette  étude,  j'ai  remarqué  le  théorème  suivant, 
facile  à  démontrer  : 

Théorème.  —  Dans  tout  triangle  ABC,  les  quatre  bissectrices 
de  deux  angles  A  et  B,  par  exemple,  sont  tangentes  à  la  pa- 
rabole qui  a  K&pour  directrice  et  Qa  pour  foyer  ;  les  points  de 
contact  sont  sur  la  perpendiculaire  menée  en  C  au  côté  qui 
joint  ce  point  et  le  sommet  d^ où  part  la  bissectrice  sur  laquelle 
on  cherche  le  point  de  contact. 

Remarquons  que  les  considérations  qui  précèdent  peuvent  con- 
stituer une  méthode  assez  générale  et  qu'on  pourrait  traiter  d'une 
façon  analogue  la  question  suivante  : 


II. 

« 

On  a  trois  quantités  liées  par  la  relation  <f(x,y,  z)  =  o, 
quelle  est  la  probabilité  que,  en  prenant  au  hasard  les  quanti- 
tés  Xjj-y  z,  on  ait  en  même  temps 

4'i(^»7»-)>o, 

En  effet,  soit  A  Taire  de  la  surface  ç(x,^',  z)  =  o,  ou  de  la  por- 
tion de  cette  surface  qui  convient,  dans  tous  les  cas  possibles  com- 
patibles avec  l'énoncé  du  problème  particulier  que  l'on  considère; 
soi  t  B  l'aire  de  la  portion  de  surface  qu'interceptent  sur  ç(j:,^,  5)  =  o 
les  trois  surfaces  tJ^,  =  o,  t};2  =  o,  ^13  =  0,  ou  la  portion  de  cette 

aire  qui  convient  à  tous  les  cas  favorables. 

A 

La  probabilité  cherchée  sera  ^- 
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III. 


Un  triangle  ABC  a  pour  périmètre  ip;  déterminer  ses 
côtés  de  façon  que  la  prohabilité  que  Von  puisse  former  un 
triangle  avec  les  distances  à  ses  trois  côtés  d^un  point  de  son 
intérieur  pris  au  hasard  soit  la  plus  grande  possible. 

Nous  savons  [j^voir  I,  formule  (A)]  que  cette  probabilité  est 

labc 

(a-f-6)(a4-c)(6-f-c)* 

Supposons  que  a  soit  la  valeur  cherchée,  du  côté  BC,  dans  le 
cas  du  maximum;  on  aura 


d'o- 


b  -\-  c  —  ip  —  a, 

tt 

c  =  ip  —  OL  —  b; 


il  faut  déterminer  b  par  la  condition  que 

2a6(  ip  —  a  —  b) 


2a 


(a-h6)(2/?  —  i)(ip  —  ol) 

soit  maximum  ou 

b{ip  —  a  —  b) 

7.paL->r  bi^ip  —  a  — 6)' 

en  ne  nous  occupant  pas  du  facteur  constant 

*         *  ip  —  a 

6  et  2/?  —  a — b  sont  toujours  positifs,  ainsi  que  2/?a;  posons 

donc 

b{ip  —  a  —  6)  =  X, 

2/?  a  =  K'  ; 
il  faudra  trouver  le  maximum  de 

=7- — =r,     dont  la  dérivée     .-ttt =rTT> 

K*  -f-  X  (  K*  -h  X  )* 

est  toujours  positive;  la  fonction  croît  donc  avec  X  et  il  suffit  de 
trouver  le  maximum  de  X  ou  de 

6(2/?  —  1  —  /»), 

qui  a  lieu  quand 

b—'>.p  —  3t  —  b    ou     b  = -^ 
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et,  par  suite, 


c=-b=  -=- 

2 


Si  Ton  avait  considéré  la  valeur  ^  du  côté  AC,  dans  le  cas  du 
maximum,  on  trouverait  de  même  qu'il  faut  que  BC  =  AB,  ce  qui 
implique  AB  =  AC  ==  BC,  c'est-à-dire  que  le  triangle  ABC  doit 
être  équilatéral.  Comme  la  probabilité  est  alors  |,  on  peut  remar- 
quer que  l'on  a  ainsi  une  démonstration  de  l'inégalité 

S  abc  <(a-4-^)(6-f-c)(a-t-c). 


IV. 

Etant  donnée  une  barre  RS  de  longueur  L,  on  la  coupe  au 

hasard  en  trois  morceaux  Xyy^  z\  quelle  est  la  probabilité  pour 

que  F  on  ait 

ax  -\-  by  -{-  cz  "C  M*; 

a,  6,  c,  M  étant  des  quantités  positives  données? 

X  est  le  morceau  contenant  le  point  R  et  ^  le  morceau  conte- 
nant le  points. 

Sur  trois  axes  rectangulaires  Ox^  Oj',  O^  prenons 


0A'  = 

M» 

a 

0B'  = 

M» 
b  ' 

0C'  = 

M» 

y 
C 

l'B'C  doni 

l  l'éq 

uati 

ax-^  by  -h  cz  = 

iM»; 

Oa  =  Op  = 

0^. 

=  L, 

prenons  ensuite 

et  considérons  le  plan  a^y  dont  l'équation  est 

X  H-j'H-  -5  =  L; 

pour  tout  point  du  plan  a^y  à  l'intérieur  du  triangle  a^y,  on  a 

x-i-y  -h  z  =  L, 
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et  les  coordonnées  de  ce  point  donnent  d^une  seule  façon  tous  les 
cas  possibles  de  division  de  RS.  Pour  tous  les  points  de  l'espace 
situés  du  même  côté  du  plan  A.'B'C'  que  O,  on  a 

pour  tous  les  points  situés  de  Tautre  côté^  on  a 

ax  -\-by  -\-cz  —  M*  >  o. 

La  probabilité  P  cherchée  est  donc  le  rapport  de  la  partie  de 
l'aire  de  a^y  située  au-dessous  de  A'B'C  à  Taire  de  a^y. 

Nous  n'avons  maintenant  qu'à  examiner  les  huit  cas  suivants  : 

L>OA',         (L>OA',         /L>OA',         |L>OA', 

(i)  ^L>OB',  (3)|  L<OB',  (5)  |l>OB',  (7)|l<0B', 

L>OC';  (l<OC';         (L<0C';  (  L>0C'; 

L  <  OA',         i  L  <  OA',         /  L  <  OA',         |  L  <  0 A', 

(2)^L<0B',  (4)1  L>  OB',  (6)|l<0B',  (|8)|l>0B', 

L  <  OC;         (  L  >  OC;         (  L  >  OC;         (  L  <  OC. 

Pour  le  premier  cas,  on  a  P=o,  puisque  le  triangle  a^y  est  entiè- 
rement au-dessus  de  A'B'C;  pour  le  deuxième  cas,  on  a  P=i, 
puisque  le  triangle  a^y  est  entièrement  au-dessous  de  A'B'C; 
pour  le  troisième  cas,  ay  coupe  C'A'  en  N,  ap  coupe  A'K  en  M  :  la 

probabilité  est 

surface  de  NM^y 
surface  de  apy 

ou,  par  un  calcul  facile  :  pour  (3), 

P  =  I  — 


L«(c  — a)(6  — a) 


Pour  les  cas  (6)  et  (8)  dans  lesquels,  comme  dans  le  cas  (3),  deux 
des  longueurs  OA',  OB',  OC  sont  plus  grandes  que  L,  on  trouve- 
rait :  pour  (6), 

(M«-cL)« 
L«(a  — c)(6  — c)' 

et  pour  (8), 

(M«  — 6L)« 


P  =  i  — 


L»(a  — ô)(c  — 6) 
Considérons  le  cas  (4)  où  deux  des  longueurs  OA',  OB',  OC  sont 
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plus  petites  que  L  ;  on  aurait  facilement  pour  ce  cas 

p^       (M«-aL)« 

L»(c  — a)(^  — a)' 

Dans  les  cas  (5)  et  (7),  on  aurait,  par  suite  :  pour  le  premier, 

p^       (M»-cL)« 

et  pour  le  second, 

(M«-6L)« 

L»(a  — 6)(c  — 6)' 

V. 

On  jette  dans  V  intérieur  d'un  triangle  éq  ni  latéral  ABC  un 
point  M  pris  au  hasard  :  quelle  est  la  probabilité  que  le 
triangle  formé  avec  les  droites  AM,  BM,  CM  soit  acutangle? 

Soit  a  la  longueur  du  côté  du  triangle. 

I®  On  pourra  toujours  former  un  triangle  avec  AM,  BM,  CM  si 
M  est  dans  l'intérieur  du  triangle;  car,  si  Ton  circonscrit  une  cir- 
conférence à  ABC,  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  cir- 
conférence aux  trois  sommets  sont  telles  que  l'une  d'elles  est  la 
somme  des  deux  autres  et,  pour  tout  point  intérieur  à  cette  circon- 
férence, une  quelconque  de  ces  distances  est  plus  petite  que  la 
somme  des  deux  autres,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  construire  un 
triangle  avec  elles. 

2°  Le  lieu  des  points,  tels  que 


CM  =  AB-hMB, 

est  une  circonférence  de  rayon  a,  qui  passe  en  A  et  en  B,  et  y  est 
tangente  aux  bissectrices  des  angles  A  et  B;  en  prenant  les  lieux 
analogues,  tels  que 


BM  =  AM  -f-  CM     cl     AM  =  HM  4-  CM, 

on  aura  trois  circonférences  tangentes  deux  à  deux  en  A,  B,  C  et 
tangentes  en  ces  points  aux  bissectrices;  elles  laisseront  entre 
elles  un  espace  formant  un  triangle  curviligne  de  surface  S',  tel 
que,  si  M  est  dans  l'intérieur  de  ce  iriangle  curviligne,  le  iriangle 
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formé  avec  les  lignes  AM,  BM,  CM  n'aura  que  des  angles  aigus  si 
M  est  en  dehors  de  ce  triangle  curviligne;  le  triangle  formé  avec 

AM,  BM,CM  sera  obtusangie. 

S'         .  .        . 

La  probabilité  cherchée  est  donc  -^>  mais  on  voit  facilement  que 

d'où 

P=  — =   p =4 =0,3718 

/3  V^3  /3 

4 

On  résoudrait  par  des  méthodes  aussi  simples  une  série  de  ques- 
tions comme  celles-ci  : 

On  casse  une  barre  RS  de  longueur  L  en  trois  morceaux 
x(contenantK)jy  et  s(contenant  S),  quelle  est  la  probabilité 
pour  que  a,  6,  c,  M  étant  des  quantités  données,  on  ait 

ax*  ■+-  by^  -H  c-5*  <  M',     cas  de    a=i  b  =  c. 

On  prend  au  hasard  un  point  M  sur  une  sphère  rapportée  à 
trois  axes  rectangulaires  passant  par  son  centre,  quelle  est  la 
probabilité  que  les  trois  coordonnées  de  ce  point  puissent  for- 
mer : 

i"  Un  triangle; 

2"  Un  triangle  acutangle. 

On  prend  au  hasard  un  point  dans  l'intérieur  d'un  triangle; 
par  ce  point,  on  mène  des  parallèles  aux  trois  côtés,  parallèles 
limitées  aux  côtés  du  triangle.  Soit  x,y,  z  les  longueurs  de  ces 
parallèles,  quelle  est  la  probabilité  : 

i"  Que  x.j^z  puissent  former  un  triangle; 

2"  Que  x,y,  z  puissent  former  un  triangle  acutangle; 

3"  Que  Con  ait 

inx  -f-  ny  -hpz  <  T*, 

m^n^p^  T  étant  des  quantités  données. 

On  coupe  au  hasard  en  deux  morceaux  KT,  TS^  que  j'ap- 
pelle X  et  A*,  ufie  barre  RS;  puis  en  deux  morceaux  TY ,\S, 
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que  j'appelle  y  et  z,  le  morceau  TS  =  A-;  quelle  est  la  proba- 
bilité : 

i**  Que  Von  puisse  former  un  triangle  ai'ec  x^y^  z  ; 

2"  Que  l'on  puisse  former  un  triangle  acutangle  avec  x^y,  z\ 

3"  Que  l'on  ait 

ax  -\-  by  -Jr  cz  <C  M*, 

rt,  6,  c,  M  étant  des  quantités  données,  etc.? 

Je  suppose  qu Vn  employaDt  les  conventions  de  la  Géomélrie  à 
n  dimensions,  on  étendrait  cette  méthode  à  un  nombre  de  variables 
autre  que  'i  et  3. 


Sur  la  réduction  du  nombre  des  périodes  des  intégrales  abé- 
Hennés  et,  en  particulier,  dans  le  cas  des  courbes  du  second 
genre;  par  M.  Emile  Picard. 

(Séance  du  17  novembre  1882.) 

i.  Étant  donnée  une  relation  algébrique  du  genre /> 

/(ar,7)  =  o, 

considérons  une  intégrale  abélicnne  de  première  espèce  corres- 
pondante 

on  sait  que  cette  intégrale  a  en  général  ip  périodes,  mais  il  peut  y 
avoir  une  réduction  et  le  nombre  des  périodes  peut  notamment  se 
réduire  à  deux.  On  voit  immédiatement  dans  ce  cas  que  Téquation 


r 


f'A^.y) 


définit  une  fonction  ^  de  ^,  qui  est  racine  d^une  équation  algé- 
brique dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  double- 
ment périodiques  de  z.  Soient  en  effet  to  et  w'  les  périodes  de  Tinté- 
graie^  et  désignons  parX(5)  une  fonction  doublement  périodique 
aux  mêmes  périodes  ;  on  aura 

(2)  X(;;  — ;;o)=  A  ï     /  -jr-  I," 
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or,  pour  une  valeur  donnée  à  x  et  y,  l'intégrale   /         —p—  n'a 

qu'une  valeur,  abstraction  faite  des  multiples  de  coetco';  on  en  dé- 
duit de  suite  que  le  second  membre  de  Téquation  (2)  est  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x  eiy  :  donc 

P  étant  rationnel,  et  par  conséquente,  est  bien  racine  d*une  équa- 
tion algébrique  à  coeiHîcients  uniformes  doublement  périodiques. 
Supposons  maintenant,  d'une  manière  plus  générale,  que,  parmi 
les  intégrales  abéliennes  relatives  à  l'équation  donnée,  il  y  en 
ait  g 

ayant  seulement  ^q  périodes  distinctes,  et  cela,  de  telle  manière 

que 

iJ|,i,    iii,t>     •••>    ûi«^» 

^îi»    ^1,1»     •••>    ^,«7» 


)dx 

>y) 


•  •  •  •    •  ■ 


•  •  1 


^^.i>    ûç,j>     •••>    ^v,*¥» 

désignant  ces  2^  systèmes  de  périodes  correspondantes,  tout  autre 
système  de  périodes  correspondantes  soit  de  la  forme 

mxQi  1  -4-  /711Û1  J-4-. .  .-i-  ni\qil*  jy. 


OÙ  nii,  m^,.  • .,  m^q  sont,  bien  entendu,  des  entiers.  Considérons 
alors  les  équations  , 

r*'»*^»*F,dlr        r"»"*^»  F,r/j-  r't^'Fjctr         ,       ^ 

où  les  h  sont  des  constantes. 


-  27  - 

On  sait  que,  dans  le  cas  d'un  système  abélien,  c'est-à-dire  quand 
q  =/?,  toute  fonction  symétrique  de  Xi,  x^^. . .,  Xq  est  une  fonc- 
tion uniforme  de  u^^  i/,,  • . .,  Uq.  Il  n'en  est  plus  ainsi  quand  q 
est  diiTérent  de p,  mais  nous  allons  voir  que  x^^  X2i»  •  ^y  Xq  sont 
encore  racines  d'équations  algébriques  dont  les  coeiBcients  sont 
fonctions  uniformes  de  u^j  2/3,  •••,  i/^  avec  2^  systèmes  de  pé- 
riodes; déplus,  ces  fonctions  périodiques  pourront  s'exprimer  à 
l'aide  des  fonctions  O  de  ^  variables  indépendantes. 

2.  Rappelons  tout  d'abord  que,  entre  les  périodes  des  deux  in- 
tégrales quelconques  de  première  espèce  u  et  v,  correspondant  à 
une  même  relation  /(x,  y)  =  o  de  genre  /?,  périodes  que  nous 
désignerons  par 

0)1,    COt,     ..  .,    Wjp, 

il  existe  une  relation  de  la  forme 

i  =  1      *  =  l 

les  c  représentent  des  entiers  et  Ton  a  de  plus 

Cki  =  —  cik    et    cti  =  o 

(voir,  par  exemple,  Bkiot,  Théorie  des  fonctions  abéliennes, 
p.  53). 

On  sait  de  plus  que  le  déterminant  |  CiaI,  qui  est  manifestement 
un  déterminant  gauche,  est  égal  à  l'unité. 

Supposons  maintenant  que  u  et  ç  désignent  deux  des  q  inté- 
grales admettant  seulement  2q  systèmes  de  périodes  :  on  peut  ex- 
primer toutes  les  périodes  co  par  des  expressions  linéaires  à  coeffi- 
cients entiers  de  ces  2^  périodes;  désignons  ces  dernières,  afin  de 
ne  pas  multiplier  les  notations^  par  les  mêmes  lettres  co,  aucune 
confusion  n'étant  possible, 

et  l'on  a  de  même,  pour  la  seconde  intégrale,  les  périodes 

^1»  *î»  •  •  •>  ^î^' 
Entre  les  &>  et  les  e  existera  une  relation,  et  il  est  clair  que  celte 
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relation  aura  la  même  forme  que  plus  haut  :  ce  sera 

i  =  iq  k  =  iq 

\.       \.    Cik(iiitk=  O, 
i  =  I     k  =  l 


et  Ton  aura 


c/ei  =  —  Cik    et    c/i  =  o; 


seulement  le  déterminant  gauche  \Cik\  ne  sera  plus  nécessairement 
égal  à  Punité. 

Désignons  sa  valeur  par  n^  (le  déterminant  étant,  comme  on 
sait,  un  carré  parfait). 

On  a  donc 

C  C|2       Cij       ...       Ci,j^ 


A  =  /i«  = 


•  •  •  •  •  •  • 


o 


Considérons  les  termes  de  la  première  ligne  ;  soit  ai  leur  plus  grand 
commun  diviseur. 

Nous  poserons  co'^  =  ai  coi  et  en  même  temps  e',  ==  ai  e^  les  autres 
périodes  restant  les  mêmes;  la  relation  entre  les  nouvelles  périodes 
aura  toujours  des  coefficients  entiers  et  le  déterminant  des  coeffi- 

cients  A|  aura  pour  valeur —  et  dans  A|  les  éléments  de  la  pre- 
mière ligne  et  de  la  première  colonne  seront  premiers  entre  eux. 
On  peut  donc,  par  une  transformation  du  premier  ordre  effectuée 
sur  les  périodes 

(u'i,    Wj,    Wj,     .  .  .,    Wjy, 

^1»    ^î>    ^a>     •  •  •  j    ^tç} 

amener  le  tableau  des  coefficients  dans  la  relation  entre  les  pé- 
riodes à  avoir  la  forme 


(3) 


0  I  o 

1  o  o 
o  o  o 
o  o  du 


o    o    d> 


o 

o 

du 

o 


dfi 


iq,U 


O 
O 

diiq^t 

•    ••••• 
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On  le  montrera  en  suivant  la  même  voie  que  M.  Briot  (  Théorie 
des  fonctions  abéliennes,  p.  56)  :  la  valeur  du  déterminant  ne 
change  pas  par  une  transformation  du  premier  ordre  sur  les  pé- 
riodes :  sa  valeur  est  donc  encore  -^ .  En  définitive,  c'est  par  une 

transformation  d'ordre  ai  effectuée  sur  les  périodes  primitives  wete, 
c'est-à-dire  en  remplaçant  les  o)  par 

lit    =  «11  Wl -H  «2J  Wî -+-...-+-  «1^17  Wjy, 


^S7=  «7,lWi-|-  a^jWj-t-.  ..-h  «7  170)27, 

les  a  étant  des  entiers  convenables  dont  le  déterminant  est  égal 
à  ai,  que  nous  amenons  la  relation  entre  les  périodes  à  avoir  la 
forme 

1  =  17  —  1  A  =  i7  — 1 

QyCi  —  ili Cl  -h     ^  ^     dik Û/-hî Ck-^t  =  o. 


i  -:1 


k  =  1 


On  continuera  ce  raisonnement  de  proche  en  proche  et  l'on  éta- 
blira delà  sorte  que,  par  une  série  de  transformations  successives 
d'ordre  ai,  a2, . . .,  a7,  le  déterminant  des  coefficients  peut  être 
ramené  à  la  forme  canonique 


0 

I 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

—  I 

0 

• 

• 

0 

0 

o     o 


o 
o 
o 


I     o 


Par  conséquent,  en  effectuant  sur  les  périodes  primitives  co  et  e 
une  transformation  d'ordre  ai ,  aj, . . . ,  a7,  la  relation  entre  les  nou- 
velles périodes  û  et  C  a  la  forme 

ÛlCi  —  ûi  Cl  -H  Û3  C4  —  12^  C3  H-  . . .  H-  1257-1 C17  —  Û17 Ci7-i  =  o. 

Il  est  facile  d'évaluer  le  produit  ai ,  aa, . . . ,  a7.  On  voit,  en  effet, 
qu'en  effectuant  sur  les  w  une  transformation  quelconque,  le  nou- 
veau déterminant  des  lettres  c  est  égal  au  déterminant  primitif  divisé 
par  le  carré  du  déterminant  de  la  transformation.  Or  le  nouveau 
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délerminant  esl  ég^  à  runité.  On  a  donc 


I  = 


ety  par  suite,  le  degré  de  la  transformation  esl  précisément  égala  n. 

3.  Ceci  posé,  envisageons  le  noaTcaa  laUeaa  de  périodes  que 
nous  désignerons  par 

•  un     Ûi*     — ,     ^i,s^ 

OÙ  Ton  a,  entre  les  termes  de  ligne  qoelconqoe  x  et  ^,  la  relation 

On  pourra^  d*après  ces  relations,  former  à  Taide  des  fonctions  O 
un  système  de  q  fonctions 

Ffi  «1,  «s ii^> F^<iii,  «t «^s 

indépendantes  entre  elles  et  admettant  le  système  de  périodes  re- 
présenté par  le  tableaa  (4)-  Considérons  maintenant  les  équations 

«5»       '  


où  Ton  a  posé 

,  Ft<£r        ,  Y*dr  .  F«d[r 

o'M=    f    "    ^'M= -jf- «:*▼= -7Î — 

Pour  des  râleurs  données  à  X|.  x^ x^,  les  intégrales  figu- 
rant dans  les  seconds  membres  de  ces  équations  auront  seulement 
un  nombre  limité  de  râleurs,  abstraction  faite  de  multiples  des 
périodes  (4  >•  On  en  conclut  de  suite  que  ces  seconds  membres 
sont  des  fonctions  algébriques  de  jr,,  x* x^.  et  réciprotjue- 


-ai- 
ment x^yX^y  ...jXq  sont  des  fonctions  algébriques  de  F, ,  Fa, . . . ,  F^, 
comme  nous  voulions  Tétablir. 

La  démonstration  précédente  suppose  essentiellement  que  le  dé- 
terminant formé  avec  les  c  n'est  pas  nul.  Nous  allons  montrer 
maintenant  que  cette  circonstance  ne  peut  se  présenter;  nous  nous 
appuierons    sur   cette  remarque  fondamentale  due  à  Riemann, 

qu'en  posant 

(0/=  A/-+-  B//— I, 

les  ci>  représentent  les  2/>  périodes  d'une  intégrale  quelconque  de 
première  espèce. 
La  somme 

k  =  ip   i  =  îp 

est  certainement  différente  de  zéro. 

Ceci  posé,  plaçons-nous  d'abord,  pour  plus  declarté,  dans  le  cas 
simple  où  l'on  aurait  ^  =  2  ;  on  a  alors  le  sj^stème  des  périodes  pour 
les  intégrales  u  et  r, 

lOj,    lOj,    0)3,    Wv, 

^1»    ^lî    £3»    ^4» 
et  soit 

O  Ci,  Ci3  Ci4 

Cji  o  C,3  Cj4 

C31  C3J    o  Ov 

<*H  C*î  C43  o 

où 

le  déterminant  des  c. 

D'après  la  remarque  précédemment  faite,  tous  les  c  ne  peuvent 

être  nuls.  Il  peut  arriver  que  tous  les  termes  de  la  première  et  de  la 

troisième  ligne  soient  nuls  ;  alors  la  relation  entre  les  périodes  se 

réduira  à 

(0,0)4 —  ^k^i  =  o. 

Si  nous  laissons  ce  cas  de  côté,  nous  pouvons  supposer  que  tous 
les  termes  de  la  première  ligne  ne  sont  pas  nuls.  Alors,  en  répé- 
tant le  raisonnement  fait  plus  haut,  par  une  transformation  conve- 


-  32  - 
nable  d*ordrc  x,  nous  amènerons  le  déterminant  à  la  forme 


0  I  o  o 

1  o  o  o 
o  o  o  a 
o  o  a  o 


mais  le  déterminant  étant  nul,  après  comme  avant  cette  transfor- 
mation, a  sera  nécessairement  nuK  et  la  relation  entre  les  périodes 

transformées 

12„  li,,  i>„  Ui, 

C/|.    C/2»    v^)»    v/( 

se  réduit  à 

relation  qui  a  la  même  forme  que  dans  le  cas  considéré  d^abord. 

Siy  au  lieu  de  partir  des  deux  intégrales  //  et  i\  nous  étions  par- 
tis des  deux  intégrales 


U'  =  M  u  ^  \  ^\     V  =  Mm  --  \'i\     I  MN  —  M  \ 


O) 


nous  aurions  eu  le  tableau  des  périodes 


avec  la  relation 


et  Ton  sait  quVn  posant 


12,,  u;.  u',,  u;. 

r'        r'         r'         r' 


1*1  Oj  «î  ^1    =  O, 


i2;  =  a;--b;v~i. 

la  somme  A',  B!^  —  A'^B',  n'est  j>as  nulle.  Mais  nous  pouvons  évi- 
demment choisir  M  et  N  de  manière  que  H\  soit  nul  et  par  consé- 
quent A',  et  B', ,  et  alors  l'expression  précédente  serait  nulle,  ce  qui 
nous  amène  à  une  contradiction. 

La  même  démonstration  est  applicable  dans  le  cas   où  q  est 
quelconque.  Les  périodes  étant,  pour  le  système  d'intégrales  «1,, 


•    •   •  ,     fiç* 


CUu,    (Uf* Cl)]  jç, 

<i>j|,    (i>2} ^.t?' 


i*i(ffs    tOf^m ^çtq- 
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on  établira  que,  si  le  déterminant  des  c  figurant  dans  la  relation 

k=tq  i=tq 

est  nul,  on  peut,  par  une  transformation  de  degré  convenable,  rem- 
placer le  système  des  périodes  par  le  suivant  : 

et  entre  les  périodes  correspondant  à  deux  lignes  quelconques  de 
rang  a  et  p,  on  aura 

où  r  est  moindre  que  q. 

De  plus,  puisque  r  est  moindre  que  q,  on  peut,  en  considérant, 
au  lieu  de  Ut,  ^2»-  •  •?  ^^gj  des  combinaisons  linéaires  de  ces  inté- 
grales, supposer,  en  gardant  les  mêmes  notations,  que 

Mais  nous  savons  que,  en  posant 
la  somme 

Aj  Bj —  AjEf  •+-  A3B4 —  A4B3-i-.  .  ,-h  \tr—l  Bj/.  —  Kfr^ir—l 

n'est  pas  nulle,  ce  qui  nous  amène  encore  à  une  contradiction, 
puisque,  ici, 

Aj  =  o,     Bi  =  o,     Aj=  o,     Bj  =  o,     ...,     Aj;.-!  =  o,     B|^-i  =  o. 

A.  Nous  allons  nous  borner  dans  ce  qui  va  suivre  au  cas  où  la 
courbe  considérée  est  du  second  genre,  en  la  prenant  immédiate- 
ment, comme  il  est  permis,  sous  la  forme 

Nous  nous  proposons  de  traiter  le  problème  suivant  : 

Trouver  les  expressions  pént^rnles  dek^y  P  et  m^,  telles  qù! il 
XI.  3 
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existe  une  intégrale   de  première  espèce  correspondant  à  la 
courbe  précédente,  ayant  seulement  deux  périodes. 

Admettons  donc  que  Ton  puisse  trouver  un  polynôme  du  premier 
degré /(x),  de  manière  que  l'intégrale 

r'f{x)dx 

ait  seulement  deux  périodes. 

Désignons  par  P(a:)  et  Q(j;)  deux  intégrales  normales  de  pre- 
mière espèce  correspondant  à  la  relation  (6). 

On  aura  comme  tableau  des  périodes  de  ces  intégrales 

(  I     I     G'    H, 

(">  .     o    H     G 


On  a  d'ailleurs 


A  et  B  étant  deux  constantes  convenables.  Ses  périodes  sont  donc 

B,    A,    AG'-hBH,    AH-f-BG, 

et  elles  doivent,  par  hypothèse,  se  réduire  à  deux.  Par  suite,  on 

doit  avoir 

m  B  -+-  n  A  -hp  ( AG'-f-  BH)  -¥■  q'{\\l  -+-  BG)  =  o, 
m' B -h  n'A  -4-y  (AG'-h  BH)-+-  <7'(AH  -h  BG)  =  o, 

les  m,  /?,/>,  q  étant  des  entiers,  et  Ton  suppose,  bien  entendu,  que 

Ton  n'a  pas 

m        n        p        g 

■  ^^^       ■  ^^      ■     ■     '^TZ      — —   • 

t    —         /    ^^         '  t 

m         n         p         q 

Ces  équations  peuvent  s'écrire 

K{n-^pG'  -+-<7H)  -f-B(/n  ^p\\-^q  G)  =  o, 
A(n'-+-/)'G'-f  <7'H)-i-B(m'-i-/?'H4-<7'G)  =  o, 

d'où,  par  suite, 

/  o  =  nm! —  mn' -^)pm'  —  p' ni)G' 
(8)  I  -h{qm'—q'm-^np'—n'p)\l 

{  -^(nq'-  n'q)G-h(qp'-pq'){ll^-  GG'). 

Telle  est  donc  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  quantités  G, 
G'  et  H. 
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5.  Transformons  lout  d'abord  ce  premier  résultat.  Une  trans- 
formation du  premier  degré  substitue  aux  intégrales  normales 
P(x)  et  Q(wr)  deux  nouvelles  intégrales  pour  lesquelles  on  a  le 
tableau  de  périodes 

0  I     Gj     Hi, 

1  o    H,     Gi, 

et  Ton  a,  comme  on  sait  [voir  Hermite,  Sur  la  transformation 
des  fonctions  abé  Hennés  {Comptes  rendus  de  l^  Académie  [des 
Sciences,  i855)], 

^   _  (db)oi-^(db):iiG  -^  'iidb)oin  -h(db)oiG'-^(db)ti(n^~  GG') 

*  ~'(a^»)oiH-(a6j3,(;-i-2(a^»)o3H-+-(«^)oîG'-h(a6),3(H«— GG')' 

_{ad)oi-h(ad)3xG-h\{ad)oi-h{ad)u]}l-r-{ad)oiG'-h(ad)ti(ll*—GG') 
*~  (a6)oi-T-(a6)3,G-+--2(a6)u3H-H(a6;u2G'H-(a6),j(H*— GG')  ' 

^,  ^  (qc)oi-h(flr)3tG-!-a(^c)o3rr-f-(ac)oiG^-f-(flc),3(H»— GG') 
'>  ~"(a^»)oi-^(a6jojG-r^2(,a6)«,H-h(a6)ojG'-h(a6)„(H«— GG')' 

où  Ton  a  posé,  d'une  manière  générale, 

{cid),-j  =2  Ot'dj —  cijdi. 

Les  a,  6,  c,  d  sont  des  entiers  vérifiant  les  relations 

j  a^di-^  boCz—  c^bi-^  r/o«3  =  «i«^î-+-  ^-'i^*—  ^i^t—  dxa^=  i, 
I  a© di -^  bi,Ci-^  Cgbi  —  fl?o «i  —  o» 
(q)      •   aodi-r- b^c^ — Cobf   -  d^ai  =  Of 

(ai  di  —  6i  C3  —  Cl  Ô3    -  di  «3  =  o, 
a^di-h  biCi  —  Cibz--  diOi  —  o, 

système  qui  a  fait  Tobjel  des  recherches  de  M.  Hermite  (voir  loc. 
cit.).     • 

Cela  posé,  nous  allons  voir  que.  G,  II  et  G'  étant  supposés 
satisfaire  à  la  relation  (8),  on  peut  trouver  des  entiers  (a,  é,c,rf) 
vérifiant  les  relations  (9)  et  tels  queHi  soit  l'inverse  d'un  nombre 
entier  D.  La  relation  (8)  devra  alors  être  susceptible  de  prendre  la 
forme 

iad)„i-^( ad )3iG ^  \( ad)oi-''-( ad )u]U  ^(ad)oiG' -'r-(ad)i:i(H^-^  GG' )  _  « 
(^abui-r-iah  h,  G  —  I  (^6  )„3  1  yah  ),,  {Il  -^{  af?  ),^G' -^-{ab  )t3{\l*—GG' )  ~  0* 
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On  au  m  donc 

CTj(nr/|—  A,  V—  ai{Ddj —  />j>=  y^(nq' —  n'q)^ 
CToi.n^3  -  bi\   -  a^i  Ddo   -  ^^o)=  ^(y/w'  —  y'/w), 
aj(  D*/|— 6|) — fisiD^/»  —  6j)=:  X(/i/>i —  a'/>), 
Oo t  r^^j  —  ^î ^  —  ''i V ^<'o  —  /'# )  =  À y5/n'  —  p' m), 
flj^lWj  -    6j^  —  CT,(  D^j—  6j^=  À<  9/>'  — pq'  K 

A  <^tant  un  nomhre  ô\idemment  rationnel. 

On  déduit  de  ces  équations,  à  l'aide  des  relations  (6), 

<9  bis)  D  =  X^<7/?r — mq'-^pn — p' n  \, 

ot  nous  supposerons  d'abord  le  ci>efilîcienl  de  X  différent  de  zéro. 

I^s  binùmes  nm' —  mn\  nq' —  n'q^  .• . ,  qp*  —  pq'  n'étant  pas 
tous  nuls,  soit  nm' —  mn'zn  o. 

Les  équations  prtvodentes  se  réduisent  alors,  en  posant 

Dc/o— ^0=  Ao,     D</,— ^,=  .\,.     Dr/,— /».=  As,     D</,— 6,  =  A,, 

a 

a^  mm'  —  m/i'  i=  <i.,  np—  /»'/>  ;-^  «i  (  />m'  —  /»'/n  i, 
ax  nm'  -mn^=^a,»\nq  — n  q^-*-  a\  qm' — y'm\ 
A*  nm  -  mn  \  -  \i  np  -  n  p  \— \i\  pm' —  p' m  \^ 
\s  7i?w'  -  mn  —  V<.  '  nr^  —  n  q  ^ —  Aj  qm'  —  q' m  '■. 
tif.  \,    -fï;  \x.~-  /  «  n^'î  —  nin    ; 


•  lo 


et  les  rolation<    g    >o  nvlu iront  alt>rs  à 

fîf  r^^   --  <7,  r»        ^7»  r.    -  i7-  r,.       o, 

\..<"^    ■     Vi  •--         ^î  «".     -   ^:.  «*•  ■  •  - 

\r«/..  \.//.-  Vtr/;  \-.</.  ^. 

Cf.   f'4  :_  i'  \  '«  ;  t'""  ««.  ~~   '".\  '»i  »'^« 

11  s'acit  maîntenanl  de  rerliercher  si  Ton  |v*ut  trouver  des  entiers 
;  /7,  A,  r,  ^  ,  puis  la  quant itr  Irartionnaire  Vs.  satisfaisant  au-s.  rela- 
tions lo,  ri  \  étant  tel  que  la  xalrur  de  D  tirée  de  l'équation 
'  o  his    soit  entière. 

Tv  Nous  simplifierons  les  calculs  en  supposant  m'=:  o,  w  =  o. 
ce  qni  ne  diminue  en   rien  la  p^noralilé.   car  on  peu!   supposer  les 
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deux  relations  entre  les  périodes  (n°  3),   écrites  de  telle  manière 
qu'elles  ne  renferment  chacune  que  trois  périodes;  de  plus  on  peut 
considérer  m,  />,  q  d'une  part,  et  n',  />',  y'  d'autre  part,  comme 
premiers  entre  eux,  et  Ton  a  d'ailleurs  mein!  différents  de  zéro. 
Les  relations   (lo),    après  quelques  modifications,   vont  alors 


s'écrire 


n'mat=  n! pa^-^  mp' a^,     n' mki=  n' p  Ao-h  mp' ki 
n' mai  =  n' q  açi-\-  mq' Uxj     n' m  A^^  n' q  Xq-^  mq'ki, 
«1  =       >^( —  mn'c^-^  n'pci-h  n'qco)^ 
Oq  =  —  X  (  —  mn'  Ci  ■+•  mp'  Ci  -+■  mq'  Cq  ), 
Al  =       \{ — mn'd^-^-  n'qdij)y 
^  ^'  j  Ao=  —  a(  —  mn'dî-^  mp'cli-h  mq'do)f 

X[mn'(Cid3—  CaC^j)^-  mp'{c^di  —  c^dz) 

■+- ( mq' -f-  n'p ){cxdi  —  c^d^) 

-+-  (PÇ'—p'ç){<^odt  —  Cirfo)-4-  n'q{cQdi  —  Cjt/u)J=  i, 
Cq  d^-h  Cl  di  —  Cfdi  —  Cl  d^  =o. 

Nous   prendrons   )v=^»    6  désignant   le  plus  grand    commun 

diviseur  entre 

mn',  mp'^  mq' -\-  n'p,  pq' — p' q,  n' q, 

et  l'on  verra  bien  facilement  que  6  divise  mq'  et  n'p,  en  se  rappelant 
que  m,/?,  q  d'une  part,  et  n' ^ p' ^  q'  d'autre  part,  sont  premiers 
entre  eux. 

Dans  ces  conditions,  les  valeurs  de  «i,  a^^  A|  et  Ao  tirées  des 
équations  précédentes  seront  entières,  quels  que  soient  les  c  et  les 
rf,  et  Ton  voit  sans  pe^ne  que,  flr,,  a^  et  A|,  Ao  étant  ainsi  choisis, 
les  valeurs  de  a^»  ^a?  A2  et  A3  tirées  des  quatre  premières  équa- 
tions (11)  sont  également  entières  :  on  trouve  en  effet 

at—  \[n'pci—  mp'c3-\-(qp'—pq')co], 
ai=  l[n'qci—  mq' c^-h  (pq' —p' q)Ci], 

et  des  valeurs  analogues  pour  A2  et  A3. 
Et  de   même  la  valeur  de  D  tirée  de  l'équation  (9  fcw),    qui 

s'écrira 

D  =  X(—  mq'-hpn'), 

est  bien  aussi  entière. 
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!\<Mis  a%oos  donc  !MJDpi«iD«'nl  à  vérifier  q«e  Ton  peut  %rom%^r  des 
entiers  c«.Cf  .r^.rs  et  </«.  4i,.€i^  ^  </,  satisfaisant  anx  den  der- 
nières des  é<patîoDS    1 1  .  Ces  équations  sont 

a  ^i^t  —  ^z ^i   —  y  <■»</:  —  r- rf,  ' 

et  les  entiers  i^  'p.^^Z  el  z  sont  premiers  entre  eox- 

On  s'a5sore  ais:rfn<?nl  qa^  l'on  peat  trooTer  des  entiers  c.d) 
Tcrîfiant  ces  équations  6  .  Fait-on,  par  exemple,  €/•=  o,  </j=  i, 
Ts  =  o^  si  S  et  o  oo  o.  -^I',  £  et  z  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  les  équa- 
tions deriendront 

pois 


telle  est  b  seule  relation  entre  d.  es,  </|  et  </«.  Pkend-on  con%'< 
Mement  </«  et  </«, 

S-*-%dl»    et    %d\ — ^di — ^d^ — « 

seront  premiers  entre  eu\.  Pour  le  voir  bien  nettement,  remar- 
quons que 

S.  l.  £    et    c«/*— 7</,— X 

seront,  si  </|  est  couTenablement  pris,  premiers  entre  eux.  et  Yom 
peut^d'ailleurs  évidemment  supposer  que 

n'est  pas  nul.  si  o  et  £  ne  sont  pas  tous  deux  nuls. 
On  a  donc  deux  expressions 

où 

M.N.^Ii     et     Nx 

sont  premiers  entre  eux  et  MN«  —  M|  N  n'étant  pas  nul.  et  l'on  a 
alors  simplement  à  vérifier  que  d^  peut  être  pris  de  manière  que 
ces  expressions  soient  premières  entre  elles,  comme  on  le  voit 
immédiatement.  Si  o  et  «  sont  nuls  à  la  fois,  on  reconnaît  de  suite 
que 
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seront,  pour  d\  convenablement  choisi,  premiers  entre  eux.  Donc, 
jsn  résumé,  on  pourra  satisfaire  à  l'équation 

si  ^  et  0  ou  0,  Vy  e  et  a  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois. 

Le  second  de  ces  cas  particuliers  se  traite  immédiatement;  que 
l'on  prenne  alors,  en  effet, 

d\  =  0,    C|=  I, 
on  aura  les  équations 

P  éf  3  -4-  0  6^0  =  —  '  > 

Cq  dj-^  df    =  Cj  do, 

et  l'on  peut  y  satisfaire,  puisque  ^  et  8  sont  ici  premiers  entre  eux. 
Examinons  enfm  le  cas  où  ^  et  o  seront  nuls  à  la  fois.  Nous  fe- 
rons 

c,  =  o,    di  =  i, 

et  les  équations  deviendront 

^0^3-^  ^1  =  c^do; 
la  seconde  équation  donne  C|  et  la  première  devient  alors 

cg^YÉTo— a)-+-Co(£  — Y^î)  =  '» 
évidemment  résoluble. 

7.  Dans  les  calculs  précédents  (n®  4),  nous  avons  supposé  que 
nm' — mn'  était  différent  de  zéro;  mais,  les  binômes  FiFn' — m/i', 
nq' —  n'q,  . . . ,  qp'  —  />gr' n'étant  pas  tous  nuls,  on  pourra  toujours 
opérer  en  suivant  une  voie  analogue  à  celle  qui  vient  d'être  indi- 
quée. Il  faut  maintenant  voir  quel  parti  on  peut  tirer  du  résultat 
précédent»  Si  la  valeur  de  D,  donnée  par  l'équation  (g  bis) 

D  =  \{qni' —  mq'  -\'pn' — p'n), 

n'est  pas  nulle,  la  valeur  de  II|  sera  la  quantité  finie  jr  >  et  G|  et  G', 

auront  des  valeurs  finies  bien  déterminées.  Nous  aurons  alors,  dans 
ce  oasj  un  tableau  de  périodes  intégrales  normales 

0  .     G,     j^ 

1  o     j-^     Cm 


~  *«?  ~ 
j*  T*^^  pArl-er  -i^  c-a*  «i-a  iV-a  i-r*':  D  =  •:•:  !•?*  T»i*ttrs  >ic  G.,  H| 

.-■^  —  71L7  —  •  i  —  _r  *  =  :- 

:i  .... 

—    w  —  TV  f  '-r  —    f  r  — /  f      H- —  •>i     =  o 

«  E-:-^i*  illr:n3  ^Z'ir  ^"Tirse-  i:4r»fillr*  relàlic-a  z.^  «a:  eii*t«îr i^otn»  le* 
tr:-:*  ^ipiArï.îïtiî^  H.  G  «?î  G  -  '^-î  ;o:ii5î*fnt-  c>:Mf  *  ^«  sàît,  de  li  pco- 

Ci^^Lri'i-rrTîLî  Tài-i-^'i  Irt  o-A5>  :à/  / — .r  /  =  :    «J^  r^f^î  jl-:**^  ?c;|v 

xjn,  —  71.x 7  T.  •  J ^  ♦  Tl  H  —  ■»  7  »]t  =  ^ 

^  -ec  ^  z.e  i.:c:  •t^ii'îaisi'ic*  ^ as  z:iU  i  Ia  :.'t<.  el:  tc  <î  ^  .  Soit  j« 
•iiS-fr*»:!:  >î  r-irT.  cq  i^^ri.  -^n  >-j.ràC::::uii:  r  = = —  iAi>  La  s 

X 

Or  q  z^'^tsû  zm  nxL  pAr»;^  ^^  r  sfrii:  aIoc^  h-jI:  oci  i  iocc 
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et,  comme  ni  et  r!  ne  sont  pas  nuls  tous  deux,  il  en  résulte  néces- 
sairement 

ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

La  vérification  directe  du  théorème  précédent  nous  entraînerait 
dans  des  calculs  pénibles  ;  la  voie  indirecte  que  nous  allons  ex- 
poser nous  conduira  bien  plus  simplement  au  résultat.  Partons 
d'un  système  d'intégrales  normales  pour  lesquelles  H,  G  et  G',  sa- 
tisfaisant d'ailleurs  à  la  relation  nécessaire  A^  —  g^  <^  o,  vérifie- 
raient l'équation  (12),  et  l'on  suppose  d'ailleurs  que/?gr' — p^q  est 
différent  de  zéro. 

Effectuons  une  transformation  correspondant  à  l'entier  positif  k. 
Les  coefficients  (a,  6,  c,  d)  de  la  transformation  satisfont,  comme 
on  sait,  aux  relations  (Hbrmite,  loc,  cit.) 

«0  ^3  -+-  ûti  ^2  —  ^î  ^1  —  ûTa  60  =  o, 
^0 ^3 -H  ûti Cj  —  aj Cl  —  a^CQ  ^  o, 
et© ^3 -+-  cti c?j  —  aj d\  —  a^dQ-=.  X:, 
60  C3  ^-  61  Cj  —  bx  Cl  —  63  Cq  =  ky 
bo  dz  -r-  bidf  —  6j  di  —  63  ^/q  =  o, 
Cq  di  -h  Cl  df  —  Cj  di  —  C3  c?o  =  o. 

Nous  allons  prendre 

bo  =  m',     bi  =  /i',     6j  =  p',     bi  =  ^', 
do=:  m  f     di  =  n  y    t/j  =  /? ,     dz=  g  ', 

l'avant-dernière  des  équations  précédentes  se  réduit  à 

m'q  -4-  np  —  np'  —  mq'  =  o, 

qui  est  bien  effectivement  vérifiée. 

Soit  encore 

Uf  =  0,    «3  =  0,    cj  =  o,    C3  =  o  ; 

On  aura 

aoq'-^aip'  =  o,     Coq' -^  c^p'  —  —  ky 
aoq  -\-  aip  =  A*,     Coq  -h  C\p  =  o. 

Prenons  k  égal  à  la  valeur  absolue  de  {pq'  —  p'q)\  il  est  clair 
qu'alors  les  équations  précédentes  donneront, pour  [a^^  ai,  Co,  C|), 
des  valeurs  entières,  et  l'on  aura  alors  tous  les  coefficients  (a,  6,  c,  rf) 
d'une  transformation  de  degré  k(k>  o). 
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Or«  après  cette  transformation.  G,  H  et  G'  sont  remplacées  par 
G|,  H|  et  G',,  et  Ton  a 

_  <M\^ -^  (  db\^  G  -^  2iM\i  H  —  idb  <o.  G -^  [db  »»,<H«—  GG') 
*  "^  {ab  i«|  —  [ab)ii  G  —  liob  es  H  —  (a6  »tt  G'-r-(a^  4j(H* — GG') 

H|  et  G',  sont  données   par  des  expressions  analogues   ayant 
même  dénominateur:  or  le  numérateur  de  G|  est  précisément 

mn' —  nm' —  i  n'q  —  nq'  »G  —  ^\niq —  mq'  II 

—  «  m'p  —  mp    G' —  Kpq  — P<]'  ".  II' —  GG'^, 

qui  est  nul  d*après  rêqualion  (laV  D'ailleurs  le  dénominateur  de 

G,  est 

a^#i' —  «ijm' —  «ly  G-r-  lai^^' II  ^  a^p'G\ 


qui  n'est  certainement  pas  nul  ;  le  coefficient  de  \  —  i  est,  en  eflet, 

orp*  ei  q  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  puisque  pq' — pq  est  diffé- 
rent de  zéro:  a^  et  a^  sont  d'ailleurs  proportionnels  à  /?'  et  a  —  q\ 
et  l'expression  précédente  est,  à  un  facteur  constant  près,  diffé- 
rente de  zéro 

q^s:  —  ip  q'h  — />••:. 

et  elle  n'est  pas  nulle,  puisque  h-  —  ^p^i^'^^  ^• 

\jo  dénominaleur  de  li,  nVtanl  j^as  nul,  on  a  doncGi  =  o.  et  H| 
et  G,  ont  des  valeurs  finies  parfaitement  déterminées-  Or  on  sait 
que  (  Heriiite.  /<>r.  r/V.'»,  apK^s  une  transformation  de  degré  quel- 
conque k\  /ï- — c^  ne  chanire  pas  de  siirne:  en  désignant  donc 
par  f^^  hi  el  f\  les  coollîcients  de  /  dans  G,,  H|  et  G,,  on  devra 
avoir 

A;    -^i^i-^^^- 
puisque  I  on  a 

h'  —  ce  -^  o. 

mais  rinéxraliiô 

est  impossible,  puisque  ^<  =  o. 

Nous  arrivons  donc  à  une  contradiclioTi.  el  il  est  par  suite  impos- 
sible de  suppt^ser.  entre  <«,  H  el  (V,  une  reUlii^n  de  la  forme  '  i  ^^. 
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8.  L'analyse  qui   vient  d'être   développée  nous   permet  donc 
d^énoncer  la  proposition  suivante  : 

S^ il  existe  une  intégrale  de  première  espèce  correspondant  à 
la  relation  algébrique 

qui  ait  seulement  deux  périodes,  on  pourra  trouver  un  système 
d'intégrales  normales  y  dont  le  tableau  des  périodes  sera 

o     .     G     i 
.oie 

OÙ  D  désigne  un  entier  réel  et  positij. 

Ce  théorème  donne  immédiatement  les  valeurs  de  A'^,  l'^  et  m'. 
On  sait,  en  effet,  que,  pour  un  système  d'intégrales  dont  le  tableau 

des  périodes  serait 

0  I     G    H 

1  o    II    G' 

on  a  les  valeurs  de  A"*,  /*,  m^  données  parles  formules  deRichelol. 
Soient 

%\       ^01       ^î         ^i       (  I    Coi         O         Tj  O 

2?4         ^03       ^3         ^0*    1  J    ^V         Cg3        O  O 

^13       2^13       27,v       ^U    /  \    Ci%        O  O        Cu 

les  seize  fonctions  &  hyperelliptîqucs  de  M.  Weierstrass  et  leurs 
valeurs  correspondant  aux  arguments  zéro  ;  on  a 

k^^^-i^,     lt=:!!2£îi,     m*='^^, 

CoiCj  CnCoi  OijCj 

el  les  c  sont  des  fonctions  uniformes  de  G,  H  et  G'.  Fait-on  dans 

ces  formules  H  =  rr»  on  obtient  l'expression  générale  des  modules 

répondant  au  problème  proposé,  en  y  ajoutant  toutefois,  bien  en- 
tendu, ceux  qui  s'en  déduisent  par  une  transformation  du  premier 
ordre.  Ecrivons  donc 

A«  =  F.  (g.  1 ,  G') ,      /*  ^.  F,  (g.  1 .  G' ) .      m-  -.  F,  (  G,  1 ,  G') . 
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Pour  une  valeur  tixe  donnée  à  l'entier  D,  A'^.  t^  et  m^  soni  des 
fonctions  de  G  et  G.  et  îl  est  aisé  d'établir  qu'entre  ces  trois  fonc- 
tions existe  une  relation  algébrique. 

On  peut,  par  exemple.  raî>ODner  comme  il  suit.  Tous  les  mo- 
dules qui  se  déduisent  de  A-.  /*  et  m*  par  une  transformation  du 
premier  ordre  sont  des  fonctions  algébriques  de  ces  quantités:  une 
fonction  symétrique  ^  de  tous  ces  modules  reste  d'ailleurs  inva- 
riable quand  on  remplace  G.  H  et  G  par  G| .  H|  et  G^   voir  n^  4  ».Or, 

quand  H  a  la  \aleur  particulière  p^-  il  v  a  une  infinité  de  ces  sub- 
stitutions qui  laissent  H  invariablt*s.  G  et  G  se  transformant  linéai- 
rement  :  G*  par  exemple,  étant  remplacé  |>ar 

6,,  fr*.  c,,  c*  étant  des  entiers,  tels  que 

é.i'î  —  ^jf.  =  I. 

a\ec  les  formes  suivantes  pour  t.,  t,  et  c**. 

où  #»•  n.  p  >ont  des  entiers. 

Trois  fonctions  symétriques  ♦  sont  donc  des  fonctions  de  G 
et  G  se  reprv"Kluisi.nS  pour  des  în>UJ^^^s  de  substituti.^ns  effectuées 
séf^remect  sur  G  et  G  .  ces  iTV^i>rs  nfntriat  dans  la  cate-^^rîe  de 
ceux  que  M-Pv^incan?  a  app-f'ts/":*  '.kfifns:  elles  sont  donc  liées  par 
une  reLition  al^-î brique,  et  il  en  es*  d*  méaie  aLor>de  F|,  F*  et  F,. 

No-as  i^ons  i:-n:.  ro-r  ':r.r:^  xil-fur  doaaz'e  i  l'entier  D,  la  rela- 

tion  al^'rr: -ue 

C-. .-.  ^-    =  ■., 

eî  Là  r*e»isc'*î:n  a  i^jLv  périodes  l'^ut  s'eiFev-ru-fr.  f-»xir  certaines  in- 

L*?*  f":n::i:ns  »i  ie  ifn\  ^irrir'es  ivnr  H  =  ^  r«e-^^^n:  d'ail- 

î-e^rs^  >?  rj-i-fn-?r  i-sem-în:  i-x  :Vn: :;-.'' ns  <^  i  un-?  s-f  ni-  ^jLr-jLÎr-ie,  et 
c"-?-*:  i-z  s-îvan:  cr;::e  v::e  «^uf  IVn  i^xra  c£ev':;ier  le  calctîl  des 


9    ArT^c&5-?to«5  ne  insUT»'  *ïtr  ne  cas  part>:  *V-   T-r^nî   d"a- 
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bord,  pour  D  =  i,  on  a,  comme  on  le  voit  immédiatement  en  se 
reportant  aux  expressions  de  A:^,  l'^  et  m^, 

k^  =  /«, 

et  ce  cas  ne  correspond  pas,  à  proprement  parler,  à  une  intégrale 
hyperelliptiquc. 

Soit  maintenant  D  =  2.  A  ce  cas  se  rattache  l'exemple  suivant, 

où  l'on  a 

y^  =1  x^  -\-  ax^  ■+■  bx*  -+-  c. 


f 


Tout  d'abord,  il  est  évident  que  les  deux  intégrales   /  —  et 


X  dx 

j  se  ramenant,  en  prenant  x'^  pour  variable,  à  une  intégrale 

elliptique,  n'ont  que  deux  périodes;  mais  effectuons  complète- 
ment la  réduction  pour  nous  assurer  que   ce  cas  correspond  à 

D=2. 

Nous  pouvons  écrire 

y^={x^-a\){x^-a\)(x*-al). 

Soient  M|,  Ma  etMs  les  points  «i,  a^jCL^  etM4,M5,  Me  les  points 
symétriques  par  rapport  à  l'origine.  Nous  considérons  d'abord 
rintégrale 

f  dx 

où  Vq  est  une  des  déterminations  de  y  pour  x=o^  et  nous  dé- 
signons par  A|,  A2, .. .,  Ae  les  valeurs  de  cette  intégrale  le  long 
de  OM,,  OM:i,...,  OMe. 
On  a  évidemment 

Av  =  — Al,     A5=— A2,     A6  =  —  A3. 

On  peut  prendre  comme  périodes  normales  de  l'intégrale  pré- 
cédente 

coi=2Ai  —  2A2,  102=  2  Aj — 2  As, 

103=  2A1—  2Aj-f-  2  A3 —  2  A4,       Wv  =  2  A4 —  2A6 

(voir  Briot,  Théorie  des  Jonctions  abéliennes,  cas  des  intégrales 
VperelHptiques),  qui  se  réduisent,  dan^  ce  cas  particulier,  à 

(0|  =  2  Ai  —  2  Aj,  co2^=2Ai — 2  A3, 

(03=  4^1  —  2  A2 -H  '.».  A3,     ctjv  =  -ji  A2    -  2  A I, 


-  w  - 

et.  en  prenant  ensuite  la  seronile  inléirrale 

I     HT' 

Ie!i  valeurs  des  intégrales  le  long  de  OM,,  ....  OM«  étant  A',, 
A'. A'     avec  les  relations  évidentes 

A^  =  Aj,     A;,  =  Aj,    -^»  ^^  -^2» 

nous  a\ons  les  périodes 

w',  =  2  A\  —  î  A', ,    w  j  =  a  A 5 —  2  A  j ,    cm ,  =  —  a  A  «  —  a  A  , .    t>»\  =  a  A'j  —a  A', 

avec  la  relation  entre  les  périodes 
Mais  on  voit  que 

Wj  =   CO]         n         lt>;  =  Cl>l, 

en  tenant  compte  de  la  relation 

a  A|  —  a  Aj  —  a  A j  =  o. 


et  aussi 


Nous  avons  donc  le  système  de  périodes 


Wj        CiJ]  C*>)        (Ui 


<k>l        Cil«        (M«  <U| 


que,  par  une  transformation  du  premier  degré,  on  peut  remplacer 
par 


o  fw«     a(«>î     —  wi 


ce  qui  nous  donne  un  système  de  périodes  d*intégrales  normales 


I                                 <k>t 
O  -  ï 


(•J«  I 
=.-         O 


abjj  a 


On  a  par  suite  D  =  a,  comme  nous  voulions  rétablir. 

Heriiiirqntni^  que  le  cas  considéré  autrefois  par  Jacobin  ou 
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a  et  h  étant  deux  constantes  quelconques,  rentre  dans  le  cas  que 
nous  venons  d^cxaminer. 

Soient  en  effet,  d'une  manière  générale,  «i,  a^^a^^o^^  a^  et  ^e  les 
racines  d'un  polynôme  du  sixième  degré;  on  sait  qu'on  peut  rem- 
placer ce  polynôme  par  un  polynôme  du  cinquième  degré,  soit  par 
exemple  le  suivant  : 

en  posant 

(«I  -«i)l«i  — «3j'  («1— «6M«î  — «3)'  t«i-^«*H«î— «s)' 

or,  si  le  polynôme  du  sixième  degré  ne  renferme  que  des  puissances 
paires  de  la  variable,  on  aura 

et  Ton  voit  que  dans  ce  cas  c  =  ab. 

10.  Il  résulte  du  théorème  énoncé  (n°  8)  que  s'il  existe,  pour  un 
polynôme  donné  R  (x),  une  intégrale  correspondante  n'ayant  que 
deux  périodes,  il  en  existera  nécessairement  une  seconde.  Dans 
certains  cas  particuliers,  il  peut  arrWer  qiCil  n^y  ait  pas  seule- 
ment deux  intégrales,  mais  une  infinité  :  je  vais  indiquer  un 
exemple  de  cette  circonstance  singulière. 

Je  considère  la  courbe  du  second  genre 

y^  =  x{x—i)ix  —  a)^^ 
et  soient  les  deux  intégrales  de  première  espèce 

'(x  —  a)dx  r' dx 


_    r   {x  —  a)dx  _    f    dx 

En  posant 

r*^  *  X    -  a  \  d.r  .       r"    y   -  a\dx\ 

U  =  u  —  A  »   /      ; ,      12  -  (  I  -  A  )   / 

.  '  »  .  '  >'* 

•   o  •  «^  f  «^ 


—  «I— Aî>    1        --    .        l      ~{\  —  K^)\       — -, 


ou 

/    ;      ,  ri«.   — -  -T-    çin  -  -  , 


on  a,  pour  le  tableau  des  périodes  correspondantes  de  ces  inté- 
grales, 

a,  a',    Xu,    Xu\ 
i;,  iJ',  /Mj,  xni; 

on  reconnaît  d'ailleurs  que 

U  =  — Xili,  U'  =  û'. 

Ceci  posé,  A  et  B  étant  deux  constantes,  l'intégrale  Aw  -|-  Bu 
a  pour  périodes 

(A  — BXï)12,    (A-4-B)i2',     (A  — B)Xû,     (AX-^BX«)Û'. 
Si  donc  il  est  possible  de  choisir  A  et  B  de  manière  que 

m  (A  — BXî)  =  (A  — BX), 
m'{\-\-h)     =AX-4-BX», 

m  et  m'  étant  des  quantités  réelles  commensurables,  l'expression 
Aco  +  B'j  n'aura  que  deux  périodes.  Or  l'élimination  de  A  et  B 
entre  les  équations  précédentes  conduit  à  l'unique  relation 

mm' —  m  -h  am'-f- 1  =  o. 

L'une  de  ces  quantités,  m  par  exemple,  peut  être  prise  arbi- 
trairement et  Ton  en  conclut  que  l'intégrale  de  première  espèce 


( 


'd — m.l)(T--  a)-^-(i  —  /?iX*)v    , 

-^  dx 


^■■r. 


n'a  que  deux  périodes,  m  étant  une  quantité  réelle  commensu- 
rable  quelconque. 

H.  Revenons  maintenant  au  cas  général.  Pour  une  valeur  don- 
née à  l'entier  D  et  aux  constantes  G  et  G'  dans  les  expressions  de 
A'2,  /^  et  m-  (n^  8),  nous  savons  qu'il  existe  deux  intégrales  de  pre- 
mière espèce  correspondant  au  polynôme  R(x),  n'ayant  que  deux 
périodes. 

Soit  Tune  d'cnlre  elles 


"=/ 


, 


ayant  précisément  pour  périodes  o,  i,  G,  -=r* 

Nous  voulons  étudier  maintenant  la  substitution  algébrique  qui 
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transforinera  l'inlégrale  précédente  en    une  inlégrale  ellipliquc. 
Établissons  à  cet  effet  la  proposition  suivante  : 
Soit  la  fonction  B  de  Jacobi  obtenue  en  faisant 

2K=^     et    2iK'  =  G. 
L'expression 

où  a  désigne  une  constante  arbitraire,  est  une  fonction  du 
point  analytique  {x^  y)  qui  a  D  racines. 

Supposons  que  les  racines  de  R(a:)  se  présentent  autour  du  point 
{xQ^yo)  dans  Tordre  «1,  «27  ^3î  ^4,  ^5»  et  figurons  par  ae  le  point 
à  rinfini  (ce  sera,  si  Ton  veut,  sur  la  sphère). 

Un  système  de  périodes  normales  de  l'intégrale  considérée 
pourra  être  représenté  {voir  Briot,  Fonctions  abêliennes)  par 

2A1  —  aAj,     aAj  —  2A3,     2A1 — aAj-haAa  —  2Av,     aA^  —  2A5, 

on  désignant  par  A/  l'intégrale  rectilignc  prise  depuis  (j^o»  J'o)  jus- 
qu'en a^. 

Nous  pouvons  supposer  ici  que 

ZlKi — 2A2=I,      2A2 2A3  =  G,      2A1 — 2A2-+-2A3 2A4=0,      2Av — 2A5=— • 

Faisons  dans  le  plan  des  coupures  en  joignant  les  points  «i, 
<i2y  •  • . ,  âFo  au  point  Xq. 

L'intégrale  u  sera  alors  une  fonction  uniforme  du  point  {x^y) 
€t  la  restriction  apportée  par  les  coupures  ne  change  pas  évidem- 
ment le  nombre  des  racines.  Au  point  géométrique  x  corres- 
pondent deux  points  analytiques  x^yelx^  — jk  avec  les  valeurs 
fi  et  w'=  2A1  —  u.  Nous  avons  donc  à  chercher  le  nombre  des 

racines  du  produit 

e(w— a)e(«i'— a). 

Le  nombre  des  racines  sera  donné  par  l'intégrale  définie 
^.jyé/loge(a-a)e-+-yc?Ioge(a'-a)j, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  dans  le  sens  marqué  par 
les  flèches;   ou  bien,   en  supposant  l'une  des  intégrations  faite 

XI.  /» 
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dans  le  sens  direct,  Taulre  dans  le  sens  inverse. 

Désignons  par  m'  le  point  variable  sur  le  contour  relatif  à  la 
première  intégrale  et  par  m  celui  qui  est  relatif  à  la  seconde,  et 
supposons  que  ces  points  marchent  de  manière  à  se  correspondre 
de  part  et  d'autre  d'une  coupure  a. 

Nous  allons  calculer 


N=  -1-.  rrfiog|ii^^:il>  =  -L.  /"rfiogii. 


en  posant 


11  = 


id(u'   -g) 


Prenons  successivement  les  lacets. 

Nous  avons,  pour  «i,  //'==  //,  donc  H  =  f,  et,  par  suite,  la  partie 
de  l'intégrale  est  nulle. 
Pour  le  lacet  a^y  on  a 

u'  —  u  =  aAj  —  2  Al  =  —  I. 

donc  H  =  i,  et  Ton  a  encore  zéro  dans  l'intégrale. 
Pour  le  lacet  as, 


donc 


car  on  a 


II'-  -  u  =  aAj  —  2A3  —  (2 Al  —  aAj)  =  G  —  1, 


__       H(  1/ —  a-+- G  — I)  ^  ..^,         „ 


^(""^n)  "^^("^  ^'^  H(M-î-G)  =  e-*«*»>^"^-G)e(«), 


lonc 


(l[o{!;ll  =  —  'iTiD.c?//, 


et,  en  intégrant,  on  aura 


Pour  le  lacet  a^. 


et  Ton  a,  dans  Tinlégrale, 


—  ji-tD.aAa. 


y' —  u  =  G, 


V».  7:  /  D  .  •>.  A  ;  . 
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Pour  le  lacet  «5,  il  vient 

el  Ton  a 

Il  vienl  enfin,  pour  le  lacet  «a> 

m'  —  M  =  G  -h  -r-  > 

ce  qui  donne 

Nous  avons  donc,  en  faisant  la  somme, 

27:iD(—  aAa-f-aA^  —  aAj-haAc) 

u,  ce  qui  est  la  même  chose, 

iiirtD(2Ai  —  2A1), 
est-à-dire  27:1  D. 

Le  nombre  des  racines  est,  par  suite, 7-  ou  D. 

là.  Considérons  maintenant  Féquation 


^  1  )  /        ^ ^-^—  =  a; 


1. "■ 


•""OtJ^O 


isL  fonction  x  de  u  sera  racine  d'une  équation  algébrique  dont  les 
croedBcients  seront  des  fonctions  doublement  périodiques  de  u. 

Soit  snx  la  fonction  elliptique  correspondant  aux  valeurs  indi- 
cé uées  précédemment  de  K  et  K'  et  soit  A|  avec  la  même  significa- 
tion que  plus  haut;  nous  venons  de  montrer  que  le  produit 

e(w)e(2A,  —  a) 

jBsl  une  fonction  du  point  (x^y)  ayant  D  racines.  Or  considérons 
maintenant  l'expression 

sn£^sn(2Ai  —  u); 

il     est  clair  qu'elle  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et^*,  car  elle 

^^sk  qu'une  valeur  pour  chaque   valeur  de  ce  couple;  mais  aux 

deux  points  analytiques  (^,jk)  et  (j*,  — y)  correspond  aussi  la 

"^^me  valeur,  car  u  et  2  A,  —  //  se  permutent  simplement.  Le  pro- 
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duit  précédent  est  une  fonction  rationnelle  de  x,  et,  d'après  le 
théorème  précédent,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette 
fraction  rationnelle  seront  des  polynômes  de  degré  D.  La  fonction  x 
de  u,  définie  par  Téquation  (i),  sera  donc  donnée  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

f(x) 


V\x) 


=  SOI/  sn(2A]  —  m), 


/  et  F  étant  des  polynômes  de  degré  D. 

On  voit,  par  suite,  que  l'entier  D  n'est  autre  chose  que  le  degré 
de  Téqualion  algébrique  donnant  x  en  fonction  de  i/. 

13.  On  peut  faire  servir  la  relation  précédente  elle-même  à  la 

détermination  des  coefTicients  de  la  fraction  rationnelle^-  Remar- 

r 

quons  tout  d'abord  que  P  et  Q  peuvent  être  considérés  comme 
connus.  Dans  le  cas  général,  P  et  Q  sont  en  effet  exprimés  par  des 
fonctions  uniformes  de  G,  H  et  G',  comme  on  le  voit,  dans  le 
Mémoire  couronné  de  Rosenhain  {Suivants  étrangers,  i85i);  il 

suffira  de  faire  11=  |t-  D'ailleurs,  le  module  et  le  multiplicateur 

delà  fonction  snx,  correspondant  aux  valeurs  indiquées  de  K^  et 
de  K',  s'exprimeront  aussi  à  l'aide  de  G  par  des  expressions  bien 
connues. 

Or  nous  pouvons  encore, pour  simplifier,  supposer  que  {x^jVq) 
coïncide  avec  (o,  o),  et  c'est  alors  l'expression 


"i.C^— ] 


qui  est  une  fonction  rationnelle  de  j:,  dont  le  numérateur  et  le 
dénominateur  sont  des  polynômes  de  degré  D.  On  développera 
cette  expression  suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  Entre 
D-f-i  coeflicients  de  ce  développement,  à  partir  du  second,  devxa 
exister  une  relation  récurrente  dont  on  trouvera  évidemment  les 
coertîcients  par  des  équations  du  premier  degré.  La  connaissance 
de  cette  relation  entraînera  celle  du  polynôme  F^^x),  et  la  méthode 
des  coetlicients  indéterminés  donnera  de  même,  uniquement  par 
des  équations  du  premier  degré,  les  coeflicients  du  polynômey(jr). 
Le  problème  se  trouvera  alors  complètement  résolu,  ci  d'une  ma- 
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nière  explicite,  car  la  transTormalion 

/M  _  , 

transformera  l'intégrale  hyperelliptiqiie  en  une  intégrale  ellip- 
tique. Ajoutons,  en  terminant,  que  dans  un  de  ses  Mémoires  du 
Journal  de  C relie  et  récemment  dans  soh  Ouvrage  sur  la  théorie 
des  équations  différentielles  (Leipzig,  1882)^  M.  Kœnigsberger  a 
donné  de  nombreux  et  intéressants  exemples  de  réduction  d'inté- 
grales abéliennes  aux  intégrales  elliptiques  et  s'est  proposé  de  gé- 
néraliser le  problème  de  la  transformation  de  Jacobi.  On  vient  de 
voir  que  le  degré  de  cette  transformation,  quand  elle  est  possible, 
n'est  autre  que  l'entier  D  qui  figure  dans  les  expressions  générales 
que  nous  avons  données  de  Â*^,  /^  et  m*. 


Sur  une  propriété  relative  à  deux  systèmes  matériehy  com- 
posés d*un  même  nombre  de  points  ayant  des  masses  égales 
chacune  à  chacune;  par  M.  Fouret. 

(  Séance  du  i*'  décembre  1882.) 

1.  Imaginons  dans  l'espace  deux  systèmes,  composés  chacun 
de  n  points  et  comprenant  :  l'un  les  points  A| ,  A2,  .  • . ,  A;,,  l'autre 
les  points  Aj,  A,,  . . .,  AJ,.  Supposons,  en  outre,  que  les  points 
correspondants  des  deux  systèmes  soient  doués  de  la  même  masse, 
et  désignons  les  masses  respectives  des  n  points  de  chaque  système 
par  /Wi ,  ma,  . . . ,  m„  (*  ).  Rapportons  séparément  les  deux  groupes 
de  points  à  deux  systèmes  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox^ 
OjKj  O5  et  O'x'n,  Oy  )  O'^',  parallèles  entre  eux  et  ayant  pour  ori- 
gines respectives  les  centres  de  gravité  des  deux  systèmes. 

Soient,  d'une  manière  générale,  Xiy  yi^  Zi  les  coordonnées,  par 
rapport  à  Ox^  O^',  Oz,  du  point  A/;  ^/, ^'/,  s'/  les  coordonnées. 


(')  Dans  ce  qui  va  suivre,  et  tant  que  nous  resterons  sur  le  terrain  de  la  Géo- 
métrie, nous  pourrons,  pour  plus  de  généralité,  supposer  que  m,,  m,,  ...,  m^ 
soient  des  coefficients,  les  uns  positifs,  les  autres  négatifs;  mais  leur  somme  sera 
toujours  supposée  différente  de  zéro. 
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par  rapport  à  O'x',  0'y\  O'z'  du  point  A'^.  Soient  enfin,  par  rap- 
port à  un  troisième  système  d'axes  ûÇ,  Ûy;,  ÛJ^,  respectivement 
parallèles  à  ceux  des  deux  premiers,  a,  6,  c  les  coordonnées  du 
point  O  ;  a',  h\  d  les  coordonnées  du  point  O'. 

Les  coordonnées  respectives  des  points  A/  et  A|.,  par  rapport  au 
système  (Q^,  Qy;,  02^),  sont  évidemment  ^ -h  ^i,  6 -f- J^/,  c-j->3|, 
a'-i-  :rj,  &'+^i,  c'-f-  5/,  et  Ton  a  par  suite 

ce  qui  peut  s'écrire 


H-  2(c  —  c')^/  —  2(a  —  a')x'i  —  2(6.— 6')j'i  —  2(C       c)Zi 
Mais  on  a 


•1 


(2)  (a  — a')«-f-(^>  — 6')«-h(c  — c')«     =  00'  , 


s 


(3)  (^,.-:rl)«-+-(7,-^;)«-f-(^/-y,)«  =  B,B;  , 

en  désignant  par  B/etBJ  ce  quedeviennent  respectivement  les  deux 
points  A| ,  AJ.,  lorsqu'on  transporte  les  deux  systèmes  (A| ,  A2, . . . ,  A„), 
(A',,  A',,  ...,  A^)  parallèlement  à  eux-mêmes,  de  manière  à  faire 
coïncider  leurs  centres  de  gravité. 

On  a  d'ailleurs,  puisque  les  points  O  et  O'  sont  les  centres  de 
gravité  respectifs  des  deux  systèmes, 

j  2  niiXi  =  0,     2  niiyi  =  0,     2  m/5/  =  o  ; 
j  2  mtx'i  =  0,     2  miy'i  =  0,     2  miz'i  =  o. 

En  tenant  compte  des  relations  (2),  (3)  et  (4),  ajoutons  membre 
à  membre  les  n  relations,  déduites  de  (i),  en  faisant  i  successive- 
ment égal  à  1 ,  2,  . . . ,  /i,  après  en  avoir  multiplié  les  deux  membres 
respectivement  par  mi ,  ma,  . . . ,  nin  ;  nous  obtenons 


(5)  2/iî/A/Ai  =M.OO'  -f-2m/B|B;.  , 

M  n'étant  autre  chose  que  S/??/,  c'est-à-dire  la  masse  lolale  de 
chaque  système. 


-  55  - 


Ce  résultai,  qui  nous  a  paru  nouveau,  peut  s'énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

m 

Théorème.  —  Etant  donnés  deux  systèmes  matériels  com- 
posés d'un  même  nombre  de  points  ayant  chacun  à  chacun  les 
mêmes  masses,  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  le 
carré  de  la  distance  de  deux  points  homologues  des  deux  sys- 
tèmes par  la  masse  commune  de  ces  point  s,  est  égale  au  pro- 
duit obtenu  en  multipliant  le  carré  de  la  distance  des  centres 
de  gravité  des  deux  systèmes  par  la  masse  commune  de  ces 
systèmes,  augmentée  de  la  somme  des  produits  obtenus  en  mul- 
tipliant par  la  masse  commune  de  deux  points  homologues  le 
carré  de  la  nouvelle  distance  de  ces  deux  points  y  après  que  les 
deux  systèmes  ont  été  transportés  parallèlement  à  eux-mêmes, 
de  manière  à  faire  coïncider  leurs  centres  de  gravité. 

De  ce  théorème  résulte  immédiatement  le  corollaire  suivant  : 

Etant  donnés  deux  systèmes  matériels  composés  d'un  même 
nombre  de  points  ayant  chacun  à  chacun  les  mêmes  masses,  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  le  carré  de  la  dis- 
tance de  deux  points  homologues  des  deux  systèmes  par  la 
masse  commune  de  ces  points  reste  constante  :  i^  lorsque  ces 
deux  systèmes  se  déplacent  parallèlement  à  eux-mêmes  l'un 
par  rapport  à  l'autre,  de  manière  que  la  distance  de  leurs 
centres  de  gravité  reste  invariable  ;  12**  lorsque  ces  deux  systèmes 
tournent  d'un  même  angle  et  dans  le  même  sens  autour  d'axes 
parallèles  passant  par  leurs  centres  de  gravité  respectifs, 

2.  Du  théorème  très  général  que  nous  avons  démontré  plus 
haut,  il  est  facile  de  déduire  d'autres  théorèmes,  bien  connus  d'ail- 
leurs, qui  sont  d'un  usage  fréquent  en  Mécanique. 

On  peut  supposer  que  deux  ou  plusieurs  points  de  l'un  quel- 
conque des  systèmes  viennent  à  coïncider  :  le  théorème  subsiste, 
pourvu  qu'au  point  unique  résultant  de  cette  coïncidence  se  trou- 
vent concentrées  les  masses  des  divers  points  superposés. 

Si,  en  particulier,  on  suppose  que  les  n  points  du  système 
(A|,  A2,  . .  . ,  A/i)  viennent  à  coïncider  en  O',  centre  de  gravité  de 
ce   système,  la  distance   A/A[  devient   O'A/,   B/B)   devient  égale 


-  Sfi  - 
ù  OA/,  ot  la  relation  (5)  peut  s'écrire 


(6)  X/w/U'Ai  =M.OO'  —  Iw/UA/  . 

On  retrouve  ainsi  le  théorème  suivant,  que  l'on  rencontre  sou- 
vent dans  les  Traités  de  Géométrie  ou  de  Mécanique  : 

Etant  donné  un  système  de  points  matériehy  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par 
le  carré  de  sa  distance  à  un  point  fixe  donné  est  égale  à  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque 
point  par  le  carré  de  sa  distance  au  centre  de  gravité  du  sys- 
tème y  augmentée  du  produit  de  la  masse  totale  du  système  par 
le  carré  de  la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  point  fixe 
donné. 

3.  Considérons  maintenant  un  svslèmc  de  points  matériels 
(A,,  As,  . . . ,  A„)  et  un  axe  quelconque  (D).  Sur  cet  axe,  proje- 
tons orthogonalement  les  points  A|,  Aj,  ...,  A«  respectivement 
en  Aj,  A',,  . . .,  A',,.  On  sait  que  le  centre  de  gravité  O  du  système 
(A|,  Ao,  . . .,  A/i)  se  projette  sur  (D)  au  centre  de  gravité  O'  du 
système  (A',,  A',, . . .,  A),),  à  condition  que  chacun  des  points  du 
second  système  soit  considéré  comme  ayant  la  même  masse  que  le 
point  du  premier  dont  il  est  la  projection.  Il  résulte  de  là  que  la 
relation     5)  s'applique  aux  deux  systèmes  ainsi    définis.  Mais, 

dans  le  cas  considéré,  Z//?/A|A^  a  une  signification  bien  connue  : 
c'est  le  moment  d'inertie  du  svslème  (A| ,  Ao, .  • . ,  A„)  par  rapport 

à  (D).  Pareillement,  S/iî/B/B^  n'est  autre  chose  que  le  moment 
d'inertie  du  système  par  rapport  à  l'axe  (D)  transporté  parallèle- 
ment à  lui-même  au  centre  de  gravité  O. 

On  retrouve  ainsi  cette  propriété  fondamentale  des  moments 
d'inertie,  consistant  en  ce  que  le  moment  d'inertie  d'un  système 
matériel  par  rapporta  un  axe  quelconque  est  égal  au  moment 
d'inertie  du  même  système  par  rapport  à  un  axe  parallèle  an 
premier  et  passant  par  son  centre  de  gravité,  augmenté  du  pro- 
duit de  la  masse  totale  du  système  par  le  carré  de  la  distance 
des  deux  axes. 

4.  Nous  venons  do  déduire  de  notre  théorème  général  deux 


théorèmes  qui  concernent  :  l'un  le  moment  d'inertie  d'un  système 
par  rapport  à  un  axe,  et  l'autre  ce  qu'on  pourrait  appeler  le  mo- 
ment d'inertie  d'un  système  par  rapport  à  un  point.  Nous  allons, 
d'une  manière  semblable,  établir  un  troisième  théorème  relatif  à 
ce  qu'on  pourrait  appeler  le  moment  d'inertie  d'un  système  de 
points  matériels  par  rapport  à  un  plan. 

A  cet  effet,  considérons  un  système  (A| ,  Aj, . . . ,  A,,)  et  un  plan 
quelconque  (P).  Soient  A^,  A',,  ...,  A'^  les  projections  sur  le 
plan  (P)des  points  A|,  A2, . . . ,  A,,.  On  sait  que  le  centre  de  gra- 
nité O  du  système  (A|,  A2, . . .,  A„)  a  pour  projection  sur  le 
plan  (P)  le  centre  de  gravité  O' du  système  (A',,  A',,  ...,A],), 
chacun  des  points  du  second  système  étant  considéré  comme  ayant 
même  masse  que  le  point  du  premier  dont  il  est  la  projection.  La 
relation  (5)  est  par  suite  applicable  aux  deux  systèmes  considérés, 
et  Ton  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Etant  donné  un  système  de  points  matériels  y  la  somme  des 
jyroduits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le 
t^arré  de  sa  distance  {^)  à  un  plan  fixe  donné  est  égale  à  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  la  masse  de  chaque 
point  par  le  carré  de  sa  distance  à  un  plan  parallèle  au  plan 
donné  et  passant  par  le  centre  de  gravité  du  système,  augmen- 
tée du  produit  de  la  masse  totale  du  système  par  le  carré  de  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan  donné, 

S.  Le  théorème  démontré  au  commencemeni  de  cette  Note 
conduit  encore  très  simplement  à  un  théorème  bien  connu  sur  la 
force  vive  d'un  système  matériel. 

Supposons  que  A|  A', ,  AoAj, ...,  A,,  A',^  représentent,  en  grandeur, 
direction  et  sens,  les  déplacements  linéaires  simultanés  des  divers 
points  A|,  A2, . . . ,  A;i  d'un  système  matériel.  Il  est  clair  que  00' 
représente  en  grandeur,  direction  et  sens,  le  déplacement  corres- 
pondant du  centre  de  gravité  du  système. 

Nous  pouvons  appliquer  la  relation  (5)  aux  deux  systèmes 
(A|,  A2,  . . .,  A;,),  (Aj,  Aj,  .  . .,  A^J.  Mais  les  segments,  tels  que 
B|BJ,  ont  alors  une  signification  très  simple;  ils  sont  égaux  aux 


(*)  Les  distances  dont  il  est  ici  question  peuvent  être,  pour  plus  de  jçénéralité, 
comptées  parallèlement  à  une  niOnic  direction  fixe  quelconque. 
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déplacements  subis,  dans  rinlervalle  de  temps  considéré,  par  les 
points  du  système  (A|,  A2, . .  • ,  A/,),  relativement  à  un  système 
de  comparaison  animé  d\in  mouvement  de  translation  identique 
au  mouvement  du  centre  de  gravité  O.  En  divisant  les  déplace- 
ments simultanés  par  rélément  de  temps,  supposé  infiniment  petit, 
pendant  lequel  ils  s^efiectuent,  on  conclut  de  (5)  la  relation 

(  7  )  S  TW/ v]  =  xM V*  H-  2  nii  uj , 

dans  laquelle  i'/est  la  vitesse  absolue  de  A/,  m  la  vitesse  relative 
du  même  point  par  rapport  au  système  de  comparaison  défini  plus 
haut,  et  V  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  système. 

Ainsi  se  trouve  démontré  le  théorème  suivant  qui  joue,  comme 
on  le  sait,  un  rôle  important  en  Mécanique  : 

yl  un  instant  quelconque,  la  somme  des  forces  vives  d'un 
système  matériel  est  égale  à  celle  qu  aurait  sa  masse  entière 
condensée  en  son  centre  de  gravité,  augmentée  de  la  somme  des 
forces  vives  du  système  dans  son  mouvement  relatif  par  rapport 
à  ce  centre  de  gravité. 

6.  Revenons  maintenant  à  la  Géométrie.  En  remarquant  que 
Ton  a,  dans  la  figure  définie  au  début  de  cette  Note, 


b,b;  =  oA/  -i-o'a;-  —  ^.oa,  .o'a;.  .cos(Oa„o'a;), 

on  peut  écrire  la  relation  (5)  de  la  manière  suivante  : 


1   2 m/ A, a;  =M.00'  -f-Sm/OA/ 

(8)  '    '    '  ,     ' 

l  -4-  S/?i/0'A;  —  •jii:/;ï/OA/.0'A;cos(OA/,0'A;). 

Si  Ton  suppose  que  les  points  des  deux  systèmes  soient  situés  res- 
pectivement sur  deux  droites  (D)  et  (D'),  la  dernière  relation 
devient 

\  S  nti  A/  a;*  =  M .  ÔÔ'  V  1  mi  Ô\! 

r  -\-ZmiO'k'   —  2(S/w/OA/0'A;)cos(D,  D'); 

et,  dans  le  cas  où  les  droites  (D)  et  (D')  sont  rectangulaires,  elle 
se  réduit  à 


(10)  Sw/A/A;  =  M. 00'  H-S/zî/OA/  -\-:£.miO'\)  . 
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En  variant  et  particularisant  les  données,  on  déduirait  facile- 
ment de  ces  relations  divers  théorèmes  de  Géométrie  que  nous 
n'énoncerons  pas  ici.  Nous  nous  contenterons  d'en  conclure, 
comme  exemple,  une  propriété  connue  du  quadrilatère. 

Soit  abcd  un  quadrilatère  quelconque,  plan  ou  gauche.  Dési- 
gnons par  6  Tangle  des  deux  directions  ab  et  crf,  et  considérons 
deux  systèmes  matériels  composés  Tun  des  points  a  et  />,  Taulre 
des  points  c  et  rf  correspondant  respectivement  àr/  et  à  b.  Si  Ton 
suppose  les  masses  des  quatre  points  égales  à  Tunité,  les  centres 
de  gravité  des  deux  systèmes  seront  les  points  milieux  p  et  q  de 
ab  et  de  cd^  et,  en  appliquant  la  relation  (y),  on  aura 

— î     — 1        — t       — 1        — î 

(il)  ac  -\- bd  z= 'xpq  -^-o.pa  -^'xqc  —  î/^a.yc  cosO. 

Associons  maintenant  respectivement  les  points  a  et  b  du  pre- 
mier système  aux  points  é/et  c  du  second;  nous  aurons,  en  appli- 
quant de  nouveau  la  relation  (9),  et  observant  que  les  directions  ab 
et  de  font  entre  elles  l'angle  7:  —  0  : 

-J        -— î  X  î  — 1 

(la)  ad  -\- oc  =.  o.pq  -\-7.pa  -\- 'xqc  -\-  ipa.qc  cosO. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  relations  (1 1)  et  (la),  nous 
obtenons  la  relation  bien  connue 

—  j     — î     —  j     — 2        — î     — -î     — î 

ac  -^  ad  -^- or  -\- hd  =   \pq  -\- ab  -^cd  . 


Problème!  duplex  Calendarii  fundanientnle  ; 

Par  M.  Cil.  Zeller. 

(Séance  du  16  mars  i8H.'t.) 

pROBLEMA  I.   —  Kx  dato  diej  mensey  anno,  sœeulo  invenirr 
feriam  sU^c  diem  seplimanœ  apperlinentem. 
Sit 

I  nuroerus  sœcularis  ; 

c  residuum  ejus  ex  divisione  per  4  ; 

k  annus  intra  sxculum  ; 

m  numerus  mensis: 

q  "         diei. 
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In  divisioncT»  —,  ...  fraclîones  omittantiir,  retentis  solîs  nume- 

4     lo 

ris  integris  ex  divisione  oriundis. 
Régula.  —  CoUigatur  summa  : 

«  T»          1     j     •    o           •                       (m-f- 1)9.6      ,      k  /     .      -  ^ 

I®  Pro  calendano  Gregoriano. .     yn \-k-\-y  —  ae    (vel-i-^e), 

-   ,.  (m -4- 1)26      ,      k      ,. 

a*  »  Juliano a -\ V-k-^  -  — (I-f-a); 

'  10  4 

dividatur  per  7,  residuum  par  erit  numéro  diei  hebdomadis  quae- 
silo. 

Menses  jauuarius  et  februarius  anno  praecedenti  adscribendi 
atque  ut  tertius  et  quartus  decimus  hujus  mensis  inducendi  sunt. 

Si  in  summatione,  id  quod  licet,  multipla  nuineri  7  rejiciuntur, 
calculus  est  faciliori  negotio  et  sine  calamo  perficietur. 

Terminus  primus  q  cum  unoquoque  die,  alter  mense,  tertius 
anno,  quartus  cum  anno  bissextili,  quintus  cum  quovis  sœculo 
variatur. 

Exemplum.  —  12  oct.  1492  (orbis  novi  detectio)  : 

I  =i4,    X:  =  92,     -=23,     m  =  10,    ^  =  12, 

4 

12-l-(lO-l-l)X2,6-h92-4-23— (14  -4-2) 

=  12 -+- 28  4- 92 -4- 23  —  16  =  139=  7. 19 -h  6: 

incidit  ergo  dies  ille  ferià  sextâ,  vel  die  Veneris. 

Problema  I[.  —  Calculus  paschalis, 
(a)  pro  Calendario  Juliano  : 

Régula.  —  i"  A* -h  51  dividatur  per  19,  residuum  sit«; 

2"  19a -h  i5  dividatur  per  3o,  residuum  b. 

Numerus  ftpraebet  terminum  paschalem  indicans  quota  die  post 

21  martii  plenilunium  paschale  incidat  ; 

k 
3**  Addendo  ad  b  numeriim  k  -^  -^  —  I  et  dividende  per  7,  ha- 

beas  residuum  rf;tùmPascba  erit  6-1-7  —  e/diebus  post  21  martii; 
\el  7  —  d  die  post  plenilunium. 

(6)  Pro  Calendario  Gregoriano  : 

Régula.  —  1°  A*  -h  51  dividas  per  19,  residuum  a. 
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2"  Ad  19^  -h  i5  addas  nuinerum  h  =  ï  — :: —  qui  nu- 

inerus  per  complura  saecula  non  mutatur  et  7,  8,  9,  valet  pro 
annisintrà  1 583-1 700,  1700- 1900,  1900-2200;  summam  dividendo 
per  3o  habebis  residuum  6,  numerum  plenilunii. 

3**  Ad  b  adde  A -j-  7  4-  2  —  2e;   divide  per  7,   restât  d;    tum 

Pascha  incidet  (64-7  —  d)  die  post  21  niartii,  vel  (7  —  d)  die 
post  plenilunium. 

Si  in  3**  summadividendamultiplum  estipsius  7,  ponaturrf=o, 
excepto  eo  casu  :  cum  item  b  =  29  aut  6  =  28  et  simul  a  >  10, 
quo  casu  rf  =  7  sumendum  est.  Casus  posterior  incidetanno  1954. 

Exemplum,  —  Pascha  anni  1886  : 

1=18  =  4.4-4-2,    c  =  2,    A-=86,    -T  =  2i,    86-^-5.18=176=19.9-4-5, 

-I 

a  =  5,     19.5-4- 15 -4-8  =  118  =  3o.3h- 28, 
^  =  •28,     28 -+- 86-4- 21 -ha  —  2.2  =  i33  =  7.19 -4- o,     rf  =  o. 

(quia  simul  a<^\o). 
Pascha  incidet 

28-4-7  —  o  =  35°  die  post  21  martii  =  56  martii  =  25  aprilis. 


Sur  les  cas  de  résolubilité  par  radicaux  de  V équation 
du  cinquième  degré;  par  M.  Perium. 

(Séance  du  i5  décembre  1882.) 

1.  Dans  une  Note  insérée  au  Bulletin  (t.  X,  n°  0,  p.  139),  j'ai 
montré  que,  lorsque  les  coeffîcients  de  Téqualion  du  cinquième 
degré  privée  de  second  terme 

(1)  a:»-i- io/>x3-h  loyar^H- 5rxH- 5  =  o 

satisfont  aux  deux  conditions 


y  =  0,    /•  =  4/?î 


-  Ci  - 
les  cinq  racines  de  Téquation  onl  pour  expression 

a  -f-  h. 

0  élant  une  racine  cinquième  imaginaire  de  Tunité,  et  ^  et  6  ayant 
respectivement  pour  valeurs 

où  l'on  peut  remarquer  que  5*  -j-  1  i^p*  est  la  racine  carrée  du  dis- 
criminant :  ce  qui  complète  Tanalogie  de  cette  formule  de  résolu- 
tion avec  la  formule  de  Cardan  pour  l'équation  du  troisième  degré. 

â.  Il  existe  un  autre  cas  où  les  racines  de  l'équation  (1)  s'ex- 
priment encore  au  moyen  de  deux  radicaux  cinquièmes  seulement. 
Supposons  qu'on  ait  d'une  manière  générale 

p  devant  recevoir  les  cinq  valeurs  successives  1,2,  3,  4>  5»  ^^ 
telle  sorte  que  Xp  représente  successivement  les  cinq  racines  de 
l'équation  (1).  Elevons  iï  la  puissance  m  les  deux  membres  de  Iné- 
quation (2)  : 

111(111  —  i> (m  —  A'-r-l)«,       ,,  ,,,  ^.       , 

1 . 2 ...  A' 

Ajoutons  membre  à  membre  les  cinq  équations  semblables  cor- 
respondant aux  cinq  racines.  Nous  obtiendrons  dans  le  premier 
membre  la  somme  Sx*  des  puissances  /ii*****^  des  cinq  racines  ; 
dans  le  second,  il  ne  subsistera  que  les  termes  dans  lesquels  Tex- 
posanl  de  H  est  égal  à/>  multiplié  par  un  multiple  de  5  ;  chacun  de 
ces  termes  se  trou\era  d'ailleurs  multiplié  par  5.  On  aura  ainsi,  en 
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Taisant  successivement  ///  =  i ,  •>.,  3,  /\,  5, 

2  j?  =  o, 

1  xi  =  o, 

il  ^3  =  I  jrt^i, 

2  3^^=  loa^hy 

Comparant  ces  valeurs  des  sommes  de  puissances  semblables 
des  racines  à  celles  que  donnent  les  formules  de  Newton  en  fonc- 
tion des  coefficients  de  l'équation,  il  vient 

P  =  <>, 

'j.q  =  —  aù^f 
r  =  —  a'/>, 
s  =  —  {a*-r-  ù*). 


ce  qui  donne 


':!.   M-tw' 


a*  = »     6*  =  — ^  j 

'Àcj  r 


iivec  Téquation  de  condition 

(3)  lùq^-\-  ^qrs  —  /•'=(), 

Si  donc  l'équation  (i)  est  de  la  forme 

x^-{-\oqx^-\-  5rx  -T-  s  =^  Oj 

et  si  les  coefficients  7,  r,  s  satisfont  à  la  relation  (3),  les  cinq 
racines  de  Téquation  seront  données  par  la  formule 

(\)  •^/'=-"^''\/ï^"^^"'\/    r       (/'  =  '»^»  3,4,5), 

où  6  est  une  même  racine  cinquième  imaginaire  de  l'unité,  quel- 
conque d'ailleurs,  et  011  les  radicaux  sont  pris  avec  leurs  valeui^ 
arithmétiques. 

3.  Les  deux  formes  ^iPa-\-  ^Pb  cl  ^Pa  -i-^Ï^Pb^  qui  viennent 
d'être  considérées  successivement  comme  expressions  de  la  ra- 
cine Xp  de  l'équation  du  cinquième  degré,  sont  des  cas  particuliers 
de  la  forme  générale 


-  ai  - 

à  laquelle  on  sait  que  doit  pouvoir  se  ramener  Texpression  de  la 
racine  de  toute  équation  du  cinquième  degré  privée  de  second  terme 
cl  résoluble  par  radicaux:  a*^  b*,  r*,  d*  étant  d^aiileurs  racines 
d'une  équation  du  quatrième  degré  dont  les  coeflicients  doivent 
être  des  fonctions  rationnelles  des  coeflicients  de  la  proposée. 

D'autre  part,  Lagrange  a  montré  que,  pour  Téquation  générale 
du  cinquième  degrés  les  coeflicients  de  la  résolvante  du  quatrième 
degré,  qui  donneraient  a'\  b^s  c*,  rf*,  dépeadent  d'une  seule 
équation  du  sixième  degré;  il  semble  donc  que  toutes  les  fois 
qu'une  équation  du  cinquième  degré  est  résoluble  par  radicaux, 
l'équation  correspondante  de  Lagrangc  du  sixième  degré  doive 
avoir  au  moins  une  racine  rationnelle;  et  il  serait  intéressant  de 
pouvoir  la  former  explicitement.  Malheureusement  la  méthode  de 
Lagrange  conduit  à  des  calculs  à  peu  près  impraticables,  et  il  ne 
paraît  pas  que  ces  calculs  aient  jamais  été  poursuivis  jusqu'au 
bout  :  les  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  cette  question  ont 
préféré  se  donner  a  priori  des  fonctions  des  racines  choisies  de 
manière  à  n'avoir  que  six  valeurs  distinctes,  et  à  se  prêter  au  calcul 
direct  des  coeflicients  de  l'équation  du  sixième  degré  dont  elles 
dépendent;  c'est  ainsi  que  M.  Hermite  a  considéré  la  fonction 

( jc,  —  x,)»( Jc,  —  Ta )«( X,  —  j:0*( J:**— ^s  )H  Jr,— X,  )« 

dont  les  six  déterminations  sont  racines  d'une  équation  avant  pour 
coefficients  des  invariants  de  la  forme  du  cinquième  ordre.  Une 
autre  réduite  du  sixième  degré,  calculée  par  M.  Cavlev,  est  celle 
dont  les  racines  sont  les  six  déterminations  de  l'expression 

(Xi  X,  -^  X,  Xj  ~  Xj  Xv  -r-  J-v  Xj  -L-  X5  jr I  )  —  ( J-,  Xj  -r-  X3  Ti  -t-  X5  Xj  -h  Xj  Xj  -r-  X^  Xi), 

mais  cette  réduite,  de  forme  plus  simple  que  la  précédente,  ne 
possède  pas  le  même  caractère  d'invariance  des  coeiricients. 

En  appliquant  à  la  forme  générale  (5)  exactement  le  même  pro- 
cédé de  calcul  emplové  ci-dessus  pour  le  cas  particulier  de  la 
forme  (a),  j'ai  été  conduit  à  une  nouvelle  réduite  du  sixième 
ordre,  d'une  simplicité  remarquable.  Les  calculs,  bien  que  ne  pré- 
sentant aucune  difficulté,  sont  trop  longs  pour  être  développés  ici, 
ainsi  que  les  conséquences  intéressantes  qui  se  déduisent  du  ré- 
sultat obtenu,  et  je  me  propose  d'en  faire  l'objet  d'un  travail  spé- 


-  (>:î  - 

cial.  Je  crois  cependant  devoir  donner  immédiatement  la  l'orme  de 
la  réduite  et  l'énoncé  du  principal  théorème  qui  s'y  rattache.  Voici 
cet  énoncé  : 

Soient   U  la  forme  générale  binaire  du  cinquième  ordre; 

T  son  covariant  canonique  (covariant  du  troisième  ordre,  du 

troisième  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  U^  et  dont  les 

trois  facteurs  permettent  de  transformer  U  en  une  somme  de 

trois  cinquièmes  puissances)  \  P  son  covariant  linéaire  le  plus 

simple    {du   cinquième    degré  par    rapport    aux  coefficients 

de  U);  posons 

25TÎ— UP  =  o. 

Cette  équation  du  si:pième  ordre  par  rapport  aux  variables 
et  du  sixième  degré  par  rapport  aux  coefficients  est  la  ré- 
duite dont  il  s^agit.  Si  l'on  peut,  par  un  moyen  quelconque, 

déterminer  Vune  des  racines  -  de  cette  équation  ou,  ce  qui  re- 
vient au  mémcj  Vun  des  facteurs  du  covariant  aST^ —  UP,  il 
suffira  de  résoudre  ensuite  deux  équations  successives  du  second 
degré  pour  obtenir  les  quatre  quantités  a^,  b^j  c^,  rf^,  et  par 
suite  l'expression  des  cinq  racines  de  Inéquation  U  =  o,  sous  la 
Jorme  (5),  à  condition  d^y  ajouter  le  terme  constant  provenant 
du  second  coefficient  de  U,  lorsqu'on  ne  Va  pas  fait  préala- 
blement disparaître. 


Sur  certains  développements  en  série  de  puissances  ; 

Par  M.  Apfell. 

(Séanrc  du  i8  février  i883). 

Les  développements  en  série  dont  je  me  suis  occupé  [Mathe- 
matische  yinnalen,  l.  XXI,  p.  ii8,  et  Acfa  mathematica,  t.  l, 
p.  i4^)  conduisent  aux  remarques  suivantes  : 

I.   Soient  deux  cercles  C  et  C  qui  ne  sont  pas  entièrement  inté- 
rieurs Tun   à  l'autre.  Alors  toute  fonction  f{x),  holomorphe  en 
tous  les  points  du  plan  extérieurs  à  la  fois  aux  deux  cercles,  est, 
XI.  5 


—  G()  - 
en  CCS  points,  représentée  par  une  série  de  la  forme 


A' 


v  =  1 

a  et  a'  désignant  les  affixes  des  centres   des  deux  cercles.  Cela 
posé  : 

i"  Si  les  deux  cercles  n'ont  aucun  point  commun,  ce  dévelop- 
pement (i)  n'est  possible  que  d^tne  manière;  les  coefficients  Av 
et  A^  sont  déterminés  par  les  formules 


2111 


fA^=  f/ix^x-^ay-^dx,     '2TziA[=  f f{x){x  — a'y-^dx. 
Je  Je 

2""  Si  les  deux  cercles  se  coupent  ou  seulement  se  touchent,  le 
développement  (i)  est  possible  (ïune  inanité  de  manières;  en 
d'autres  termes,  on  peut  former  une  infinité  de  séries  de  la 
forme  (i)  ayant  pour  somme  zéro,  11  suffit  pour  cela  de  prendre 
une  fonction  ^{x)  holomorphe  en  tous  les  points  non  communs 
aux  deux  cercles;  cette  fonction  ^[x)  sera,  à  l'extérieur  de  C, 
développable  en  une  série  de  la  forme 

V_:  0 

à  l'extérieur  de  C,  cette  même  fonction  sera  développable  en  une 
série  de  la  forme 


V  =;  3© 


■P^^^^^lfT^r^''      Bi  =  B,  =  o(«); 


V  -0 


la  différence  de  ces  deux  séries 


V  -  1 


esl  une  série  convergente  en  dehors  des  deux  cercles  G  et  G'  et 
ayant  pour  somme  zéro.  On  peut  donc  ajouter  cette  série  S(^) 
au  développement  (i)  sans  que  ce  développement  cesse  de  repré- 
scnler/(x). 
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Mais  on  peut  préciser  davantage  Tindétermination  du  déve- 
loppement (i)  et  montrer  que,  dans  ce  développement,  les  coefïi- 
cients  A,,  A2,  . . .,  Av,  . . .  peuvent  être  pris  arbitrairement  pour 
toutes  les  valeurs  de  v  inféi*ieures  à  un  nombre  détei^nliné  /i  -f-  1  * 
si  grand  soit-il.  Pour  mettre  cc  fait  en  évidence,  considérons  la  sé- 
rie S'(j:)  obtenue  en  prenant  les  dérivées  des  termes  de  la  série 
S{x) 

J 

cette  série  est  aussi  coç^vergcnte  en  dehors  des  cercles  C  et  C,  et 
elle  a  aiissi  pout  somme  zéro»  D'une  façon  générale  désignons 
par  S^*^(x)  la  série  formée  par  les  dérivées  d'ordre  A*  dés  termes 
de  la  série  S(x):  celte  série  sera  convergente  aux  mêmes  points 
que  S(x)  et  aura  poUf*  somme  zéro^  Nous  pouvons  de  plus  sup- 
poser que,  dans  S(j:î),  le  coefficietit  B|  est  différent  de  zéro;  par 
exemple,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  suffit  de  prendre  pour  la 
fonction  ©(^)  qui  a  servi  à  former  S(j7)> 


X  —  a 


z  étant  Un  point  commun  aux  deux  cercles;  alors  B|  r±  n 

Cela  posé,  nous  pouvons,  sans  changer  la  somme  de  la  série  (t)^ 
lui  ajouter  le  développement 

XoS(x)  -f-  X,  S'(5r)  -h. .  .-F  X„_i  S<«-»'(;r), 

dont  la  somme   est  nulle  ;  mais  on  pourra  déterminer  les  para- 
mètres 

de  façon  qiie,  dans  la  nouvelle  série 

f(x)  -f-  XoS(j-)H-  X,  S'(^)  -+-.  .  .-h  X„   ,  S'«-'M:r), 

les  coefficients  de 

l__  \  I 

X  —  a'     (x  —  a)*  (a^— a)« 

prennent   des  valeurs    données   d'avance.  Donc    ces   dôefïîcients 
peuvent  être  pris  arbitrairement,  comme  nous  l'avons  annoncé. 
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Les  coefllcîents  de ;>  , m  »  •  •  •  >  , r—  sont  alors  dé- 

x  —  a     {x  —  a  )^  (x  —  a  y* 

terminas  par  les  formules  suivantes  dans  lesquelles  Findice  CC 

indique  que  les  intégrales  qui  en  sont  aflTectées  sont  prises  sur  une 

courbe  fermée  enveloppant  les  deux  cercles  C  et  C. 


Ao=/(x  ), 

£/{x)dx  =  27tt(  Ai-h  A',  ), 

Jf      x/(x)dx  =  27ti(^Ai"^~  «'A',  H-  Ai  H-  A'^  ), 
ce 

Jf    x^/(x)€lx  =  ^TzHa^Ai-h  a* A',  4-  aaA,-i- aa'A', -t-  Aj-h  A',), 
ce 


II.  Supposons  que  les  deux  cercles  C  et  G  ne  soient  pas  entiè- 
rement extérieurs  l'un  à  l'autre;  alors  toute  fonction /(jr),  holo*- 
morphe  aux  points  situés  à  la  fois  à  l'intérieur  du  cercle  C  et  à  l'ex- 
térieur du  cercle  C,  est  développable  en  une  série  de  la  forme 


v  = 


V   =    I 

comme  précédemment,  ce  développement  est  possible  d'une  infi- 
nité de  manières  ou  d'une  seule  manière,  suivant  que  les  cercles 
C  et  C  se  coupent  ou  ne  se  coupent  pas. 

III.  Ces  résultats  s'étendent  aisément  aux  cas  où  Ton  considère 
un  plus  grand  nombre  de  cercles. 

Une  fonction /(or)  holomorphe  en  tous  les  points  situés  à  la  fois 
à  Vintérieur  d'un  cercle  de  centre  a  et  à  Vexlériear  de  n  cercles 
de  centres  a^,  a^^  ...,  ct,i  est  développable  en  ces  points  en  une 
série  convergente  de  la  forme 


V=«  A=/IV  = 


(3)        /(.)=2;a.(x-.)-+2  ^ïSwi-' 

i"  Si  les  cercles  en    question  n'ont  aucun  point  commun,  c 
développement  n'est  possible  que  d'une  seule  manière;  les  cocfT 
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cienls  sont  déterminés  par  les  équations 

les  indices  C  et  Cf(  indiquant  que  les  intégrales  sont  prises  sur  les 
circonférences  C  ou  Ca  de  centres  a  ou  aj^, 

2"  Si  au  contraire  deux,  ou  plusieurs  des  cercles  en  question  se 
coupent  ou  seulement  se  touchent,  le  développement  en  série  (3) 
est  possible  d^une  infinité  de  manières;  le  degré  d'indétermina- 
tion des  coefficients  Av  et  A^*'  est  fixé  par  les  conditions  suivantes  : 
si  le  cercle  C  ou  l'un  des  cercles  C*  n'est  rencontré  par  aucun 
autre  cercle,  les  coefficients  Av  ou  A^*'  relatifs  à  ce  cercle  sont  tou- 
jours déterminés  par  les  formules  (  4  )  et  ne  sont  susceptibles  que 
d'une  valeur;  ce  ne  sont  que  les  coefBcients  relatifs  aux  cercles 
qui  se  rencontrent  qui  sont  susceptibles  d'une  infinité  de  valeurs. 


Démonstration  du   théorème  de  Clausen  et  de  Staudt, 
sur  les  nombres  de  Bernoulli;  par  M.  Edouard  Lucas. 

(  Séance  du  G  uvril  i883.) 

Clausen  et  Staudt  ont  découvert  en  même  temps  sur  les  nombres 
de  Bernoulli  un  théorème  fort  remarquable  que  l'on  peut  énoncer 
ainsi  :  On  a  pour  les  nombres  de  Bernoulli  ^expression 

dans  laquelle  Ao,  A| ,  A^,  . . . ,  A„  désignent  des  nombres  entiers, 
et  2,  a,  ^,  . . . ,  X  tous  les  nombres  premiers  qui  surpassent  de 
V unité  tous  les  diviseurs  de  n.  Nous  donnerons  de  ce  théorème 
une  démonstration  directe  qui  repose,  d'une  part,  sur  la  méthode 
de  sommation  des  puissances  que  l'on  doit  à  Fermât  ri,  d'autre 
part,  sur  les  théorèmes  de  Fermai  et  de  Wilson.  Posons 

Xp  =  X(X  H-  l)(jr  -r-  2).  .  .{X  -^ p  — 1), 

el  désignons  par  FJ  la  somme  des  p  premiers  nombres  pris  q  '^  q. 
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nous  aurons 


xp  -f-  r^_,  xp-'^  -f-  rj_,  x/»-»  -i-. . .-+-  rjz}  x  =  x^; 

si  l*on  remplace  successivement  p  par  i,  2,  3,  .  • .,  /?,  on   obtient 
/i  équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  quantités 


ar«-',    «r*»-*,    x"-' 


I         •  •  •  • 


a?,     I, 


En  développant  leur  déterminant,  suivant  les  éléments  de  la  der- 
nière colonne,  on  a 


(«) 


X^  =  X,j  -^-  Ai\|t-i  -+-.  .  .-H  A,|_n+.lXn-|  -i-.  .  .-4-  À|t-iXi, 


après  avoir  posé 


(—  i)it-/»-hi  A^_^^,  = 


'  ii-i 

...      1  «_l 

1 

• • •       »  n—t 

0 

1 

pft-p-  I 

•   «  •    . 


ip_i 


Mais,  diaprés  ia  théorie  des  combinaisons, 

par  conséquent,  si  Ton  retranche  respectivement  des  éléments  do 
la  première  ligne  ceux  de  la  deuxième  multipliés  par  n  —  1 ,  de  ïa 
deuxième  ceux  de  la  troisième  multipliés  par /i—?- 2,  etc.,  on  pourra 
ramener  tous  les  indices  inférieurs  de  T  k  p  —  1 .  Donc 


'1 

p-l 

p»-^+l 

\ 

i  p-X 

ip-t 

...      *p-i 

0 

I 

p«-/»-t 
•••      '  p-\ 

{- l)n-p-^l  ^„  =, 


a  o  o        ...     r^, 

Cela  posé,  désignons  par  p  un  nombre  premier  impair;  la  con-r 
gruence 

{x  —  i)(x  —  2),,,{,x  —  p  -4-0-«-i  — X/»-»  =0,    (mod./?), 

de  degré  p  —  >.,  étant  vérifiée  par  />  —  i  valeiirs  non  congrues  de  x,, 
savoir  :  i,.a,o (p  —  i),  est  identique:  i>ar  suite. 


cl,  d'ailleurs,  rj_,  est  nul  pour  q  >►/> —  i .  En  portant  ces  résul- 
tats dans  Texpression  de  A;,_^^|,  on  obtient  un  déterminant  dont 
tous  les  éléments  sont  nuls,  à  Texci^ption  de  deux  lignes  obliques 
parallèles  à  la  diagonale  principale,  dont  Tune  a  tous  ses  éléments 
égaux  à  -f-  I ,  et  l'autre  à  —  i .  On  voit  très  simplement  que  ce  dé- 
terminant est  égal  à  i  ou  à  o^  suivant  que  le  nombre  des  colonnes 
n  —  (/>  —  i)  du  déterminant  est  ou  n'est  pas  multiple  de />  —  i . 

Par  suite, 

A;,_p^i  =  l   OU  E=o,     (mo(l./>), 

suivant  que /> —  i  est  ou  n'est  pas  diviseur  de  /i. 

Mais  si,  dans  la  formule  (i),  on  remplace  x  par  i^  2,  3,  • . .,  or, 
et  si  Ton  fait  la  somme  S,,,  on  obtient  par  la  méthode  de  Fermât 

S„=^j-j-j^A,  —  4-...       A,_^^,_-^...-^A„_,-. 

En  prenant  avec  Bernoulli  {^Ars  conjectandi)  le  coefficient  de  x 
dans  S„,  on  a  pour  le  nombre  de  Bernoulli  l'expression 

«=  — — — ^-...-+-A;,_y^_,  -^  -|-...H-A„^,  -. 

/l  H- 1  y  ^ 

En  laissant  de  côté  les  dénominateurs  3  et  4»  qu^  "^^^  traite  im- 
médiatement, on  voit  qu'en  supprimant  les  entiers  la  fraction 

r7-I 

se  réduit:  i**  à  zéro,  pour  (jr  composé,  puisque  i.2.3...((7 — 2) 
est  divisible  par  ^;  2"  à  zéro,  pour  q  premier,  lorsque  q  —  i  n'est 

pas  un  diviseur  de  /i;  3**  à  — >  pour  q  égal  à  un  nombre  premier/? 

impair  tel  que/;  —  i  divise/?,  puisque  alors 

A;,.^^.,  =1,     r{;:|=3  — I     (mod./?).  c.q.  f.  d. 
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Sur  deux  séries  nouvelles  qui  expriment  le  sinus  et  le  cosinus 

dUin  arc  donné;  par  M.  David. 

(St^aiice  du  iG  mars  i883.) 
Ces  séries  sont  les  suivantes  : 


'   cosj:  =  I  —  -f-     —      -«- 

I  .  2  71*  I  .  '2  .  3  .  4  1î* 

_  4y*(4^*—  '>^'^^){\x^—  .\^r.^  ) 
1 .2.3.4.5.611* 

(A) 

'IX        ix(\x^ — r')        2.r(4J^* — 3*T*) 

sinx  = ^^ — - —   -i ^      ..    ■   ,    -  ' 

r  1.2.37:'  1.2.3.4.07:* 

_  2X(4y«— 7:»)(4a-»— 3>7:»)(437«—  j«7:*) 

I .  a .  3 . 4 . 5 . 6 . 7  7:  ' 

Elles  expriment  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc  donné  x  en 
mettant  en  évidence,  dans  les  numérateurs  de  leurs  termes,  suc- 
cessivement, les  racines  des  équations  sinx  =  o,  cosj:  =  o.  Pour 
une  valeur  de  x  comprise  entre  deux  racines,  les  deux  termes  con- 
sécutifs correspondants  ont  le  même  signe;  à  partir  de  là  les 
signes  des  termes  ne  changent  plus,  et  ceux-ci  vont  en  diminuant. 
Ces  formules  sont  d'ailleurs  convergentes,  comme  les  formules 
connues,  pour  une  valeur  finie  quelconque  de  x\  et  la  conver- 
gence ne  devient  manifeste  <]u'à  partir  du  moment  où  tous  les 
termes  ont  le  même  signe. 

Pour  les  démontrer,  je  pars  des  formules 

(  1.2  1.2.3.4 


0) 


[m                ///  (  /?i*  —  I  ) 
—  cosa —  cos'a  -4-... 
I                       1.2.3  J 


1 
.    m(2A- -4- i)7T  I    I  "'"*  1.2.3      ^  "  *  li 

2 


(2) 


1.2  1.2.3.4 


/ 


(OS  ////  r 


///    .  in(  ni'      I)    .    , 

—  sina        ■ —    Mil' a-  ... 

I  1 . 2 .  i 
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qui  développent  Texponentielle  en  puissances  des  sinus  ou  cosinus 
de  l'arc  a;  la  première  formule  ayant  lieu  pour  l'arc  a  compris 
entre  les  arcs  limites  k'iz  et  (A*  -f-  i)u;  la  seconde  pour  l'arc  a  com- 

pris  entre  les  arcs  limites  ^^ et  ;  les  signes  supé- 
rieurs devant  être  pris  ensemble,  et  de  même  pour  les  signes 
inférieurs;  sous  cette  réserve,  le  nombre  quelconque  m,  l'arc  a  et 
par  suite  le  nombre  entier  k  sont  toujours  positifs. 

Leur  démonstration  est  très  simple. 

Par  exemple  y  pour  la  formule  (i),  on  pose 

j:  =  cosa,    ^  =  cosa -h  i  sin  a, 

ce  qui  donne  l'équation  algébrique 

y^ —  ixy  -4-1  =  0, 

laquelle  fait  connaître  que  les  deux  valeurs  de  y  et  leurs  puis- 
sances sont  développables  en  série  par  rapport  aux  puissances  en- 
tières et  croissantes  de  x^  tant  que  le  module  de  x  est  plus  petit 
que  I.  En  posant  ensuite  ç  =  e"^^^  =  y'^,  on  forme  l'équation 
différentielle 

De  là  on  déduit,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  x  =  cosa, 

.  r        /II»        ,         m»(w«-2«)       ,  "1 

Al  —      -  cos*a  H — - — ■  cos*a  -H. . .  | 

L       1 .  5fc  1.2.3.4  J 

.    [m                 m(//i* — 1)        ,  "I 

-f-  Al    —  cosa —   cos'a  -4-. . .    ; 

L  I  1.2.3  J 

les  constantes  arbitraires  A,  A|  se  déterminent  ensuite  en  donnant 
à  a  la  valeur  particulière  a=  — — ; \  comprise  entre  les  limites 

déterminées  ci-dessus,  savoir  Au  et  (A  -H  i)tt. 

La  démonstration  de  la  formule  (2)  a  lieu  d'une  manière  ana- 
logue, en  posant  j;  =  sina,   ce  qui  fournit  l'équation  algébrique 

y^  —  2  ixy  -1-1  =  0, 

pour  déterminer  les  limites,  et  la  même  équation  différentielle 
pour  déterminer  la  série. 

En  séparant  les  imaginaires,  on  retrouve  les  quatre  formules  de 
Poinsot,  pour  exprimer  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  multiple  de  l'arc  ; 


V 
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et  il  est  clair  que  réclproquemenl  celles-ci  pourraient  servir  à 
remonter  aux  formules  (i)et  (2).  Seulement,  dans  la  marche  que 
nous  suivons,  le  nombre  k  est  déterminé  a  priori,  parce  qu'on  sup- 
pose que  c'est  l'arc  a  qui  est  donné,  tandis  qu'en  supposant  avec 
Poinsot  que  Ton  donne  cosaou  sina,  l'arc  et  par  suite  le  nombre  A* 
restent  indéterminés. 

Les  formules  (i)  et  (2)  ne  sont  établies  par  là  que  pour  les 
valeurs  de  a  comprises  entre  les  limites  indiquées.  Il  y  a  lieu 
d'examiner  si  la  convergence  subsiste  à  ces  limites,  et  c'est  cet 
examen  qui  donne  la  démonstration  des  deux  séries  (A)  dont  il 
s'agit.  Il  suffit  de  considérer  la  formule  (i),  attendu  que  la  for- 
mule (2)  conduit  aux  mêmes  résultats. 

Les  limites  sont  données  par  a  =  X*7r  et  a  =  (A'-H  i)t:;  en  fai- 
sant cette  substitution,  on  a  les  deux  séries 

^  /??'        /w*(/?î' — a') 

i.a  i.a.3.4 

.,  _  m       /n(/w' — i) 

Il    —    —^    —^  <>  "T"  •   •  •  t 

1  1.2.3 

dont  la  convergence  n'est  pas  démontrée;  et  par  suite  on  ne  peut 
aftirmer  l'existence  des  deux  formules 

emik^\)^î-c        î        (GdbtH), 

déduites  de  (i ),  les  signes  supérieurs  étant  relatifs  au  cas  de  A*  pair 
et  les  signes  inférieurs  au  cas  de  k  impair. 

Les  séries   G  et  II  rentrent  précisément   dans  la  catégorie  de 

celles  pour  lesquelles  le  rapport  — —   de  deux  termes  consécutifs 

Un 

est  égal  à  Tunité  pour  une  valeur  de  n  infiniment  grande.  Si  l'on 

considère  la  série  G,  on  a 

m* 
•        •/  X,         w*-h2n-i-i - 


Un  (9./l-h3)(2W-+-  4) 

II-  -*- 


Tï^-i.  L  n 


La  règle  de  Gauss  est   applicable,  puisque   lous  les  termes  de  la 
série  finissent  par  avoir  le  même  signe.  On  voit  alors  que  9.  —  7  4-  ^ 


l-i 


est  négatif,  d^où  l'on  conclut  que  la  série  est  convergente.  En  ce 

qui  concerne  la  série  H,  on  a  de  même 

I  —  m* 


/l'-+-  /l  -4- 


iii,-4-i  /n'—(a/i -4-1)*  4 


Un  (2fl-f-2)(2fl-4-3)  „•  _l  ^  3       ' 

/i'  H —  n  -^ — 

en  considérant  encore  les   coefficients   de   n,    on  reconnaît  que 

I h  I  est  négatif,  et  par  suile  il  y  a  toujours  convergence. . 

Ceci  posé,  les  équations  (3)  déterminent  les  séries  G  et  H,  et 
l'on  en  tire  les  deux  formulés 

cos =  I 1 ^— ... 

2  1.2  1.2.3.4 

.    miz        m       m(m^ — i) 

sin  —  = ^^ TT-  -+-..., 


2         I  1.2.3 

qui  deviennent  les  formules  (A),  en  remplaçant  m  par  — ,  ce  qui 

est  permis,  le  nombre  m  ne  comportant  aucune  restriction. 

En  remplaçant  m  par  a/i  ct2/i-f-i,  n  nombre  entier,  on  a  les 
identités  et  les  séries  numériques  suivantes,  qu'il  convient  peut- 
être  de  noter  : 

_^  4/1»      4/i«(4/i*--a») 

1.2  J.2.3.4 

_^  4/»n4/t«— a«)...r4w'  — 4(^  — ')»}. 

I.2.3...2fl  ' 

-+-      —  lîjt_l  (2t/l  -f-l)f(2/H-l)2—  l] 

I  1.2.3 

_^  (in -h  i>[(2/i-t-i)*  — i)...[(2n-n)»— (2/1-— 1)»]^ 

1.2.3.  .  .(2AÎ-h  i)  ' 

les  signes  supérieurs  de  ces  deux  formules  étant  relatifs  au  cas 
où  n  est  pair  et  les  signes  inférieurs  à  celui  où  n  est  impair  : 

_  (2n-H)«  ^  (2/t-^i)*r(2W-^!)*— 2«)]  _ 

1.2  1.2.3.4 

2/1  __  2/1(4/1*— 1)       2/1(4/1*— i)(4/i*— 3*1  _ 

I.2.3.4.'> 

Les   séries  qui  forment  le  premier  membre  sont  identiquement 
nulles. 


-  70  — 


Sur  les  ellipses  décrites  par  les  points  invariablement  liés  à  un 
segment  constant  et  sur  une  sur/ace  circulaire  du  huitième 

ordre;  par  MM.  J.-S.  et  M.-N.  Vanecek. 

(Séance  du  ao  avril  i883.) 

1 .  Considérons  deux  axes  fixes  rectilignes  ^,  B  dans  un  plan  et 
une  droite  D  dont  deux  points  a,  b  glissent  sur  les  axes  donnés. 
On  sait  que  chaque  point  de  la  droite  D  décrit  pendant  ce  mou- 
vement une  ellipse. 

M.  Jules  de  la  Gournerie  a  démontré  que  le  lieu  des  sommets 
de  toutes  ces  ellipses  est  une  courbe  du  sixième  ordre  et  que 
leurs  fovers  se  trouvent  sur  une  hyperbole. 

M.  Chaslcs  a  considéré  les  autres  points  du  plan  P  dans  lequel 
s'exécute  le  mouvement  de  la  droite  D. 

il  a  trouvé  que  chaque  point  du  plan  P,  invariablement  lié  à  la 
droite  /),  décrit  une  ellipse,  excepté  les  points  d'une  circonfé- 
rence, lesquels  points  parcourent  les  droites  passant  par  le  point 
d'intersection  des  droites  fixes  A,  B, 

Dans  la  présente  Note  nous  allons  étendre  ces  recherches  et 
faire  connaître  une  surface  du  huitième  ordre  engendrée  par  une 
circonférence  comme  application  du  mouvement,  dont  nous  avons 
parlé  tout  à  l'heure,  dans  l'espace. 

1. 

2.  Joignons  le  point  décrivant  c  aux  extrémités  a,  b  de  la  lon- 
gueur constante  qui  se  trouvent  en  une  position  donnée  et  menons 
une  droite  perpendiculaire  cd  du  point  c  à  la  droite  ab. 

Quand  le  triangle  abc  reste  invariable,  son  sommet  c  décrit  une 
ellipse.  A  une  division  de  la  longueur  ab  par  le  point  d  ci  à  l'in- 
finité des  hauteurs  cd  correspond  une  infinité  de  courbes;  de 
même,  aune  hauteur  constante  crf  et  à  l'infinité  des  divisions  de 
la  longueur  ab  correspond  une  infinité  d'ellipses. 

D'après  M.  Chaslcs  on  construit  la  normale  à  Tellipse  engen- 
drée par  un  point  c  en  un  de  ses  points  c  en  élevant  les  normales 


en  les  points  a^b  de  la  droite  mobile  aux  axes  fixes  A^  B.  La 
droite  qui  joint  le  point  de  rencontre  n  de  ces  normales  au  point  c 
est  la  normale  demandée. 

3.  Toutes  les  ellipses  décrites  par  les  points  c  qui  se  trouvent 
sur  la  droite  cd  ont  leurs  centres  au  point  d'intersection  s  des  axes 
fixes  -1,  IL 

De  là  suit  que  chaque  droite  passant  par  5  est  un  diamètre,  en 
direction,  de  toutes  ces  ellipses.  11  est  clair  qu'aux  positions  pa- 
rallèles de  la  droite  mobile  ah  correspondent  les  extrémités  du 
même  diamètre. 

On  peut  demander  l'extrémité  d'un  tel  diamètre  P, 

Par  les  extrémités  a,  b  d'une  position  de  la  droite  D  et  par  le 
point  de  rencontre  s  des  axes  fixes  A ,  B  faisons  passer  la  circonfé- 
rence O  d'un  cercle.  La  droite  donnée  P  rencontre  O  en  un 
point  m.  Joignons  ce  point  au  point  c  correspondant  à  la  posi- 
tion ab.  La  droite  me  rencontre  la  circonférence  O  encore  en  un 
point  m' , 

En  portant  le  segment  cm'  du  point  s  sur  P  jusqu'au  pointe,  ce 
point  est  l'extrémité  du  diamètre  P. 

Cela  résulte  de  ce  raisonnement.  Les  droites  am',  brn!  font  le 
même  angle  que  les  axes  A  y  B,  Quand  nous  supposons  que  les 
sommets  a,  b  du  triangle  mobile  abc  parcourent  les  droites  am', 
bm! y  le  sommet  c  décrit  une  ellipse  E'  dont  le  centre  est  m'  et  qui 
est  superposable  à  l'ellipse  E  décrite  par  le  point  c  par  rapport 
aux  axes  yi,  B.  Le  segment  cm*  est  la  longueur  du  demi-diamètre 
d'ellipse  E'  sur  la  droite  cm. 

Quand  le  point  m' vient  en  5,  les  droites  «rm',  è/w',  cm' prennent 
les  positions  des  droites  A^  /?,  ms\  le  segment  cm' est  donc  la  lon- 
gueur du  demi-diamètre  ms. 

A  deux  points  mi,  m^  de  la  circonférence  O  également  éloignés 
du  point  c  correspondent  deux  diamètres  égaux  de  l'ellipse  £*.  Au 
maximum  et  au  minimum  de  ces  distances  correspondent  les  axes 
de  E^  qui  passent  alors^par  les  extrémités  du  diamètre  co  de  la  cir- 
conférence O. 

On  pourra  ainsi  construire  l'ellipse  E  par  les  points  situés  sur 
les  rayons  du  faisceau  (s). 

i.   Supposons  que  la  circonfércnrc  O  soit  tracée  et  qu'un  dia- 
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mètre  quelconque  la  coupe  en  deux  points  /,  m.  Les  droites  le 
et  me  rencontrent  O  respectivement  en  deux  autres  points  l\nJ 
qui  déterminent  avec  le  point  s  les  directions  des  deux  diamètres 
eonjiigués  de  l'ellipse  E\  eni  est  égale  au  demi-diamètre  sur  mis 
et  el  est  égale  au  demi-diamètre  sur  l's. 

La  propriété  de  ces  deux  diamètres,  l's,  ni'sy  d'après  laquelle 
la  normale  élevée  à  l'extrémité  de  l'un  d'eux  est  perpendiculaire 
à  Taotre,  nous  apprend  que  ce  sont  des  diamètres  conjugués. 

5.  De  cette  construction  des  diamètres  conjugués  résulte  immé- 
diatement la  construction  des  axes  de  l*elUpse  E. 

Le  diamètre  eo  de  la  circonférence  O  rencontre  cette  ligne  en 
deux  points  ni^  y  m^^  et  les  droites  m^s^  ni^s  sont  les  axes  en  direc- 
tion de  l'ellipse  E\  les  longueurs  des  demi-axes  sont  respective- 
ment égales  aux  segments  m^Cy  m^  c. 

De  là,  il  résulte  que  les  axes  de  l'ellipse  E  sont  des  diamètres 
conjugués. 

Nous  vovons  que  la  somme  ou  la  différence  des  axes  des  el- 
lipses Ey  engendrées  par  un  point  c  qui  change  sa  position  sur  la 
droite  cdy  le  segment  ab  étant  invariable,  est  constante  et  égale 
au  diamètre  de  la  circonférence  O, 

Quand  le  point  c  est  placé  au  centre  o  de  la  circonférence  O, 
les  axes  des  ellipses  E  deviennent  égaux.  Donc  : 

Quand  le  sommet  c  d^un  triangle  mobile  abc  est  le  centre  de 
la  circonférence  O  passant  par  les  points  a^  6,5,  ce  sommet  dé* 
crit  une  circonférence  {c)  avant  son  centre  en  s  et  dont  le 
rayon  est  éfi^al  ii  es, 

6.  Considérons  une  droite  quelconque  //,  passant  par  le  pointe, 
qui  coupe  la  circonférence  O  en  deux  points  /«,  ai.  Puisque  Aie, 
me  sont  respectivement  les  longueurs  des  demi-diamètres  mSy  nSy 
nous  obtenons,  d'après  une  propriété  bien  connue  sur  les  transver- 
sales d'une  circonférence,  ce  théorème  : 

On  peut  faire  correspondre  tous  les  diamètres  d'une  ellipse 
deux  à  deux  de  telle  façon  que  le  produit  d*un  tel  couple  soit 
une  quantité  constante,  égale  au  produit  de  ses  axes. 

Quand  on  peut  mener  du  point  c  deux  tangentes  réelles  à  la  cir- 
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conférence  O,  on  voit  qu'il  y  a  deux  diamèlres  égaux,  dont  cha- 
cun se  confond  avec  son  diamètre  correspondant. 

7.  Les  sommets  c  des  triangles  semblables  à  abc,  qui  se  meuvent 
sur  les  droites  fixes  A,B,  décrivent  des  ellipses  concentriques, 
semblables  et  scmblablemcnt  placées. 

Nous  pouvons  appliquer  cette  propriété  à  la  construction  d'une 
ellipse,  dont  on  connaît  le  centre  s  et  trois  points p,  q,  r. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  faut  se  rappeler  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  m ^ 
n  sont  en  un  rapport  constant  est  une  circonférence  qui  a  son 
centre  sur  la  droite  mn.  Cette  circonférence  dis?ise  la  droite  mn 
suivant  le  rapport  donné. 

Soient  donnés  trois  points/?,  q,  r  d'une  ellipse  et  son  centre  5. 
Traçons  une  circonférence  0^  qui  passe  parle  points  et  rencontre 
les  diamètres  P,  Ç,  /f,  passant  par  /?,  çr,  r,  respectivement  aux 
points/>i,5r|,r|. 

Si  nous  construisons  un  point  C|,  qui  remplisse  la  condition 

sp     sq     sr 

ce  que  nous  pouvons  exécuter  au  moyen  de  deux  circonférences  ; 
le  point  Ci  appartient  à  une  ellipse  E',  qui  est  évidemment  sem- 
blable à  Tellipsc  cherchée  E,  car 

sp'  :  sq'  :  sr  =  sp]  sq  :  sr, 

j)\  (f,  r^  étant  les  extrémités  des  diamètres  P,  Ç,  R  de  Teftipse  E'. 
On  détermine  facilement  les  points  p' ,  q\  î\  quand  on  connaît  la 
position  du  point  décrivant  C|  et  sa  circonférence  correspon- 
dante cy. 

Soit  o'  le  centre  de  la  circonférence  O'.  Si  nous  déterminons 
le  point  o  sur  o's  et  le  point  c  sur  C|5,  de  telle  façon  que 

so  ^  sp  _  se 
so'        sp'        SCi 

le  point  c  est  celui  qui  engendre  Tellipse  E,  et  le  point  o  est  le 
centre  de  la  circonférence  O,  correspondant  à  la  position  du 
triangle  mobile,  quels  que  soient  les  axes  fixes  A,  //. 
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8.  Supposons  deux  triangles  abc^  abc' ^  synaétriqucment  placés 
par  rapport  à  la  droite  ab.  Les  sommets  c,  d  décrivent  deux  el- 
lipses, que  nous  appellerons  ellipses  conjuguées, 

La  somme  ou  la  différence  des  axes  de  Tune  est  égale  respective- 
ment à  la  somme  ou  à  la  différence  des  axes  de  Tautre,  ou  la  somme 
des  axes  de  l'une  est  égale  à  la  différence  des  axes  de  l'autre  ellipse. 

Quand  les  deux  axes  fixes -<4,  B  font  un  angle  droit,  les  deux  el- 
lipses conjuguées  sont  égales  et  symétriquement  placées  par  rap- 
port aux  droites  A ,  B, 

Le  point  c  du  triangle  abc  décrit  une  droite  quand  le  sommet  c 
se  trouve  sur  la  circonférence  passant  par  les  points  cr,  6,  s.  Son 
poiïit  symétriquement  conjugué  c\  est  situé  de  même  sur  cette 
circonférence  quand  la  droite  mobile  ab  est  un  diamètre,  ce  qui 
arrive  quand  les  deux  droites  A^  B  sont  perpendiculaires. 

Donc  : 

Quand  r  angle  que  font  les  axes  fixes  A^B  est  aigu,  il  n'y  a 
quun  couple  d'' ellipses  dont  une  devient  une  droite,  et  quand 
A,  B  font  un  angle  droit,  il  y  a  un  seul  couple  d^ ellipses  qui 
deviennent  des  droites. 

Dans  le  cas  où  les  deux  points  c,  c'  se  confondent  ou,  en 
d'autres  termes,  que  le  point  c  est  situé  sur  la  droite  aè,  les  ellipses 
conjuguées  correspondantes  se  confondent  de  même. 

9.  Examinons  le  lieu  des  sommets  des  ellipses  qui  corres- 
pondent aux  points  d'une  droite  perpendiculaire  à  la  droite  mo- 
bile ab  en  un  de  ses  points. 

Les  normales  menées  en  ces  points  a,  b  aux  axes  fixes  A^  B  se 
rencontrent  en  un  point  n  dont  le  lieu  est,  comme  on  sait,  une 
circonférence  (n)  de  centre  s. 

Nous  avons  vu  que  tous  les  axes  des  ellipses  passent  par  le 
point  5.  On  construira  le  sommet  sur  une  droite  passant  par  5, 
comme  il  suit  : 

De  son  point  de  rencontre  n  avec  la  circonférence  (n),  abais- 
sons des  normales  sur  les  droites  yi,  B,  Leurs  pieds  «,  b  détermi- 
nent la  position  correspondante  du  segment  ab.  Exécutons  convena- 
blement la  division  donnée  de  ce  segment  par  le  point  d.  La  per- 
pendiculaire élevée  en  ce  point  à  la  droite  ab  rencontre  le  ravon  ns 
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au  sommet   cherché  v'.  Nous  obtenons  deux  tels  points  sur  la 
droite  nSy  symétriquement  placés  par  rapport  au  centre  s. 

Parmi  ces  ellipses,  il  y  en  a  deux  dont  chacune  se  réduit  à  une 
droite  terminée;  par  conséquent,  deux  des  sommets  de  chacune 
d'elles  se  réunissent  au  point  s. 

De  là  suit  que  le  centre  s  est  un  point  quadruple  de  la  courbe 
qui  est  le  lieu  des  sommets.  Et  comme,  sur  une  droite  passant 
par  5,  il  n*y  a  que  deux  points  distincts  de  5,  il  s'ensuit  que  le 
lieu  (if)  des  sommets  des  ellipses  considérées  est  une  courbe  du 
sixième  ordre. 

Pour  trouver  les  points  à  Tinfini  de  la  courbe  (i^),  plaçons  la 
droite  ab  de  telle  façon  que  sa=:sb,  La  perpendiculaire  ns  à  la 
droite  ab  divise  Tangle  (A,  B)  en  deux  parties  égales,  et  elle  est 
parallèle  à  la  normale  élevée  au  point  d  à  ab.  Leur  point  d*inter- 
section  v  est  donc  à  l'infini.  Par  conséquent,  la  courbe  (p)  a  ses 
points  à  l'infini,  sur  les  bissectrices  de  l'angle  des  droites  A^  B, 

La  courbe  (p)  a  deux  points  doubles  à  l'infini. 

10.  Sur  chaque  droite  P,  passant  par  5,  il  y  a  deux  points  qui 
sont  les  sommets  d'une  ellipse  E  dont  un  axe  est  situé  sur  P.  Les 
foyers  d'une  telle  ellipse  sont  situés  sur  P,  et  le  point  s  est  le  mi- 
lieu de  leur  distance. 

Le  lieu  des  foyers  des  ellipses  E  est,  par  conséquent,  une  co- 
nique (/)  ayant  s  pour  centre. 

Cette  conique  touche  la  courbe  {v)  aux  quatre  extrémités  x^  j:', 
V,  y  des  droites  suivant  lesquelles  sont  dégénérées  deux  ellipses 
delà  série;  de  plus  elle  passe  par  les  points  doubles,  à  l'infini,  de 
la  courbe  {v). 

La  conique  (/)  est  une  hyperbole  équilatère  parce  que  ses  deux 
points,  à  l'infini,  sont  situés  sur  les  bissectrices  de  l'angle  des 
droites  Aj  B\  les  asymptotes  se  coupent  donc  à  angle  droit. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Les  ellipses  ep,gendrées  par  les  points  d*une  droite  C  perpen- 
diculaire et  invariablement  liée  à  la  droite  ab  dont  les  points  cr, 
h  parcourent  deux  axes  fixes  A,  B  ont  leurs  sommets  sur  une 
courbe  {v)  du  sixième  ordre  ayant  deux  points  doubles  à  r in- 
fini et  le  point  s  comme  point  quadruple. 

XI.  G 


-  82  - 


Le  lieu  des  foyers  de  ces  ellipses  est  une  hyperbole  équiUi- 
tère  (/)  qui  coupe  la  courbe  {\f)  aux  points  doubles  à  V infini 
et  la  touche  en  quatre  points.  Les  asymptotes  de  cette  hyperbole 
sont  les  bissectrices  de  V angle  des  droites  A^  B. 


II. 

11.  Considérons  deux  droites  A^  B  qui  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  et  un  segment  constant  ab  dont  les  extrémités  rt,  6 
glissent  sur  ces  droites. 

Un  point  quelconque  c,  dans  l'espace,  est  invariablement  lié  aux 
points  61,  b  de  telle  façon  qu'il  engendre  une  circonférence  C  dont 
le  rayon  est  crf,  le  point  d  étant  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  c  sur  la  droite  ab.  Les  distances  ab,  ac^  bc  sont 
donc  constantes,  et  par  conséquent  de  même  la  division  de  la  lon- 
gueur ab  par  le  point  rf. 

Nous  pouvons  déterminer  la  circonférence  C,  en  construisant 
une  sphère  a  qui  a  son  centre  en  a  et  dont  le  rayon  est  égal  kac\ 
cette  sphère  est  rencontrée  par  une  autre  sphère  ^  de  centre  6, 
ayant  son  rayon  égal  à  bc,  suivant  la  circonférence  C, 

Quand  la  droite  ab  change  de  position,  les  sphères  a,  ^3  le  font 
aussi  ;  la  circonférence  C  engendre  une  surface  {C), 

Déterminons  Tordre  de  cette  surface.  A  cet  effet,  cherchons  les 
points  de  rencontre  d^une  droite  quelconque  C  avec  (C). 

La  surface  [ab)  engendrée  par  le  segment  constant  ab  est, 
comme  on  sait,  du  quatrième  de<<^ré,  et  admet  comme  droites 
doubles  les  droites  A,^  B  et  la  droite  /  à  Tinfini.  Coupons  la 
droite  A  par  une  sphère  décrite  d'un  point  c  de  la  droite  C 
comme  centre,  avec  le  segment  constant  ac  pour  rayon  et  la 
droite  B  avec  le  segment  bt\  et  joignons  les  points  d'intersection 
sur  A  avec  ceux  sur  B.  La  surface  auxiliaire  ainsi  engendrée  est 
ilu  huitième  degré  et  admet  les  droites  A^  B^  I  pour  lignes  qua- 
druples. Cette  surface  rencontre  la  surface  (C)  seulement  suivant 
des  droites,  et,  puisqu'elles  se  rencontrent  encore  en  huit  autres 
droites,  auxquelles  correspondent  huit  points  de  la  surface  (C) 
sur  la  droite  C. 


La  surface  {^C\  est  du  huitième  ordre. 
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12.  Nous  allons  nous  occuper  d'ahord  de  la  surface  qui  pro- 
vient du  mouvement  d'une  circonférence  C,  qui  a  son  centre  d 
sur  un  segment  constant  «6,  dont  les  extrémités  «r,  b  glissent  sur 
deux  droites  A^  jff  situées  dans  un  plan  P. 

Si  les  droites^,  R  font  un  angle  quelconque,  la  surface  (C)  est 
symétrique  seulement  par  rapport  au  plan  P. 

Dans  le  cas  où  les  droites  A^  B  sont  perpendiculaires,  la  sur- 
face (C)  possède  trois  plans  de  symétrie  rectangulaires  deux  à 
deux  :  le  plan  P  et  deux  plans  passant  par  les  droites  A,  B, 

Cependant  la  surface  [C)  a  toujours  un  centre  réel,  qui  est  le 
point  de  rencontre  s  des  droites  A^  B, 

13.  Supposons  que  les  extrémités  du  diamètre  situé  dans  le 
plan  P  de  la  circonférence  C  soient  c,  c.  Ces  points  décrivent, 
d'après  le  n°  8,  deux  ellipses  conjuguées  dans  le  plan  P,  qui  four- 
nissent la  section  réelle  du  plan  P  avec  la  surface  {C). 

Chaque  plan  P|,  parallèle  au  plan  P,  dont  la  distance  à  ce  plan 
est  plus  petite  que  le  rayon  de  la  circonférence  C,  rencontre  la  sur- 
face (C)  suivant  une  courbe  réelle. 

Cherchons  le  caractère  d'une  telle  section. 

Le  plan  P^  coupe  la  circonférence  mobile  C  en  deux  points  c,  d 
qui  se  projettent  orthogonalement  sur  le  plan  P  en  deux  points 
situés  sur  une  droite  C^,  projection  de  la  circonférence  C,  dont  le 
milieu  est  le  point  d. 

Comme  les  éléments  de  notre  figure  en  projection  restent  les 
mêmes,  c'est-à-dire  la  longueur  ab  et  la  division  de  ce  segment 
par  le  point  rf,  les  points  c«,  c\  décrivent  deux  ellipses  conju- 
guées (c^),  (c^),  qui  sont  les  projections  de  la  courbe  (c),  {c') 
provenant  de  la  section  de  la  suriace  {C)  par  le  plan  P,.  Par  con- 
séquent, cette  section  consiste  en  deux  ellipses  conjuguées. 

Un  autre  plan  P'^,  symétrique  de  F^  par  rapport  au  plan  P, 
rencontre  la  surface  (C)  de  même  suivant  deux  ellipses  conju- 
^[uées  respectivement  superposables  à  (c)  et  (r'). 

Donc  : 

Un  plan  parallèle  au  plan  P  des  droites  A,  B  rencontre  la 
surface  (C)  suivant  deux  ellipses  conjuguées. 

Nous  avons  vu,   au    n"  8,  que  Tune   des  deux  ellipses  conju- 


-    8i  - 

filées  peut  devenir  une  droite;  ce  qui  arrive  deux  fois.  Quand  les 
droites  A,  B  font  un  angle  droit,  si  l'une  de  ces  ellipses  devient 
une  droite,  la  deuxième  est  aussi  une  droite. 

Il  y  en  a  ainsi  quatre  sur  la  surface  (6^)*.  Ce  sont  des  droites 
doubles  de  la  surface  (C). 

Quand  les  droites  A^  B  font  un  angle  quelconque,  les  droites 
doubles  ne  sont  pas  deux  à  deux  dans  un  plan  parallèle  au  plan  P; 
seulement  quand  les  droites  A^  B  font  un  angle  droit,  il  y  a  deux 
plans  également  éloignés  du  plan  P  dans  lesquels  se  trouvent 
deux  à  deux  les  droites  doubles  de  la  surface  (C).  Mais,  en  tout 
cas,  toutes  ces  droites  sont  parallèles  au  plan  P.  Les  droites,  symé- 
triquement conjuguées,  sont  parallèles. 

De  là  suit  que  : 

Sur  la  surface  (C)  il  y  a  quatre  droites  doubles  qui  peuvent 
être  deux  à  deux  dans  un  même  plan.  Ces  deux  plans  sont  sy- 
métriquement placés  par  rapport  au  plan  P. 

Le  plan  des  deux  droites  doubles  symétriquement  conjuguées 
par  rapport  à  P  rencontre  la  surface  {C)  encore  suivant  deux  cir- 
conférences. 

Quand  le  plan  sécant  P«  est  à  une  distance  de  P  égale  au  rayon 
de  la  circonférence  mobile  C,  les  deux  ellipses  conjuguées  prove- 
nant de  cette  section  se  confondent  en  une  seule.  Il  touche  alors 
la  surface  (C)  suivant  celte  ellipse.  Il  y  a  deux  plans  qui  rem- 
plissent cette  condition. 
'  Donc  : 

Deux  plans  parallèles  au  plan  P  sont  tangents  à  la  sur- 
face (C)  tout  le  long  d\ine  ellipse;  ces  deux  ellipses  sont  super- 
posables. 

Si  le  point  d  est  le  milieu  du  segment  ab  et  si  les  axes  fixes  A  y  B 
font  un  angle  droit,  les  ellipses  conjuguées  réunies  en  une  seule 
courbe  deviennent  une  circonférence. 

Les  autres  plans,  dont  la  distance  au  plan  P  est  plus  grande  que 
le  rayon  cd  de  la  circonférence  6',  rencontrent  la  surface  {C)  en 
des  ellipses  conjuguées  imaginaires;  de  même  le  plan  de  Tin- 
fini. 

14.  Nous  avons  trouvé,  au  n"  9,   que  les  sommets  des  ellipses 
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conjuguées  sont  situés  sur  une  courbe  (r)  du  sixième  ordre.  Pour 
la  surface  (C),  cette  courbe  est  terminée  par  les  sommets  des 
ellipses  situés  dans  le  plan  P. 

Comme  la  courbe  plane  (i^)  est  la  projection  orthogonale  d'une 
courbe  dont  toute  projetante  contient  deux  points,  la  courbe,  sur 
la  surface,  est  du  douzième  ordre. 

Les  quatre  droites  doubles  sur  la  surface  (C)  sont  des  ellipses 
dont  deux  sommets  se  confondent.  De  là  suit  que  la  courbe  (v)  a 
quatre  points  doubles,  situés  sur  une  droite  passant  par  le  centre  5 
de  (C),  et  deux  points  doubles  imaginaires  à  l'infini. 

Nous  pouvons  énoncer  ce  théorème  : 

Si  les  droites  A  y  B  font  un  angle  droit  y  les  points  doubles 
réels  se  confondent  deux  à  deux,  et  la  courbe  {v)  possède  deux 
points  quadruples  réels  et  deux  points  doubles  imaginaires  à 
C  infini. 

Considérons  une  surface  générale  (C).  Soit  P  un  plan  parallèle 
aux  droites  Aj  B  qui  ne  sont  pas  dans  un  même  plan.  Cherchons 
la  ligne  provenant  de  Tintersectlon  du  plan  P  avec  {C).  La  sur- 
face (C)  a  un  de  ses  points  sur  P  quand  le  sommet  c  du  triangle 
invariable  abcj  dont  deux  sommets  a,  b  glissent  sur  les  droites 
A^  B,  est  dans  le  plan  P.  Projetons  orthogonalement  sur  le  plan  P 
en  ai&|C(,  a^b\c\  les  triangles  abc^  a' b' d  qui  satisfont  à  cette 
condition.  Les  triangles  a^b^c^^  ^\^\^\  sont  superposables,  ainsi 
que  tous  les  autres  obtenus  par  le  même  procédé.  Leurs  som- 
mets ûi,  a'j,  . . .;  6|,  b\y  ...  se  trouvent  respectivement  sur  les 
projections  A^y  B^  des  droites  A^  B  sur  le  plan  P,  et  les  troi- 
.sièmes  sommets  ont  pour  lieu  la  courbe  cherchée.  Il  résulte  alors 
de  ce  qui  précède  que  : 

La  courbe  d^ intersection  d^un  plan  P,  parallèle  aux  droites 
A,  B^  avec  la  surface  (C)  consiste  en  deux  ellipses  conjuguées. 

15.  On  trouvera,  parle  même  raisonnement  que  dans  le  numéro 
précédent,  que  ; 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  coniques  sur  la  surface  (C) 
^st  une  courbe  (/)  du  quatrième  ordre,  partagée  en  deux  par- 
ties, qui  se'  projette  orthogonalement  sur  le  plan  P  su  lisant  une 
hyperbole  équilntèrr. 
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16.  Quand  deux  circonférences  C  de  la  surface  {C)  se  coupent 
en  un  point,  ce  point  est  double.  Le  lieu  de  ces  points  est  une 
courbe  sur  la  surface  qui  se  projette  sur  le  plan  P  suivant  une 
courbe  dont  la  construction  est  la  suivante  : 

D'un  point  a  de  la  droite  A  fixe,  traçons  les  deux  droites  ab^ab^ 
avant  la  longueur  constante  donnée  et  élevons  en  leurs  points 
rf,  rf|  les  perpendiculaires  à  ces  droites  jusqu'à  leur  point  de  ren- 
contre m.  Ce  point  est  la  projection  des  deux  points  cherchés  sur 
la  surface. 

Nous  obtenons  ainsi,  dans  le  plan  P,  deux  parties  d'une  hyper- 
bole dont  une  asymptote  est  la  droite  A^  et  l'autre  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  B.  Le  centre  de  cette  hyperbole  est  le  point  s. 
Si  Ton  effectue  la  même  construction  par  rapport  à  la  droite  B^ 
on  obtiendra  une  autre  hyperbole  ayant  le  même  centre  s  et  la 
droite  /?  pour  asymptote;  Tautre  asymptote  est  normale  à  la 
droite  4. 

Quand  les  droites  A^  B  font  un  angle  droit,  les  deux  hyper- 
boles se  réduisent  à  ces  droites. 

Les  axes  de  ces  deux  hyperboles,  qui  sont  semblables,  ont  les 
mêmes  directions  que  les  axes  de  Thyperbole  (/). 

En  portant  ces  résultats  sur  la  surface  (C),  nous  voyons  qu'il 
y  a  deux  courbes  doubles  sur  cette  surface,  dont  chacune  est  du 
quatric'me  ordre. 

Reprenons  la  construction  de  la  surface  (C).  La  sphère  a,  dont 
le  centre  est  en  a  sur  A  et  le  rayon  est  égal  à  flrc,  rencontre  la 
sphère  jî,  ayant  son  centre  b  sur  B  et  de  rayon  égal  à  èc,  en  une 
circonférence  C  réelle  et  en  une  autre  imaginaire  à  Tinfini.  Cette 
circonférence  est  double  sur  la  surface  (C). 

De  là  suit  que  : 

La  surface  (  C)  possède  une  courbe  double  réelle  du  douzième 
ordre,  dont  quatre  parties  sont  des  droites,  et  deux  autres  par- 
ties  consistent  en  deux  courbes,  chacune  du  quatrième  ordre; 
la  circonférence  ima<^inaire  de  V infini  est  de  même  une  ligne 
double  de  cette  surface, 

17.  Une  sphère  S  ayant  son  centre  sur  la  droite  A  ou  B^  et 
dont  le  rayon   est  respectivement  ar  ou  hr,   rencontre  la  surface 
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(C)  en  deux  Girconférences  C  réelles,  en  la  circonférence  imagi- 
naire de  l'infini,  et  en  une  courbe  de  huitième  ordre. 

Quand  la  sphère  S  a  son  centre  au  point  s  y  les  circonférences  C 
réelles  sont  dans  deux  plans  parallèles. 

Supposons  que  le  segment  constant  ab  se  trouve  dans  la  posi- 
tion perpendiculaire  à  la  droite  B  au  point  b,  La  sphère  S,  ayant 
son  centre  en  a  et  de  rayon  égal  à  aCj  touche  la  surface,  suivant  la 
circonférence  C  correspondant  à  la  position  du  segment  mobile. 
La  même  chose  a  lieu  par  rapport  à  la  droite^. 

18.  Considérons  une  circonférence  C  de  la  surface  (C)  et  cher- 
chons l'ordre  de  la  normalie  de  la  surface  tout  le  long  de  cette 
ligne. 

La  normale  A^  de  la  surface  en  un  point  c  de  la  circonférence  C 
est  la  droite  d'intersection  du  plan  normal  au  point  c  à  la  circon- 
férence C,  et  du  plan  normal  en  ce  point  à  Tellipse  de  la  surface 
passant  par  ce  point. 

Tous  les  plans  normaux  aux  points  c  de  la  circonférence  C 
passent  par  la  droite  ab  correspondante  à  cette  ligne.  La  droite  ab^ 
étant  située  dans  le  plan  P,  est  le  lieu  des  pieds  des  normales  N 
sur  P. 

Les  plans  normaux  aux  ellipses  de  la  surface  {C)  passant  parles 
points  c  de  la  circonférence  C  sont  perpendiculaires  au  plan  P,  et 
leurs  traces  passent  par  le  point  de  rencontre  m  des  normales  issues 
des  points  a,  b  sur  A^  B, 

Par  conséquent,  ces  plans  normaux  passent  par  la  droite  M 
perpendiculaire  au  plan  P  au  point  m.  De  la  suit  que  les  nor- 
males N  rencontrent  aussi  la  droite  M, 

Puisque  les  droites  N  rencontrent  les  droites  aby  J/,  et  la 
circonférence  C,  elles  engendrent  une  surface  du  quatrième 
ordre. 

Donc  : 

La  normalie  à  la  surface  (C)  le  long  d'une  circonférence  C 
èsl  une  sur/ace  du  quatrième  degré. 

•'•19. -Supposons  que  les  axes  fixes  A,  B  fassent  uti  angle  droit, 
et  qu'une  droite  quelconque  ce'  perpendiculaire  au  segment  mobile 
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ah  rencontre  la  circonférence  passant  par  les  points  a^  b^  s  aux 
points  c,  c' . 

A  ces  points  correspondent  deux  ellipses  conjuguées  réduites 
à  des  droites  A' j  B  passant  par  le  point  5. 

La  surface  engendrée  par  la  circonférence  C  ayant  ce  pour  dia- 
mètre peut  être  aussi  regardée  comme  engendrée  par  le  mouve- 
ment d'une  circonférence  C,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au 
plan  Py  et  dont  les  extrémités  c,  c'  du  diamètre  cc\  situé  dans  P, 
glissent  sur  deux  droites  fixes  A\  S , 

Le  plan  P  rencontre  cette  surface  suivant  les  droites  A\  B  qui 
sont  lignes  doubles  de  la  surface,  dont  les  nappes  se  touchent  le 
long  de  ces  droites.  Le  point  s  de  rencontre  des  droites  A\  Jff  est 
le  centre  delà  surface  et  son  point  quadruple. 

Toutes  les  autres  propriétés  de  la  surface  (C)  restent  les 
mêmes. 


\ote  sur  les  résidus  des  invariants  et  covariants 
des  formes  binaires;  par  M.  R.  Pekhin. 

(Séance  du  4  mai  i883.) 


1.    Soit  la  forme  binaire  d'ordre  m 
(i)  l' =(«0»  «1,  «j,  ...,  a;n)(^,  J)*". 

J'appelle  résidu  d'un  invariant  ou  d'un  covariant  de  cette  forme 
ce  que  devient  l'invariant  ou  la  source  du  covariant,  lorsque  y 
fait  am  =  o. 

Je  vais  démontrer  tout  d'abord  que,  étant  donné  son  résidu,  l'in- 
variant ou  le  covariant  est  complètement  déterminé  et  peut  être 
calculé  en  entier. 

Soit,  en  effet,  v  un  invariant  ou  un  péninvariant  (source  d'un 
covariant)  relatif  à  la  forme  U  ;  v  est  une  fonction  des  coeflGcienU 
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ao,  ci|,  ...,  Om'j  en  rordonnant  par  rapport  aux  puissances  crois- 
santes de  am^  nous  pouvons  l'écrire 

On  sail  que  la  seule  condition  que  doive  remplir  v  pour  être  la 
source  d'un  covariant  est  de  satisfaire  identiquement  à  l'équation 
différentielle 

^  ds?  dv  di>  di> 

Désignons,  pour  abréger,  par  -=,  l'opération 

d  d  .  X  ^ 


da\  da^  da„i-i 

P^cjuation  (3)  prendra  la  forme 
-  ^  -  dv  dv 

^Considérons  isolément,  dans  cette  équation,  le  groupe  des 
'xnes  qui  ne  contiennent  pas  Om-  Puisque  l'opération  ^>  appli* 
^e  à  un  terme  quelconque  de  i',  ne  change  pas  l'exposant  de 
^^9m  ^  tandis  que  l'opération  rt^-i  ;i —  le  diminue  d'une  unité,  il 
^^^  clair  que  le  groupe  considéré  s'obtiendra  en  totalité,  et  à  l'ex- 
^^^^■'Sion  de  tout  autre,  en  appliquant  l'opération  --^  à  i'^,,  et  l'opéra- 

'^^^1  -i —  à  («/i,^>_<)-  De  même,  le  groupe   des  termes  contenant 


en  facteur  à  la  première  puissance  seulement  s'obtiendra  en 
^îer  et  à  l'exclusion  de  tout  autre,  en  appliquant  l'opération  -7^ 

^  Vdmt'/»-*)?  et  l'opération  ^ —  à  («^^p-a);  et  ainsi  de  suite.  Et, 

^^Onrae  l'équation  (4)  doit  avoir  lieu  identiquement,   nous  pou- 

^'^Hs  égaler  à  zéro  séparément  chacun  des  groupes  de  termes  que 

^0\xs  avons  ainsi  isolés  danà  son  premier  membre,   ce  qui  nous 

^^nnera,  en  supprimant  le  facteur  commun  am  autant  de  fois  qu'il 


k 
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se  présente,  le  système  suivant  de  /?  + 1  équations 

dvn 


-^  -h  mpatn  \  Vp-\  =  o. 


(ivp- 1 


W 


dvi 


jy      -  mam   1  *^o  -   O, 


Connaissant  Vp^  la  première  de  ces  équations  fournira  Vp^i\  la 
seconde  donnera  de  même  Vp^^  au  moyen  de  Vp^x^i  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  l'avant-dernière,  qui  donnera  ^,;  la  dernière,  donnant  zéro 
comme  résultat,  montrera  que  ant  n'entre  dans  v  qu'à  la  puis- 
sance /?,  et  le  calcul  s'arrêtera  de  lui-même.  Comme  on  sait  d'ail- 
leurs, connaissant  la  source  v  d'un  covariant,  calculer  le  covariant 
tout  entier,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Tout  covariant  ou  invariant  d'une  forme  binaire  est  com- 
plètement déterminé  et  entièrement  calculable,  lorsqu'on  con- 
naît son  résidu. 

Le  système  des  équations  (5)  permet  aussi  de  démontrer  très 
simplement  cette  propriété  connue  des  invariants  et  péninvariants, 
savoir  que  toutes  leurs  dérivées  par  rapport  à  a^  sont  aussi  des 
péninvariants  :  il  suffit  d'ajouter  ces  équations  membre  à  membre 
après  les  avoir  multipliées  par  des  facteurs  convenables.  Ainsi,  en 
ajoutant  la  dernière  équation,  multipliée  par  a^t  à  l'avant-dei^ 
nière,  on  obtient 


c'est-à-dire 


-^-  -h   — -^^ ;-  mUfn  it'o  ~  o, 


/d  d  \ 

"1^  "^  '««//Il  -j —  )  (  «^"i  -+-  «//»  ^'o  )  =  o. 


ce  qui  exprime  que  la  /;  —  i"'""'  dérivée  de  i',  savoir  v'i -f- t/„,ç/Q, 
est  un  péninvariant.  La  dernière  des  équations  (5)  exprime  que  «^o> 
c'est-à-dire  la  z?"*™*  dérivée  de  c,  est  un  péninvariant  par  rapport 
à  là  forme  binaire  d'ordre  /;*  —  i.  et,  par  suite,  aussi  à  Ja  foritte' 
binaire  d'ordre  nK  puisqu'il  ne  n»nferme  pas  ft,„. 
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2.   Le  résida  d'un  covarianl  jouit  de  l\ine  des  propriétés  essen- 
sentielles  de  la  source  de  ce  covariant.  Ainsi  il  est  évident  que 
toute  relation  identique  (ou  syzygie)  entre  des  covariants  et  inva- 
riants   subsiste    entre    leurs    résidus    aussi    bien    qu'entre    leurs 
sources;  et  réciproquement,  je   dis  que   toute   relation  identique 
entre  les  résidus  de  divers  covariants  et  invariants  entraîne  la 
même   relation  entre  les  covariants  et  invariants  eux-mêmes.   En 
^fFet,    soient  V,  V,  V",  ...    les   covariants   et   invariants,    \?p^  \>'^^ 
%^* ,   ...  leurs  résidus;  et  supposons  qu'on  ait  identiquement 

/{vp,  i>;,,  i^;,  ...)  =  o. 

Le  covariant  composé  /(V,  V,  V",  ...),  ayant  un  résidu  iden- 
liquement  nul,  a  sa  source  identiquement  nulle,  en  vertu  deséqua- 
trions  (5);  il  est  donc  lui-même  identiquement  nul,  ce  qui  revient 
à  dire  que  V,  V,  V",  ...  sont  liés  par  la  syzygie 

Par  conséquent,  de  même  que  la  recherche  des  invariants  et  cova- 
riants distincts  d'une  forme  binaire  a  été  ramenée  par  M.  Cayley  à  la 
recherche  des  sources  ou  péninvariants  distincts,  ainsi  cette  der- 
nière recherche  se  ramène  elle-même  à  la  recherche  des  résidus 
distincts,  lesquels  sont  des  fonctions  plus  simples  et  par  suite 
plus  faciles  à  calculer. 

La  méthode  de  M.  Cayley  est  d'ailleurs  applicable  sans  modifl- 
cation  à  cette  recherche  des  résidus  :  si  l'on  connaît  tous  les 
péninvariants  distincts  relatifs  à  la  forme  binaire  d'ordre  m  —  i, 
il  suflira,  pour  obtenir  tous  les  résidus  distincts  relatifs  à  la  forme 
binaire  d'ordre  m,  d'ajouter  à  ce  système  de  péninvariants  une 
seule  fonction  nouvelle  des  mêmes  coefficients  a^^  «i,  «a,  ..., 
«;„_,,  savoir  le  résidu  de  l'invariant  quadratique  de  la  forme 
d'ordre  m,  si  m  est  pair;  ou,  si  m  est  impair,  le  résidu  du  covariant 
de  troisième  degré  et  d'ordre  m  qu'on  obtient  en  prenant  le  jaco- 
bien  de  la  forme  elle-même  et  du  covariant  de  deuxième  degré  et 
de  deuxième  ordre  qui  a  pour  source  l'invariant  quadratique  re- 
latif à  la  forme  d'ordre  m  —  I.  Ce  résidu  étant  ainsi  ajouté  au 
système  complet  des  péninvariants  relatifs  à  l'ordre  m  —  i,  on  le 
traitera  comme  s'il  était  un  nouveau  péninvariant,'  en  le  combi- 
nant avec  les  autres  par  l'hypothèse  ^o  =  o  et  l'élimination  de  a^, 
suivant  la  méthode  connue. 
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3.  Comme  application  de  ce  qui  précède,  proposons-nous  de 
former  le  système  des  résidus  distincts  relatifs  à  la  forme  binaire 
du  cinquième  ordre 

(6)  U  =  ax^  -h  Sbx^y  •+-  locx^y*  h-  lodx^y*  -+-  5exy^  -^ /y^' 

Le  système  complet  des  péninvariants  distincts  relatifs  à  la 
forme  du  quatrième  ordre  étant 

(  M  =  a,     h  =  ac  —  6*,     n=a*d — 3a6c-+-26', 

(7)  { 

(  s  =  ae  —  :\bd  -^3c^f     /  =  ace  -+-  a  bcd  —  ad^  —  b^e  —  c^, 

et  le  covarlant  principal  spécial  à  la   forme  du   cinquième  ordre 
ayant  pour  source  (  *  ) 

•  w'=««y — 5abe-^^acd-i-  Sb^d—  6bc^, 

IjC  résidu  à  ajouter  au  système  (^)  sera 

(8)  Uq  =  ^acd—  5abe  -hSb^d—  Cybc*. 

Faisant  a  =  o  dans  les  six  expressions  (7)  et  (8 ),  elles  devien- 
nent 

I  Hq  =  —  b*,     /lo  =  a6',     5o  =  3c*  —  ibd^ 


(9) 

L'élimination  de  h  fournit  les  trois  relations 


(  /©  —  ^bcd— b^e  —  c^f     u'^^^Sb^d  —  66c*  =  — a65o. 


qui   nous  apprennent,  d'après  un   des  théorèmes  précédemment 
énoncés,  que  les  covariants  composés 

L'«-r4HS«,     HU-NS,     NL'-i-4»*^ 


(')  J'emploie,  pour  désigner  les  invariants,  covariants  et  péninvariants  relatifs 
au  cinquième  ordre,  la  même  notation  que  dans  mes  deux  Notes  sur  le  même 
sujet,  insérées  aux  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences, 
t.  XCVI  (i883),  pages  479  et  563.  P,  P',  . . .  sont  les  covariants  linéaires  ou  du 
premier  ordre,  rangés  d'après  leur  degré  par  rapport  aux  coefficients;  S,  S',  ... 
ceux  du  second  ordre;  T,  T',  ...  ceux  du  troisième;  Q,  Q',  ...  du  quatrième; 
U,  U',  ...  du  cinquième  (U  étant  la  forme  primitive);  H,  H',  ...  du  sixième 
(H  étant  le  hessien);  R  celui  du  septième qI  N  celui  du  neuvième,  l^s  minuscules 
correspondantes  désignent  les  sources  des  covariants,  et  avec  l'indice  o,  leurs 
résidus.  J,  K,  1.  sont  les  trois  invariants  de  M.  Sylvcslcr,  1  c^^l  rîiivariaiil 
gauche  de  M.  Hermitc. 
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soiil  divisibles  par  //,  et  leurs  résidus  divisibles  par  a,   Eflecluanl 
relie  division  des  résidus,  on  trouve  pour  quotients 


M'y*  -T-  4A«*=a«(4c>^«  -f-  21  6«e«  —  So.bcde  -i-a4c3e  H-  \ace^]  —  xias^t^y 
hu'^ —  ns    =a(—  ac^d  —  nabce  —  6b*cd-h  3b^e  —  a^de  -h  3bc^-\-  ^abd^). 


[  nu'^-h  ih*s=a*{iacd*—  Sabde  —  -iSbc^d-h Sb^d^-h  yb^ce  -\-^ac^e-\- 1  •ic*)-4-  6ab*to^ 


ce  qui  montre  que 

ir«H-4nS>H-i2UST    et     NU'-^  iH»S-+-6UHT 

sont  divisibles  par  U^.  Effectuant  la  division  sur  les  résidus,  et 
désignant  pfar  J  l'invariant  et  par  H'  et  Q  les  covariants  qui  s'in- 
troduisent ainsi,  il  vient  les  trois  relations 

/  U'«-h4HS«-f-i2UST  =  U«J, 
(12)  I  nu  -NS  =  UH', 

(  NU'-h4H«S-i-6UHT=  IH(S«  -Q), 

avec  les  valeurs  suivantes  des  résidus  de  ces  trois  nouvelles 
formes  - 

(i3)  I  A;=  a{c^d  —  ibce  —  ade  -h  ibd^)  -^3bto, 

'  qQ=  a(ae*—'ibde-^-icd*-~ic*e)-h3c^  —  Sbc*d-f-2b*d*-h5b*ce, 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  former  les  valeurs  complètes  des  pénin- 
variants  J,  h\  q  sans  n;courir  à  l'opération  -Ty»  Il   suffît  de  rem- 

placer  dans  (la)  les  covariants  par  leurs  sources,  et  de  différen- 
lier  par  rapport  à  /  :  les  dérivées  de  «,  A,  n,  5,  t  sont  nulles, 
ct»lle  de  // se  réduit  à  u^  d'après  sa  valeur  donnée  plus  haut;  il 
vient  donc  simplement 

dJ  ,      dh'         ^      dq  d^J 

ce  qui  donne,  pour  les  péninvariants  complets, 

(i5)  .      I  h'=  uhf  -\-  Aq, 

(  7  =  —  ^f  "^  ^0- 

Pour  aller  plus  loin,  il  faut  faire  «  ==  o  dans  Jq,  //'q,  ^o»  ce  qui 
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donne  les  restes  suivants  : 

i  Joo  =  çfb^e*  —  ';ebcde  -+■  48c» <?  >f-  486rf», 
(16)  \  A'oo^"  —  ^^'0, 

Le  premier  et  le  dernier  de  ces  restes,  combinés  avec  les 
restes  (9),  ne  fournissent  rien  de  nouveau;  mais  le  second  donne 
les  cinq  relations  que  voici  : 

2  /{q  A'o  0  —  ^  '^O  ^0  =  O» 

.  a  A'oo  *o  -  -  3  w'^ 0  ^0  =  o. 

Les  cinq  expressions  h'^  -h  ght^j  ^hh^  —  int,  nh'^  -h  6h^t, 
AJji/'^  4- 6/15/,  ^/i'qS  —  iii^t  sont  donc  divisibles  par  a.  Si  l'on 
forme  ces  expressions  et  que  Ton  effectue  les  divisions,  on  trouve 
que,  pour  la  troisième  et  la  quatrième,  le  quotient  peut  s'exprimer 
en  fonction  des  résidus  déjà  trouvés,  savoir  : 

!nA0-+-  6A*/  =  u{ust  — hqo)f 

que  la  deuxième  et  la  cinquième  fournissent  deux   résidus  nou- 
veaux, que  j'appellerai  r©  et  /Jj,  savoir 

ITo  =  a(  c'  rf  -+-  5  bc*  e  —  5  acde  -h  5  b*  de  —  7  bcd*  -f-  3 ad* )  —  bqotf 
t'^  =  a{-^  nbce*  -h  i^  c* de  —  bd* e  —  6cd*  -^  lade*) 
-h  b{-^i6bcde  —  !xc*d*  ~i-  ^b^e*  -^  3c»«-4-  86rf»), 

avec  les  relations  suivantes  pour  les  covariants  correspondants  : 

(  IIR  =  2HH'-  3NT. 

^  (  i:t'=3U'T-2H's. 

Quant  à  l'expression  h'^  -\-  ght^y  en  la  divi.^ant  par  a  et  ajou- 
tant au  quotient  5^/,  le  résultat  devient  divisible  par  h  et  donne 
un  nouveau  résidu 

\  Po  —  a( ae^  —  2 bde^  -f   14 c* ^*  -    22 cd"^ e  -.   9 c^* ') 
(20)  ' 

(  •-5(-36»r^*-     y.b^d^e-\  K^hr* de— \bcd* -Zc^e -->.€* d^\ 
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dont  le  co>ariant  est  défini  par  la  relation 

(21)  H'>-+-9HT«  =  U(HP    -S>T). 

Les  expressions  complètes  des  trois  nouveaux  péninvariants  r, 
^,  p  s'obtiendront  comme  ci-dessus  en  prenant  les  dérivées  par 
rapport  à /des  relations  (19)  et  (21),  et  tenant  compte  de  (i4)î 
d'où 

"■  df  '     df  '     df  '     df^  " 

et,  par  conséquent. 

Faisons  maintenant  a  =  o  dans  les  expressions  (18)  et  (20)  ;  il 
viendra 


(  /?oo=  —  5^o(^^  —  Bec). 


Comme  on  a  d'ailleurs,  en  vertu  de  (16)  et  de  (9), 
5)  3^00  —  *î  =  5Ao(arf*  —  3ctf), 

limination  de  b  et  de  {id^  —  ice)  entre  («4),  (a5),  (9)  et (16) 
mit  les  huit  relations  suivantes  : 

2  AoToo  —  /^o^oo  =  o, 
'io'*oo -^-aAJyoo  =  o, 

W'o  0  ''00  -î-  2  ^0  *0  ^00  ~  o. 

w'o 0  9^00    -  2 roo*g  =  o, 
'•0  0  ''00  -^  ■  3  /lo  9^00  '0  ^=  ^» 

'•00^00  ■  -  3roo^o  =  o»  •    • 

Aoi?oo -t- (3^00  —  *5)'o  ~  o. 

On  a  ainsi  huit  nouvelles  combinaisons  de  résidus  qui  sont  di- 
viaîhles  par  o.  En  efîectuant  les  calculs,  on  trouve  seulement  trois. 


(^7) 


(ti8) 


-  %  - 
résidus  nouveaux,  savoir  : 

'  ^5)=  a(  —  5abe*  -^  iiacde^  — ùaet^e  -h  î36*rfe* 

-h  ibc^e^  —  ^ibcfi^e  -h  2ibd'' -r-  loc^de  —  loc^d?)  -\~  bp^Q, 

s'  =  a(  —  3ac«»  -h  lad^e^  -^  Z b^ e^  —  bcde^  —  6^^  -r-  6c»e»  —  8c»</«<?  ^ 
-4-  ac*6^«  —  3c»«  —  Zb^de^  —  46«c«<?« 
-r-  yb^cd*e  —  b^d^  H-  56c» ^«  —  46c«flf5, 

1/^^=  a(—a*de^  -^iZabce^ -^  labd^e^—  38ac*rf«» 

H-  34«c«?»e  —  9««?' — iib^e^-h';b*cde^  —  %ib^d^e 
\  -+-  346c»e«  -\-  Hbc^d^e  —  bcd^  —  ^5c^de  -\-  loc'rf»)  -+-  nbs'^^  —  st'^, 

\jCs  covariants  correspondants  satisfont  aux  huit  relations  sui- 
vantes, qui  correspondent  aux  huit  relations  (26)  : 

R«  -h  HQ«  =  U  ( HPS  —  JHT  —  9T»  ), 
aHR  —  NQ  =  U(H'S  —  U'T), 
NR-H!iH«Q=  UT(3UT  — HS), 
'  U'R-h2HQS  =  U(3QT-3S«T-HaHP), 
U'Q~aRS  =  UQ', 
H'R  -f-  3HQT  =   -  U(2HS'  -h  3ST*), 
H'Q  —  3RT  =  — U(U'-h  ST'), 
HP-h(3Q  — S«)T=— US'. 

En  difTérentiant  ces  équations  par  rapport  à  /,  on  obtiendra 

u  -^  =  u^q  —  nu' —  4^*'^» 
du'  di' 

ds'  ,  , ,       - 

—  w -r?    —  ^nh  — 3/I^ 

d'où,  en  tenant  compte  des  relations  (19),  (^^)>  ('7)»  ('2), 
'   -^  =  u{'iq  —  s*)-r-  6hf,  -j^  —---xun, 

(29  )  '  —Tz  =  9A-~  hq  -h  h^^  —  ufi),     --jj^  z=z  —  OLhn, 

d£    _  d^s'   _ 

df  ''  df^    --a/i  , 

tl,    par   conséquent,  les  valeurs  complètes  des  péninvariants  q\ 


-  î>7  - 


//",  s'  seront 


q'  =  —  un/*  -h  [  //(  270  —  s*-  )  -!-  b/tf  I/-T-  r/o, 
(  3o  )  ^  m'  =  4-  hnf*  -i-  2  (  -    //70  -i-  A.*-  —  tfsf  )/  -■-  //'^ , 

s'  =  —  h^/i  —  rofr-s'^. 

Nous  avons  ainsi  obtenu,  en  tout,  quinze  formes  distinctes,  y 
compris  U,  H,  N,  S,  ï  et  U',  avec  seize  syzygies  qui  les  relient 
entre  elles.  On  pourrait  continuer  de  la  même  manière  et  obtenir, 
de  proche  en  proche,  les  huit  formes  distinctes  qui  restent  à  dé- 
finir pour  avoir  le  système  complet  :  on  aperçoit,  en  effet,  à  l'in- 
spection des  relations  (27),  que  q'  et  /?,  u"  4-  st'  et  5' forment  deux 
couples  nouveaux,  lesquels,  combinés  entre  eux  et  avec  les  quatre 
couples  déjà  trouvés  (A,  n),  (s,  //'),  (^,  //'),  (^,  r),  permettent 
d'écrire  immédiatement  vingt  nouvelles  identités  analogues  à  (  26), 
et  d'obtenir,  par  conséquent,  vingt  nouvelles  syzygies  entre  des 
invariants  et  covariants,  dont  quelques-uns  pourront  être  nou- 
veaux ;  avec  ceux-ci,  on  continuerait  de  la  même  manière  jusqu'à 
ce  que  toutes  les  combinaisons  possibles  ne  donnent  plus  que 
des  quotients  pouvant  s'exprimer  au  moyen  des  résidus  déjà 
connus  :  le  système  des  résidus  sera  alors  complet,  et  tous  les 
péninvariants  distincts  pourront  s'exprimer  en  fonction  de  ces 
résidus  et  des  cinq  péninvariants  //,  A,  /?,  .ç,  t.  Mais  je. ne  pour- 
suivrai pas  plus  loin  ces  calculs,  qui  se  compliquent  de  plus  en 
plus  et  ne  pourraient  que,  conduire  à  des  résultats  déjà  connus  et 
plus  faciles  à  obtenir  par  d'autres  méthodes.  Je  me  bornerai  à 
faire  remarquer  que  les  résidus  distincts  successivement  trouvés 
se  groupent  par  couples,  tels  que,  des  deux  covariants  correspon- 
dants, l'un  est  toujours  le  jacobien  de  l'autre  et  de  la  forme  pri- 

iiiitive  U.  C'est  ce  qu'il  était  aisé  de  prévoir;  car,  si  un  cerlain 

covariant  distinct  est 

\€^  jacobien  W  de  \]  et  do  V  aura  pour  source 

II'  —  mp  .a  —  pv.h, 

C'X. pression  qui  se  réduit  à  — p/n'  dans  l'hypothèse  /?  =  o;  les  ré- 
sidus i'o,  n'o  de  ces  deux  covariants  donneront   donc  pour  (t  =  o 

XI. 
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deux  restes  i'oo»  ♦^'oo  liés  par  la  relalioii 

en  sorte  que  les  covariants  coinpos^fs 

seront  nécessairement  divisibles  par  U.  Et  si  Z  est  le  jacobien  de 
W  et  de  U,  on  aura  de  même 

ZQQ  =  —  (p-\-m  —  i)bi%'Qo  =  p(p-{-  m  — 'x)b^VQQ  =  ^ p(p  -h  m  —  a)A«4'o«^ 

ce  qui  entraîne 

Z  =  —  />  (/?  -+-  m  -  2  )  IIV  H-  i:z', 

Z'  étant  une  fonction  de  covariants  plus  simples  ;  en  sorte  que,  si 
V  et  W  sont  des  formes  distinctes,  il  ne  peut  en  être  de  même 
de  Zy  et  que  la  considération  de  ces  deux  formes  donne  bien  lieu 
à  un  couple  et  non  à  une  série  indéfinie  de  formes  distinctes. 

4.  Reprenons  l'expression  (2),  en  remplaçant  a^  par  le  rapport 
-  de  deux  variables,  et  multipliant  par  7;^  pour  établir  Thomo- 
^énéité  : 

(3i)  v  =  Vq^P'\-  pvt^P'^T,  -\-  £i£_ILL'r,Çp--«T,«-r-...-i-i>7)/'. 

Telle  sera  l'expression  générale  d'un  péninvariant  dans  lequel 
Un  entre  à  la  puissance  p;  je  dirai  que  le  résidu  Vp  d*un  tel  pénin- 
variant est  de  rang/>.  Pour  revenir  à  la  forme  (9.),  il  suffît  de  rem- 
placer ^  par  am  et  tj  par  l'unité. 

Tous  les  péninvariants  relatifs  à  la  forme  binaire  U^  d'ordre  m 
deviennent,  à  ce  point  de  vue,  des  formes  binaires  de  divers  or- 
dres par  rapport  aux  variables  Ç,  Tj  (à  l'exception  de  ceux  qui 
étaient  en  même  temps  relatifs  à  la  forme  Vm-i  d'ordre  m  —  i,  et 
qui  ne  renferment  pas  ces  variables).  La  considération  de  ces 
formes  donne  lieu  au  théorème  suivant  : 

Tout  invariant  oucovariant  d'un  ou  plusieurs  péninvariants 
relatifs  à  U«,,  considérés  comme  formes  binaires  aux  variables 
Ç,  7j,  est  encore  un  péninvariant  relatif  à  Uni- 


-  U9 
Kn  cflet,  soient 


i»  =  vo  ^P  _f- p^*^  iP-i  Ti  -    . . .      i'p  T/, 


divers  péninvariants  relatîts  à  \Jm  et  (v  un  invariant  ou  covariant 
du  système  composé  de  ces  formes  en  $,  r^.  Comme  l'a  montré 
M.  CayleVy  iv  peut  être  défini  comme  satisfaisante  la  condition 

/      div  cfw  div 

*  32  )         < 

div         ,  div  ,       dw 

— i-  />i*         «    — — .    -i-  €'       ■  -     ■  .  •  •  -4--  /7i\.      . -4-  •  •  •  • 


Maison  a,  en  vertu  de  (.')  ), 


< 

-      /fUlfn.iV». 

'ht 
< 

"  ■--  '>.niafn..\\*\. 

< 

•    •    • 

TT^  —  2//l«;n    lt'|. 

La  condition  (32)  peut  donc  s'écrire 

rfip  _  dw  dç\        rfiv  ^j  dw  dv\        dw  dv\ 

ce  qui  n'est  autre  chose  que 

I  33)  --  /wa^_,T,-^  —  —, 


■»  *  ^ 


puisque,  pour  effectuer  ropération  ^,  il  est  indifférent  de  Teffcc- 

luer  directement  sur  les  coefficients  ^i,  /ij,  ...,  //«_♦,  ou  de 
Teflectuer  avec  l'intermédiaire  de  fonctions  déterminées  t'o?  «i»  •••» 
i?g,  i^', ,  ...  de  ces  coefficients;  et  que  pour  r^,  i*'^,  ...  on  a  d'ail- 
leurs 

di.  di' 


^   =  o.      -    *  =  o. 


—    lOU  — 

Soit  niainlenanl 

r{  r  -  -  I ) 
I  .u 

le  covarianl  iï'  :  en  lui  appliquant  la  condition  (33)  et  égalant  se — 
parement  à  zéro  les  coellicients  de  Ç'*,  $''~*t,,  ;''  ^r,^,  . . .,  il  vieni 
le  système  de  relations 


~u//Ki,„_i(ri  = 


-rma,„.  ii»V-i  = 


lerjuel  n'est  autre  que  le  système  (5),  et  exprime,  par  conséquent, 
que  (V  est  un  péninvariant  relatif  à  Uw 

Ce  théorème  permet  d'obtenir  un  grand  nombre  de  syzygîcs 
entre  les  invariants  et  covariants  de  L,„,  lorsqu'on  connaît  les  ex- 
pressions de  ces  invariants  et  des  sources  de  ces  covariants  en 
fonction  de  Ç,  r,  et  des  résidus  distincts.  Si  Ton  construit,  par 
exemple,  un  invariant  de  ce  système  de  formes  en  $,  r,,  on  aura, 
d'après  le  théorème,  un  péninvariant  relatif  à  U;„,  mais  qui,  ne 
contenant  plus  «;„,  sera  en  même  temps  relatif  à  Vjm-x'i  l'expres- 
sion ainsi  formée,  dans  laquelle  entreront  les  résidus  d'un  certain 
nombre  de  covariants  de  Umi  sera  donc  égale  à  une  autre  expres- 
sion ne  contenant  que  ceux  de  Um-i,  et  qui  sera,  par  conséquent, 
connue,  aux  coefficients  numériques  près,  à  cause  de  la  double 
condition  d'homogénéité  pour  le  degré  et  pour  Tordre  :  il  ne  res- 
tera plus  qu'à  déterminer  les  valeurs  des  coefficients  numériques 
en  choisissant  convenablement  des  cas  particuliers.  Je  donnerai 
plus  loin  quelques  exemples  d'application  de  cette  méthode  à  la 
recherche  de  nouvelles  syzygies. 

Puisque  tout  invariant  et  covariant  d'un  système  de  péninva- 
riants  de  \jmy  considérés  comme  formes  indépendantes  en  Ç,  tj,  est 
un  péninvariant  de  Um,  on  peut  se  proposer  de  construire  le  sys- 
tème le  plus  simple  de  péninvariants  de  U;„  qui  fournisse,  par 
ses  invariants  et  covariants  par  rapport  à  $,  r,,  le  système  complet 


des  péninvariaiits  distincls  de  \j„f  Je  montrerai  plus  loin  que,  pour 
/n  =  2,  S  ou  4,  ce  svstème  le  plus  simple  est  celui  des  invariants 
de  U;„,  en  y  ajoutant  la  forme  linéaire  r,,  qui  doit  être  nécessaire- 
ment introduite,  puisque  Ton  sait  que  la  dérivée  par  rapport  à  ^ 
de  tout  péninvariant  est  encore  un  péninvariant.  Il  serait  intéres- 
sant de  savoir  s'il  existe  un  système  simjile  analogue  pour  les  for- 
mes binaires  d'ordre  supérieure  4- 

5.  J'ai  défini,  plus  haut,  un  résidu  de  rang  p,  comme  étant  le 
résidu  d'un  péninvariant  d'ordre  p  en  Ç,  r^  :  c'est  le  coefficient  de 
r^P  dans  le  développement  de  ce  péninvariant.  Il  est  évident  que  le 
coefiîcient  de  Çt/"*  dans  ce  développement  sera  un  résidu  de  rang 
p  —  I,  car  ce  sera  le  résidu  du  péninvariant  d'ordre />  —  i  en  Ç  et 
T,  qui  se  déduit  du  précédent  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  Ç; 
et,  en  général,  la  fonction  des  coefficients  no,  cit,  . . .,  am-^,  qui 
multiplie  ^^r^P~^  dans  le  développement  d'un  péninvariant  d'or- 
dre /?,  sera  un  résidu  de  rang  q]  les  résidus  de  rang  zéro  seront 
les  péninvariants  relatifs  à  la  fois  à  Vm  et  à  U/w_|.  Le  système  des 
relations (5)  montre  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  fonction  de  «o?  «o  •  •  •  »  «m_i  soit  un  résidu  de  rang  q  est 

que,  en  lui  appliquant  l'opération  -j;,^  on  obtienne  le  produit  de 

^m-i  par  un  résidu  de  rang  q  —  i . 
Ceci  posé,  je  vais  démontrer  lé  théorème  suivant  : 

Tout  résidu  de  rang  q,  relatif  à  V ordre  p -\- i  et  construit 
^^t^ec  les  coefficients  d'un  péninvariant  v  d'ordre  p  en  Ç,  r|,  est 
ci^ié^si  un  résidu  de  rang  (p  -hi)q  par  rapport  à  la  forme  Vm- 

Supposons,  en  effet,  le  péninvariant  mis  sous  la  forme  (3i).  Le 
*ésidu  iVç  de  rang  çr,  construit  avec  ^o?  ^'i,  •  •  •  >  ^p  comme  se  rap- 
M>Knant  à  une  forme  d'ordre  />  -|-  i ,  satisfera,  d'après  (5),  à  la  con- 
lic^ion 

*^V — I  étant  un  résidu  de  rang  q  —  i  construit  aussi  avec  i'oi  ♦^'i^  •••, 
^>-  Multipliant  les  deu\  membres  de  celle  relation  par  —  ///t/„,_,, 
^^  «remplaçant,  comme  dans  la  dcmonslralion  du  théorème  de  l'ar- 

Uelç  préccdenl,  —  ///<?,„..,  r,,  par  -  *' »  —  >.niam^\  i'i  par  -p>  •  •  •> 
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il  Yienl 


r/est-à-din» 


Comme  Vp  est  un  résidu  de  rang  p  par  rapport  à  U^,  cette  rela 
tion  montre  que  le  théorème,  étant  supposé  vrai  pour  «v^_i,  le  se 
encore  pour  iVç  :  car  (v^-i  étant,  par  hypothèse,    un  résidu  d 
rang  (/>  +  i)(  7  —  i)  par  rapport  à  U;,,,  i';,cv^_i  sera  un  résidu  d 

rang/>  -H  (/>  +  i)(7  —  i),  et  (v>^qui  par  l'opération  ^  donnea^N-if  ^ 
multiplié  par  ce  résidu^  sera  lui-même  un  résidu  de  rang 

p-^iP'^i)iq  —  l)-^U 

c'est-à-dire  {p-\-^)(J'  Or  le  théorème  est  évidemment  vrai  pour 
7  =  I  :  il  est  donc  démontré  pour  toute  valeur  de  q. 

Ce  théorème  peut  servir,  comme  le  précédent,  mais  moins  sim- 
plement, à  obtenir  de  nouvelles  syzygies,  à  condition  qu'on  ne 
l'applique  qu'à  former  des  résidus  de  péninvariants  dans  lesquels 
le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  \  ne  soit  pas  simple- 
ment une  puissance  de  Vq.   Car  dans  l'expression  (3i)  tout  coeffi- 
.cient  Cy  est  par  rapport  à  \Jm  un  résidu  de  rang  égal  à  son  in- 
dice; toute  fonction  isobarique  de  ces  coefficients  sera  donc  par 
rapport  à  U,„  un  résidu  de  rang  égal  à  son  poids  tc.  La  circon- 
stance que  cette  fonction  est  un  résidu  de  rang  q  relatif  à  l'ordre 
p  -H  K   n*entrainera  donc   une   réduction    dans   son  rang  comme 
résidu    par  rapport  à  \Jm  que    si   (/> -4- 1)7  <  7t,   et   c'est   cette 
réduction  seule  qui  entraine  Texistence  d'une  syzygie.  Or  on  voit 
facilement  qu'un  résidu  de  rang  q  par  rapport  à  une  forme  d'ordre 
(p-\-i)  est  de  poids  {p  -h  i)q  -f-  A,  X  étant  le  poids  du  coefficient 
de  ;7  dans  le  péninvariant  complet  correspondant.  La  condition 

revient  donc  k  celle-ci,  a  >•  o,  ce  qui  exclut  les  résidus  de  pénin- 
variants dans  lesquels  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  \  serait  simplement  une  puissance  de  i\. 
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6.  Je  vais  appliquer  les  nolions  précédentes  au  cas  de  m  =:^  2, 
m=i  3  et  4. 

Pour  m  =  2,  la  forme  U2  =  ax^  4-  'ibxy  4-  cy^  n'a  qu'un  in- 
variant D  =  a$  —  6*T,  ;  en  le  combinant  avec  la  forme  linéaire  t), 
on  n'obtient  que  le  jacobien  a,  péninvariant  commun  à  U^  et 
à  U|. 

Pour  /?i=3,  la  forme  \}^  =  ax^  '\'Zbx^y  '\'  icxy^  ~\-  dy* 
n'a  qu'un  invariant,  savoir  son  discriminant 

en  y  ajoutant  la  forme  linéaire  r,,  on  obtient  tous  les  péninva- 
riants  distincts,  savoir  : 

Jacobien  de  A  et  de  T^..     n   —  a«J -i-(2  6*  —  3a6c)T,, 
Résaltant  de  A  et  de  r, .     a*  =  a», 

Discriminant  de  A (26*  —  3a6c)*  —  a*(4ac»  —  36«c«) 

=  — 4(ac  — 6»)»=  — 4A». 

/i  est  la  source  du  covariant  cubique  ;  a  el  h=^ac  —  6^,  trouvés 
comme  invariants  du  système  en  Ç,  r^y  sont  les  sources  de  la  forme 
elle-même  et  de  son  hessien,  c'est-à-dire  des  péninvariants  com- 
muns à  Ua  et  à  U3. 

Pour  m  =47  1a  forme  primitive 

Uv  =  ax^  -h  \bx^y  -♦-  ^cx^y^  -h  idxy^  -r-  ey^ 

possède  les  deux  invariants  S  et  T,  dont  les  expressions  en  fonc- 
tion de  i  et  7|  sont 

V  -^  h\ -\- {'xbcd   -  ad^   -  c^ )r,, 

h  désignant  comme  ci-dessus  le  péninvariant  ac  —  é*-*. 

En  ajoutant  à  ces  deux  formes  linéaires  la  forme  linéaire  7^,  on 
n'obtient  aucun  covariant,  mais  seulement  les  trois  résultants  de 
ces  trois  formes  prises  deux  à  deux,  savoir  : 

(S,  T,T—  «. 
(  T,  y,  )  ■--  //. 

iT,    S)-:   A, 

A  étant  le  discriniiiianl  do  Li^i  et,  par  suiUv  un  péninvariant  coni- 
iinin  à   l  .1  f't  à  l  t. 


il  esl  à  remarquer  toutefois  que  nous  n'obtenons  pas  la  source  n 
du  covarîant  N  du  quatrième  ordre.  Au  point  de  vue  où  nous  nous 
sommes  placés,  n  serait  un  invariant  gauche  du  svstème  des  trois 
formes  linéaires  S,  T,  r^  ;  un  tel  invariant  n^existe  pas,  en  général, 
lorsque  les  trois  formes  linéaires  considérées  ont  leurs  coeflScieDts 
absolument  indépendants. 

L^élimination  de  Ç  entre  S  et  ï  donne 

/iS  —  uT  =  At,, 

c'est-à-dire  l'expression  de  A  en  fonction  de  covariants  plus  sim- 
ples. 

Et,  en  général,  lorsqu'on  aura  deux  péninvariants  distincts  li- 
néaires par  rapport  à  i  eCr^,  l'élimination  de  ^  fournira  immédiate- 
ment une  svzvgie  entre  ces  péninvariants  et  ceux  qui  appartien- 
nent à  la  forme  d'ordre  m  —  i  ;  c^est  d'ailleurs  un  cas  particulier 
du  procédé  déjà  indiqué,  par  la  formation  d'invariants  du  svstème 


en  ;,  t.. 


7.  J'arrive  à  quelques  applications  du  théorème  du  n°  4à  Fétude 
des  invariants  et  covariants  de  la  forme  binaire  L's  du  cinquième 
ordre. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  les  expressions  suivantes  pour 
quinze  des  vingt-trois  péninvariants  distincts  relatifs  à  celte 
forme  : 

i"*  Péninvariants  communs  à  L  5  et  à  L  4  : 

Uf  /i,  5,  /,  n  (formules  7); 

n    est  le  seul  qui  soit  gauche,  c'est-à-dire  de  poids  impair. 

•>/'  Péninvariants  spéciaux  à  L  .,  : 

7  =—  '»;  — VoT.. 

/•    =  u^-;  —  roT,, 

/'   =  1  ^  1//  —  a /«  I ;  —  /ç T,, 

p    =  flA;2  — iA;^;T.  — /loT.î. 

W'  =  —  /i/l  ;i  —  •>  (  _  /i^^  —  hs*  —  USt  t;T,  —  li'^  T,î. 


Oi 
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On  peut  y  ajouter  celles-ci  : 


-f-a(5;;-i-2/5;)ÇT,»-+-LoTiS 

<]ui  se  déduisent  facilement  des  précédentes  et  des  formules  que 
j'ai  données  ailleurs  pour  l'expression  des  invariants  R  et  L  du 
huitième  et  du  douzième  degré,  ainsi  que  de  5"  et  l",  savoir  : 


uK  =  Jst  —  lis' t — p(q  -\-  5*), 
3mL  =  (/>»  -f-  4J5'  — K*)/  —  3pss', 


\ 

(36)  ; 

^     ^  '      us"  =  u'  s'  -h  Kp  —  hp'  -+-SU', 

ut"  =  —  'ih's'—  Ztu—Zstt\ 


Formons,  comme  première  application,  le  discriminant  de  s' 
considéré  comme  forme  binaire  quadratique  en  ç,  r,.  Ce  sera 

Puisque  cette  quantité  est  un  invariant  du  système  en  ç,  Yj,  elle 
doit  pouvoir  s'exprimer  en  fonction  de  w,  A,  /î,  s,  t;  et,  par  suite, 
il  en  sera  de  même  du  péninvariant 

Mais  le  covariant  correspondant  étant  droit,  de  degré  10  et 
d'ordre  i4)  îl  faut  que  l'on  ait 

r«  -h  4  A*/  =  a  ut^  -h  3  us^  t -t- ^ hst*  -h  0  /is^, 

a,  p.  Y,  3  étant  des  coefficients  numériques^  car  ce  sont  les  seules 
combinaisons  possibles  de  w,  A,  /i,  5,  t. 

Pour  déterminer  a,  p,  y,  0,  supposons  A  =  o;  la  première  rela- 
lion  (19)  donne  u'^r''  =  i)n^t^  =  —  gu^t^^  à  cause  de  la  syzygie 
bien  connue 

n*  -h  4  /t'  =  m'  /is  —  m'  /  ; 


r'  doit  donc  se  réduire  à  — ç^ut^,  ce  qui  exige  a  =  —  9,  ^  ==  o. 
Faisant  ensuite  ^  =  o,  on  trouve,  à  cause  de  ur  =  "ihh'y  h''^  =  uhp^ 
us'=z  —  hp  [relations  (19),  ('>-i)  cl  (  9.8)  pour  /  =  o],  que  8  =  0. 
Faisant  cnfm  w  =  o,  el  tenant  compte  de  la  première  relation  (28), 
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on  voit  que 

doit  se  réduire  à  zéro  pour  ^/  ^^  o;  considérant  le  terme  en  c",  on 
trouve  Y  =  —  3.  La  syzygic  cherchée  est  donc 

(3;)  R«   :-4H*S'^--3T«(lIS-h3LT), 

et,  en  la  comparant  avec  la  première  des  syzygies  (28),  on  trouve 
celle-ci 

(38)  Qi_jST*  — 4HS'=:  U(PS— JT), 

que  j'ai  donnée  aussi  ailleurs. 

Comme  second  exemple,  formons  le  résultant  de  r  et  de  /',  qui 
devra  être  égal  à  une  fonction  de  u,  h,  a^  s,  t.  On  aura  donc 

puisque  le  covarîant  ayant  pour  source  le  premier  membre  est 
gauche,  de  degré  9  et  d'ordre  i5;  ce  qui  entraîne  la  forme  donnée 
au  second  membre. 

Pour  déterminer  a,  faisons  ^  =  o:  t' devient en  vertu  de 

(19),  iir  devient  de  même  %hh\  et  l'on  a  a  =  o. 

Pour  déterminer  3,  faisons  5  =  0;  t!  devient  >  ur  devient 

ihh' —  3/1/,  et,  à  cause  de  uh' —  hu=  o,  il  vient  ^  =  9.  La  syzygie 
cherchée  est  donc 

et,  si  Ton  y  remplace  UR  par  sa  valeur  silIH' —  3 NT  et  qu'on  di- 
vise par  2  H,  elle  se  réduit  à  celle-ci,  que  j'ai  également  donnée 
ailleurs, 

(39)  HS-;-nT'— 3H'Tr=o. 

Je  bornerai  ici  ces  applications,  en  faisant  remarquer,  pour  ter- 
miner, que  les  propriétés  énoncées  pour  les  résidus  des  péninva- 
riants  relatifs  à  une  forme  binaire  unique  s'étendent  sans  difficulté 
au  cas  d'un  système  de  plusieurs  formes  binaires  indépendantes, 
en  considérant  alors  comme  résidu  ce  que  devient  la  source  d'un 
covariant  ou  invariant  de  ce  syslcme,  (|uand  on  \  suppose  nul  ]o 
dernier  coellicirnt  de  l'une  des  formes  priniilivcs. 
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EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX 


SÉANCE  DU  3  NOVEMBRE  1882. 

PRÉSIDENCE   DE  M.    HALPHEN. 

Communications  : 

M.  Tchebicheff  :  Sur  les  segments  (Tares  paraboliques. 

M.  Sophus  Lie  :  Sur  les  équations  différentielles  qui  admet- 
tent des  transformations  infinitésimales, 

M.  Lemoine  :  Sur  quelques  questions  de  probabilité. 

M.  Laguerre  :  Sur  le  système  des  hypercycles  tangents  à 
quatre  semi-droites  données, 

M.  Stephanos  :  Sur  la  représentation  des  cycles  par  les  points 
<le  V espace, 

M.  Picard  :  Sur  les  formes  quadratiques  et  sur  les  groupes 
<liscontinus. 


SÉANCE  DU  17  NOVEMBRE  1882. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   HALPHEN. 

Elections  :  M.  TchebichefT,  présenté  dans  la  dernière  séance 
par  MM.  Halphen  et  Picquel,  est  élu  membre  de  la  Société» 

Communications  : 

M.  Haton  de  la  Goupillière  :  Sur  les  tambours  spiraloïdes  pour 
^es  câbles  d* égale  résistance, 

M.  Laguerre  :  Sur  les  fonctions  entières. 

M.  Laguerre  :  Sur  les  courbes  de  direction. 

M.  Poincaré  :  Sur  les  points  singuliers  des  équations  diffé- 
^'entielles, 

M.  Vanècek  adresse  un  Mémoire  manuscrit  :  Sur  lesplans-tau' 
^ents  des  surfaces  et  sur  les  plans  osculateurs  des  courbes  à 
riouble  courbure. 
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M.  Picard  adresse  un  Mémoire  manuscrit  :  Sur  la  réduction  du 
nombre  des  périodes  des  Intégrales  abéllennes;  en  particulier  y 
dans  le  cas  des  courbes  du  second  genre. 

M.  Schoute  adresse  deux.  Noies  manuscrites  :  l'une,  Sur  le  lieu 
des  centres  des  hyperboles  équilatères  qui  ont  un  contact  du 
troisième  ordre  avec  une  parabole  donnée;  Tautre,  sur  deux 
théorèmes  relatifs  aux  centres  des  courbes  algébriques. 

M.  Schlegel  adresse  une  Note  manuscrite  :  Sur  le  théorème  de 
M,  Luisant  relatif  aux  centres  de  gravité. 


SÉANCE  DU  l*"^  DÉCEMBRE  1882. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    FOURET. 

Elections  :  M.  Delannoy,  sous-in tendant  militaire,  et  M.  Le 
Pont,  présentés  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Lucas  et  Laisant, 
sont  élus  membres  de  la  Société. 

M.  Autonne,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  présenté 
dans  la  dernière  séance  par  MM.  Picard  et  Picquet,  est  élu  membre 
de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Poincaré  :  Sur  les  conditions  de  convergence  des  séries 
ordonnées  suivant  des  polynômes, 

M.  Lebon  :  Sur  l'équation  de  la  section  droite  du  second  ex- 
trados d^un  berceau  coudé. 

M.  Weill  :  Sur  certaines  propriétés  métriques  des  coniques 
et,  en  particulier^  du  cercle. 

M.  Fouret  :  Sur  une  propriété  relative  à  deux  systèmes  ma- 
tériels, composés  d'un  même  nombre  de  points  ayant  des  masses 
égales  chacune  à  chacune. 

M.  Stephanos  :  Sur  un  théorème  d'Algèbre. 

M.  de  Presles  :  Sur  le  développement  en  série  de  tangx. 
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SÉANCE  DU  16  DÉCEMBRE   1882. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    ANDRÉ. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  une  relation  entre  les  rayons  de  courbure 
en  des  points  correspondants  de  deux  courbes  inverses, 

M.  Perrin  :  Sur  la  formation  de  la  résolvante  de  La  grange 
jfiour  V équation  du  cinquième  degré, 

M.  Aiitoniie  :  Sur  les  intégrales  algébriques  des  équations 
4.lijféren  t i elles  lin  éa  ires . 


SÉANCE  DU  .")  JANVIER    188,^ 

PRÉSIDENCE   DR   M.    HALPHEN. 

Le  Bureau  et  le  Conseil  sont  renouvelés,  comme  l'indique  l'état 
<|ui  est  au  commencement  du  Volume. 

Élections  :  M.  Lesage,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  pré- 
^^enté  à  la  dernière  séance  par  MM.  Lebon  et  de  Presle,  et  M.  d'O- 
czîagne,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  présenté  à  la  der- 
*^îère  séance  par  MM.  Brisse  et  Picquet,  sont  élus  membres  de  la 
Société. 

Communications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  la  Géométrie  de  direction. 


SÉANCE  DU  19  JANVIER    1883. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    ROUCIIÉ. 

M.  Perrin,  au  nom  de  la  Commission  des  comptes,  donne  lec- 
iire  du  rapport  de  M.  Halphen  sur  la  gestion  du  trésorier  en  1882. 
ur  sa  proposition,  la  Société  vote  des  remerciements  à  M.  Claude- 
X^afontaine,  et  une  gratification  à  ses  agents. 

Elections  :  M.   Ohrtmann,  rédacteur  du  Jahrbuch,  présenté 
Uans  la  dernière  séance  par  MM.  Halphen  et  Slephanos;  M.  Macé 
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de  Lépinav,  professeur  de  Malhématiques  spéciales  au  lycée 
Henri  IV,  présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Rouché  el 
André;  M.  Viellard,  manufacturier,  présenté  dans  la  dernière 
séance  par  MM.  André  el  Pcrrin  ;  M.  David,  lieutenant-colonel  d'Ar- 
tillerie en  retraite,  présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Goui^ 
sat  et  Picquel,  sont  élus  meinbres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Weill  :  Sur  des  propriétés  métriques  relatives  au  cercle, 

M.  Laguerre  :  Sur  les  hvpercycles  cubiques. 

M.  Genty  adresse  un  Mémoire  manuscrit  :  Sur  les  quartiques 
gauches  unicursales,  et  sur  les  courbes  unicursales  d'ordre  m 
qui  ont  m  —  i  points  communs  avec  deux  droites. 


SÉANCE  DU  2  FÉVRIER   188:j. 

PRÉSIDENCE  DK   M.    ROUCHÉ. 

Elections  :  M.  Smith,  professeur  à  l'Université  d'Oxford,  pré- 
senté dans  la  dernière  séance  par  MM.  Halphen  et  Slephanos,  est 
élu  membre  de  la  Société  (  *  ). 

Communications  : 

M.  Weill  énonce  un  théorème  Sur  les  sur/aces  du  second 
degré. 

M.  Halphen  :  Sur  les  points  singuliers  des  fonctions. 


SÉANCE  nu   16  FÉVRIER  i88n. 

PRÉSIDENCR  lïE   M.    FOIRET. 


Elections  :  M.  Hugoniot,  capitaine  d'Artillerie  de  la  Marine, 
présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Halphen  et  Weill,  est 
élu  membre  de  la  Société. 


(')  La  Société  Mathématique  a  eu  la  douleur  de  perdre  re  Membre  émiaent 
quelques  jours  après  son  élection.  M.  Smith  est  mort  à  Oi.ford,  le  la  février  1882, 
au  moment  où  rAoadémie  des  Sciences  de  Paris  allait  lui  décerner  le  grand  Prix 
des  Sciences  Mathématiques. 
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Communications  : 

M.  Stephanos  :  Sur  la  représentation  par  des  points  de  l'es- 
pace des  rotations  qui  superposent  les  corps  réguliers  à  eux- 
mêmes. 

M.  Appell  adresse  un  Mémoire  manuscrit  Sur  certains  déve- 
loppements en  série  de  puissances. 


SÉANCE  DU  2  MARS  188:). 

PRÉSIDENCE  DE  11.   ROL'OHÉ. 

Communication  : 

M.  Halphen  :  Sur  certaines  expressions  asymptotiques  qu^on 
encontre  dans  la  théorie  des  nombres. 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE  (»). 

OUVRAGES    ET    MEMOIRES    REÇUS    DU    3    NOVEMBRE    1882    AU    a    MARS    l883. 

Jordan  :  Cours  d'Analyse  de  V École  Polytechnique;  l.  I,  Paris, 
1882. 

eveillaud  (J.-B.)  :  Essai  sur  les  chij/res  arabes,  Paris,  i883. 

iguine  :  Liste  des  travaux  sur  les  ovales  de  Descartes,  (Ex- 
trait du  Bulletin  des  Sciences  math,  et  astr.). 

Sur  quelques  propriétés  géométriques  du  mouvement  d' un 
poifit.  Sur  les  systèmes  articulés  de  Peaucellier,  Ilart  et 
Kempe.  (Extraits  des  Nouv,  Ann.  de  Math,) 

arcus  Baker :y4/Aa5en\ç  Problem,  {JL\lvd\\,àeV American  Jour- 
nal of  Math.), 

70card  :  Étude  d'un  nouveau  cercle  dans  le  plan  du  triangle, 
(Extrait  des  Comptes  rendus  du  congrès  d^ Alger.) 


<  ')  Ce  Bulletin  ne  comprend  pas  les  périodiques  que  la  Socrété  reçoit  en  échange 


*^  ses  publications  {voir  page  11). 


L 
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Schlcgel  :  System  der  Raumlehre,  nach  den  Prinzipien  der 
Grassmann^sclien  Ausdehnungslehrey  und als  Einleitiuig  in 
dieselbe.  a  Vol.,  Leipzig,  1879.  el  i8j5. 

Henr}'(Ch.).  ;  Les  deux  plus  anciens  Traités  /français  d'Alffo- 
rithme  et  de  Géométrie. 

Zcuthen  :  Sur  un  groupe  de  théorèmes  et  formules  de  la  Géo- 
métrie énumérative.  (Extrait  des  Acta  Math.) 

Briii  :  Théorie  des  lignes  et  des  triangles  géodésiques.  (Ex- 
trait des  Mémoires  de  VAcad.  de  Munich.) 

Capeili  (Aifr.)  :  Fondements  d'une  théorie  générale  des  formes 
algébriques.  (Extrait  des  Mémoires  de  l'Acad.  royale  des 
Lincei.) 


Sur  un  théorème  de  la  Théorie  générale  des  fonctions; 

par  M.  H.  Poincaré. 

(Si^ance  du  18  mai  i883.) 

Voici  le  théorème  que  je  me  propose  de  démontrer  : 

Soit  y  une  fonction  analytique  quelconque  de  jr,  non  uni- 
forme. On  peut  toujours  trouver  une  variable  z  telle  que  x 
et  y  soient  fonctions  uniformes  de  z. 

Pour  démontrer  ce  résultat,  je  me  servirai  du  beau  théorème 
de  M.  Schwarz  {Monntsberichte,  octobre  18-0),  connu  sous  le 
nom  de  Principe  de  Dirichlet.  Voici  quel  en  est  Ténoncé  : 

Appelons  \  et  r,  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  x. 

Etant  donné  un  contour  quelconque  C^  sur  un  pian  ou  sur 
une  surface  de  liiemanny  on  peut  toujours  trottiner  une  fonc- 
tion u  de  ç  et  de  r^  qui  satisfasse  à  l'équation 

qui  reste   holomorphe  à  l'intérieur  de  C  et  qui  prenne  des 
l'a  leurs  données  le  long  de  C. 
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Je  dirai  qu'une  fonclion  //  devient  logcirillimifiuenienl  infinie 
au  point  Ç  =  at,  r,  =  6  quand  la  différence 

• 

reste  holomorphe  dans  le  voisinage  de  ce  point. 

En  vertu  du  théorème  de  M.  Schwarz,  on  pourra  aussi  trouver 
une  fonction  u  qui  satisfera  à  ré(|uation  A//  =  o,  <|ui  prendra  des 
valeurs  données  le  long  de  C  et  qui  restera  iioloniorphe  à  i*i nié- 
rieur  de  C,  à  l'exception  de  un  ou  plusieurs  points  donnés  où  elle 
deviendra  logaritiimiquement  infinie. 

Formation  de  la  surface  de  Riemann  S. 

Considérons  m  fondions  de  x, 

(i)  >'ii  7î,  ...»  y  m. 

analytiques,  non  uniformes  en  général.  Ces  fonctions  seront  com- 
plètement définies  lorsque  Ton  connaîtra,  non  seulement  la 
valeur  de  Xj  mais  encore  le  chemin  par  lequel  la  variable  x  a 
atteint  cette  valeur  en  partant  du  point  initial  O. 

Nous  considérerons  la  variable  x  comme  se  mouvant  non  sur 
uo  plan,  mais  sur  une  surface  de  Kiemann  S.  (^ette  surface  .sera 
formée  de  feuillets  plans  superposés  comme  dans  les  surfaces  de 
Riemann,  à  l'aide  desquelles  on  étudie  les  fonctions  algébriques  : 
seulement  ici  le  nombre  des  feuillets  sera  infini. 

Traçons  dans  le  plan  un  contour  fermé  quelconque  i\  partant 
d'un  point  initial  x  quelconque  et  revenant  finira  ce  mémi*  point  x. 
La  surface  S  sera  complètement  drfinie,  si  nous  disons  â  quelles 
conditions  le  point  initial  et  le  point  final  de  ce  contour  devront 
être  refçardés  comme  appartenant  à  un  même  feuillet  ou  â  des 
feuillets  différents. 

Or  il  y  a  dcu\  sortes  de  contours  C  : 

i''  Ccu\  qui  dont  tels  que  rime  au  moin.<9  des  m  fonctions^'  ne 
revient  pas  à  sa  vab'ur  initiab'  quand  \a  \ariable  x  décrit  le  con- 
tour C: 

2"  Ceu\  qui  >out  teK  que  les  m  fonctions  v  reviennent  â  leurs 
valeurs  initiales  quand  la  \ari^bl<'  x  décrit  le  contour  C 

Parmi  le*  contour»  de  la  d«.*u\iême  sorte,  je  distin;:uerai  i-twjti*' 
deuik  e*[»*'ce»  : 

11.  î- 
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i"  C  sera  de  la  première  espèce,  si  Ton  peut,  en  déformanl  ce 
contour  d^me  façon  continue,  passer  à  un  contour  infinitésimal 
de  telle  façon  que  le  contour  ne  cesse  jamais  d^ètre  de  la  seconde 
sorle; 

'j.^  C  sera  de  la  seconde  espèce  dans  le  cas  contraire. 

Eh  bien,  le  point  initial  et  le  point  final  de  C  appartiendront  à 
des  feuillets  différents  si  ce  contour  est  de  la  première  sorle,  ou 
de  la  seconde  espèce  de  la  seconde  sorte.  Ils  appartiendront  au 
même  feuillet  si  'C  est  de  la  première  espèce  de  la  seconde  sorte 
(tv>/r  Note  1,  p.  125). 

La  surface  de  Riemann  est  alors  complètement  définie.  Elle  est 
simplement  connexe  et  ne  diffère  pas,  au  point  de  vue  de  la  Géo- 
métrie de  situation,  de  la  surface  d'un  cercle,  d'une  calotte  sphé- 
ri(]ne  ou  d'une  nappe  d'un  livperboloïde  à  deux  nappes. 

Définition  des  contours  C. 

Notre  surface  de  Riemann  S  étant  simplement  connexe,  nous 
pourrons  y  tracer  une  infinité  de  contours  G  s'enveloppant  mu- 
tuellement et  enveloppant  le  point  G.  Par  chacun  des  points  de  la 
surface  S  (excepté  par  le  point  G)  passera  un  de  ces  contours  C  et 
un  seul. 

Voici,  d'ailleurs,  comment  on  peut  se  rendre  compte  de  la  dis- 
position de  ces  contours  C.  Considérons  un  cercle  K  ayant  pour 
centre  le  f)oint  G  et  de  rayon  assez  petit  pour  que  les  m  fonctions 
r  soient  holomorphes  à  l'intérieur  de  ce  cercle  et  même  sur  sa  cir- 
conférence. Gn  tracera  ensuite  une  infinité  de  cercles  C  intérieurs 
et  concentriques  à  K.  Des  différents  points  de  la  circonférence 
de  K  comme  centres  nous  décrirons  des  cercles  K'  assez  petits 
pour  que  les  fonctions  y  restent  holomorphes  à  l'intérieur  de 
chacun  d'eux  et  sur  sa  circonférence.  Soit  K|  la  portion  de  l'enve- 
loppe des  cercles  K'  qui  est  extérieure  à  K.  La  portion  des  cercles 
K'  qui  est  extérieure  à  K  recouvrira  une  région  annulaire  limitée 
par  K  et  K<,  et  l'on  pourra  sillonner  cette  région  d'une  infinité  de 
contours  C  s'enveloppant  mutuellement  et  enveloppant  K.  Des 
divers  points  de  K|  comme  centres,  nous  décrirons  des  cercles  K'' 
assez  petits  pour  que  les  fonctions  r  restent  holomorphes  à  Tinté- 
rieur  de  chacun  d'eux  et  sur  sa  circonférence.  Soit  K2  la  portion 


-  jir>  - 

de  Tenveloppe  des  cercles  K"  qui  est  exltTieiire  à  K|.  La  portion 
des  cercles  R"  qui  est  extérieure  à  K|  couvrira  une  région  annu- 
laire limitée  par  R|  et  Kj,  et  Ton  pourra  sillonner  cette  région 
d^une  infinité  de  contours  C  s'enveloppant  mutuellement  et  enve- 
loppant K|,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  qu'on  aura  construit  ainsi 
une  infinité  de  contours  fermés  C,  tels  que  par  chaque  point  de  la 
surface  S  passe  un  de  ces  contours  et  un  seul. 
Parmi  ces  contours  G,  j'en  choisirai  une  infinité 

tels  que  C„^i  enveloppe  G„  et  que  tout  point  de  la  surface  de 
ftiemann  soit  intérieur  à  un  des  contours  C,,.' 

Définition  de  la  fonction  y„,. 

m 

Soient  k  le  module  d'une  fonction  elliptique,  K  et  K'  ses  périodes. 
Définissons  l'algorithme  (p  par  la  relation  suivante  : 

K' 

K 
On  sait  que  la  fonction  o  est  holomorphe,  sauf  pour 

qu'elle  ne  peut  prendre  que  des  valeurs  dont  la  partie  imagi- 

est  positive. 
Soit  «i  une  fonction  de  .r  définie  par  l'équation 


C5  (    *5    1  —  V^     -  » 


La  fonction  ^  a  son  module  constamment  plus  petit  que  i ,  ci 
elle  est  holomorphe,  sauf  pour  (voir  Note  II,  p.  19.5) 

Je  supposerai  de  plus  que  ^  et  o  aient  été  choisis  de  telle  sorte 


t 


-  Jl()  - 

[|ur 


P(|)  =  v/-1, 


(le  telle  façon  que  »}  s\innulc  pour  j:  =  o. 

Je  supposerai  que  la  fonction  j';,,,  la  dernière  du  Tableau  (i), 
soit  précisément  ^.  Si  cela  n'était  pas,  et  si  4  ne  faisait  pas  partie 
du  Tableau  (i),  on  Vy  adjoindrait. 

Posons  maintenant 

/  =  log  mod  -p- 

La  fonction  t  satisfera  à  Téquation  A^  :=  o.  Elle  sera  essentiel- 
lement positive,  et  elle  deviendra  logarithmiquement  infinie  au 
point  O  et  en  divers  autres  points  de  la  surface  S,  points  que 
nous  appellerons  0|,  O2,  .... 

Définition  des  fonctions  Un- 

J'appellerai  u,i  une  fonction  qui  est  assujettie  à  satisfaire  à 
Téquation  ^Un=  o,  à  s'annuler  le  long  du  contour  C,i  et  à  rester 
holomorphe  à  Tintérieur  de  ce  contour,  sauf  au  point  O  où  elle 
devient  logarithmiquement  infinie. 

Pour  étudier  les  propriétés  de  cette  fonction,  je  m'appuierai 
sur  le  théorème  suivant,  bien  connu  : 

Si  une  fonction  u  satisfait  à  ^équation  Aa  =  o,  si  elle  est 
positive  le  long  d^un  contour  G  ;  si  de  plus,  en  tous  les  points 
intérieurs  à  ce  contour,  elle  est  ou  holomorphe  ou  logarithmi- 
quement  infinie,  elle  sera  positive  en  tous  les  points  intérieurs 
au  contour  C. 

De  là,  on  déduit  que  les  fonctions  Uni  '^«+i  —  Un^i  t  —  Un  sont 
positives  à  Tintérieur  du  contour  G,,. 

Ainsi,  en  un  point  quelconque  de  la  surface  de  Iliemann  S,  la 
fonction  u„  est  constamment  croissante  avec  n  et  constamment 
plus  petite  que  /.  Elle  tend  donc  vers  une  limite  finie  u  quand  n 
croît  indéfiniment. 

En  d'autres  termes,  la  série 

est  convergente. 


IJi  - 


Emploi  de^  fonctions  t,. 

Celte  démonstration  ne  s'appliquerait  pas  aux  points  0| ,  O^f .... 
où  la  fonction  /  devienl  infinie  pendant  que  ///;  reste  finie.  En  eflc'l, 
i  devenant  infinie,  nous  n'aurions  plus  de  limite  supérieure  pour 
Un*  Considérons,  par  exemple,  le  point  0/  et  de  ce  point  comme 
centre  décrivons  un  cercle  K/  ne  contenant  aucun  autre  point  sin- 
^lier.  On  pourra  construire  une  fonction  //  qui  satisfera  à  Téqua- 
lîon  ùkti=  o,  qui  deviendra  égale  à  t  le  long  de  K,-,  et  qui  sera  holo- 
morplie  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  Cela  posé,  la  fonction  // —  //;, 
sera  positive  à  l'intérieur  de  K/;  par  conséquent,  même  au  point  O/, 
nous  aurons  une  limite  supérieure  de  Un-,  qui  sera  //. 

Continuité  de  la  fonction  u. 

Il  faut  démontrer  maintenant  que  ii  est  une  fonction  continue 
de  Ç  et  de  r^.  Pour  cela,  je  m'appuierai  sur  le  théorème  suivant, 
facile  à  démontrer  : 

Si  il  est  /onction  de  ^et  de  r^  qui,  à  V  intérieur  d*un  cercle  K 
de  rayon  R,  satisfait  à  l'équation  lu  =  o  et  reste  constamment 
comprise  entre  O  et  A  (A  étant  une  constante  positive),  ses 

déris^ées  -^  ^^  -j-  à  V intérieur  d'un  cercle  k  de  rayon  r  et  con- 
centrique à  K  resteront  plus  petites  en  valeur  absolue  que 

4AR» 


(R-r)« 


Considérons  donc  deux  cercles  concentriques  quelconques  K 
et  k  ne  contenant  aucun  point  singulier.  Soit  A  la  plus  grande 
valeur  que  puisse  prendre  la  fonction  t  à  Tiutérieur  de  K,  nous 
aurons  à  l'intérieur  de  k  (et  cela  quel  que  soit  n) 


4AR« 

> 


(K  —  /•)=' 


du  , 

d^f^ 


(.Considérons  maintenant  deux  points  x'  et  x",  situés  Ti  riutrrieur 
tic  k,  et  soient  u]^  et  u]^^  u  ci  u"  les  valeurs  correspondantes  de  tf„ 
cl  (Je  u.  Je  dis  que  Ton  pourra  prendre  la  distance  -o  des  [)oinls.i' 
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et  x"  assez  petite  pour  que  l'on  ait 

I  u'—  n'  I  <  £, 

quelque  petit  que  soit  £. 

En  effet,  nous  aurons,  quel  que  soit  /i, 

Nous  pourrons  donc  toujours  prendre  p  assez  petit  pour  que  Vo  'M 
ait,  quel  que  soit  n, 

I  "»— w'i  |<  j- 

Les  points  x'  elx!'  sont  alors  déterminés.  Nous  pourrons  prendra- 
alors  n  assez  grand  pour  que 

On  aura  alors 

I    u'—  u'    I  <  £. 

C.    g.    F.    D. 

Ainsi  u  est  une  fonction  continue  de  ^et  de  t). 

Uniformité  de  la  convergence. 

Nous  avons  vu  que  la  série  (a)  est  convergente,  mais  cela  ne 
suffirait  pas  pour  ce  que  nous  avons  en  vue  ;  il  faut  encore  faire 
voir  qu'elle  est  uniformément  convergente  {gleichmàssig).  En 
d'autres  termes,  il  faut  montrer  qu'autour  de  chacun  des  points 
de  la  surface  de  Riemann  S  on  peut  trouver  une  région  P  jouis- 
sant de  la  propriété  suivante^  on  pourra  prendre  n  assez  grand  pour 
que  la  différence  u  —  Un  reste  plus  petite  que  e  à  l'intérieur  de  la 
région  P,  et  cela  quelque  petit  que  soit  e.  Pour  cela,  il  suffît  de 
montrer  qu'on  peut  toujours  prendre  n  assez  grand  pour  que  la 
différence  Un^p — Un  reste  plus  petite  qu'une  quantité  donnée  e 
pour  tous  les  points  de  P  et  quel  que  soit  le  nombre  positif/?. 

En  effet,  prenons  pour  région  P  un  carré  intérieur  au  cercle  A*, 
et  dont  les  côtés  soient  parallèles  aux  axes  des  Ç  et  des  tj. 

Soit  /  le  côté  du  carré.  Partageons  le  carré  P  en  li^  carrés  égaux 
par  h  —  I  parallèles  équidistantes  menées  à  chacun  de  ces  côtés  ; 
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leb  cotés  (le  ces  petits  carrés  seront  y  Considérons  un  quelconque 

de  ces  petits  carrés;  soient  cd  le  centre  de  ce  petit  carré  et  x"  un  point 
quelconque  intérieur  à  ce  même  petit  carré;  on  aura 


hyj 


•À 


Soient  //',  u" ;  //)^,  u^/,  ''/,+.»»  ^Ct+p  ^^^  valeurs  correspondantes 
de  u,  Un  et  Uf,^p  ;  je  dis  qu'on  peut  prendre  n  assez  grand  pour 
que 


1  **   ^ 


Cela  suflGra  pour  démontrer  le  théorème  énoncé,  puisque  jc''  est 
un  point  quelconque  du  carré  P. 

On  aura  évidemment,  quels  que  soient  n  et/>, 

I    ..  »         ,  ,  ,    har*     / 

On  pourra  donc  prendre  le  nombre  entier  h  assez  grand  pour 
que  Ton  ait,  quels  que  soient  n  et/?. 


Le  nombre  h  est  désormais  déterminé.  Formons  la  somme  des 
A'  quantités  £/),,  Zu'^  :  elle  aura  évidemment  pour  limite  Sw';  on 
pourra  donc  prendre  n  assez  grand  pour  que 

On  aura  alors 
et,  enfin. 


La  série  (2)  est  donc  uniformément  convergente. 
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Propriétés  de  la  fonction  u. 

Je  dis  que  la  fonction  u  salisfail  à  Téqualion  Ar/  =  o  et  esl 
liolomorphe  si  ce  n'est  au  point  O.  En  effet,  considérons  un  con- 
tour c  quelconque  intérieur  à  P.  La  fonction  u  étant  continue, 
nous  pourrons  construire  une  fonction  U  liolomorphe  à  l'inté- 
rieur de  c  et  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

AU  =  o  à  rintcrieur  de  c,      L  =  a  le  long  de  c. 

Nous  pourrons  toujours  prendre  n  assez  grand  pour  que  a  —  u„ 
reste  plus  petit  que  e  le  long  de  c.  On  aura  alors 

le  long  de  c  et,  par  conséquent,  à  Fintérieur  de  c.  On  aura  donc 

U  =  WmUn     pour     n  =  tl 
ou 

\j  =  II. 

Il  suit  de  là  que  la  fonction  u  est  holomorphe  comme  U  et  salis- 
fait  à  Téquation  ^u  ==  o. 

La  démonstration  précédente  ne  s'appliquerait  pas  au  cas  où 
Tun  des  points  0/  se  trouverait  à  Tinlérieur  du  cercle  K,  car 
alors  la  fonction  t  deviendrait  infinie  ù  l'intérieur  de  ce  cercle; 
mais  on  tournerait  la  difficulté  en  reni|)larant  /  par  /,-.  Il  n'v  aurait 
rien  d'ailleurs  à  changer  aux  démonstrations  précédentes,  il  n'y 
aurait  qu'à  changer  partout  /  en  //.  Ainsi  la  fonction  u  esl  holo- 
morphe, même  aux  points  0|,  (^2,  .... 

On  démontrerait  de  même  (|ue  la  fonction  u  devient  logarilh- 
miquement  infinie  au  point  O. 

Considérons  un  cercle  K'  de  rayon  iV  intérieur  au  carré  P,  et 
un  cercle  //  de  rayon  r'  intérieur  et  concentrique  h  K'.  On  pourra 
toujours  prendre  n  assez  grand  pour  que 


u        t( 


n 


pour  tous  les  points  intérieurs  à  K  .  On  aura  alors,  à  l'intérieur 
de  k\ 


I   ffu         du 


Î£H'* 


(  \{'    /•'  )* 


du         du ., 
d'f,  f/r, 


du 

dUn 

du 

du„ 

~di 

^? 

<a> 

dr, 

dr, 
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Donc  on  pcul  prendre  n  assez  grand  pour  que  les  valeurs  abso- 
lues des  différences  ^ -3^  el  -^ j-^  soient  plus  pcliles 

qu'une  quantité  donnée  a  pour  tons  les  points  intérieurs  à  k'. 

Considérons  maintenant  une  région  quelconque  G  :  je  dis  qu'on 
pourra  prendre  n  assez  grand  pour  que  les  inégalités 

(3) 

subsistent  pour  tous  les  points  de  G.  En  eflcl,  nous  pourrons 
décomposer  la  région  G  en  un  nombre  lîni  de  régions  partielles 
assez  petites  pour  que  chacune  d'elles  soit  contenue  dans  un  cercle 
tel  que  k';  alors  nous  pourrons  prendre  n  assez  grand  pour  que, 
dans  chacune  de  ces  régions  partielles,  les  inégalités  proposées 
soient  satisfaites.  En  donnant  à  /t  la  plus  grande  des  valeurs  ainsi 
obtenues,  les  inégalités  auront  lieu  dans  toute  la  région  G. 
En  d'autres  termes,  les  séries 

du\        I  du\       dux\  I  dun-^\        du,i\ 


d\ 

du\ 
dt^ 


(dut        dui\  /dUn-i-i         dun\ 

/£[W,^^\         fdUn^x  dUn\ 

\dr^  dr^  /'^  ^  \     dr^  dr^  ) 


.-  ,  du     ^  du 

sont  uniformément  com^ergenles  et  ont  pour  sommes  ^  et  ^ 


Définition  des  fonctions  v  et  Vn- 
Nous  définirons  les  fonctions  r  et  r,i  par  les  équations 


dv             du 
cil     "       dr,' 

ds? 
dr^ 

du 

dVn                dUn 

d\-        dr,' 

di'n 
dr^ 

du„ 

~   d^ 

Ces  équations  sont  compatibles  ù  cause  des  relations 

Nous  achèverons  de  définir  les  fonctions  v  et  \^„  en  leur  impo- 
sant de  s'annuler  pour  un  certain  point  A  de  la  surface  S,  diflerenl 
du  point  O.  Les  fonctions  r  el  i'„,  si  M  est  le  point  (S*^,)..  seronl 


_   [^  

alors  définies  par  les  iiilégrales 

Reprenons  la  région  G,  et  appelons  L  le  plus  grand  chemin 
qu'il  faut  parcourir  sur  la  surface  S  pour  aller  du  point  A  à  un. 
point  quelconque  de  G;  supposons  qu^on  ait  pris  n  assez  grand 
pour  que  les  inégalités  (3)  soient  satisfaites;  on  aura  alors 

i  ^•  —  ^*«  I  <  aaL, 
ce  qui  prouve  que  la  série 

est  uniformément  convergente  et  a  pour  somme  r. 

Définition  des  fonctions  :;  et  z„. 

Nous  poserons 

-  __  ^-.tt-/».^     -^  —  g-  «.-.-li-. . 

Les  fonctions  l' et  r^  n'étaient  pas  entièrement  déterminées,  car, 
selon  le  chemin  que  Ton  prend  pour  aller  de  A  en  M,  les  valeurs 
de  v,  par  exemple,  peuvent  diflerer  d'un  multiple  de  27z.  Si,  par 
exemple,  on  revient  au  point  A  après  avoir  tourné  A*  fois  autour 
du  point  O,  on  a 

Au  contraire,  les  fonctions  :;  et  Zn  sont  parfaitement  déterminées. 
On  aura 

tui.  en  posant  n   -  /V  r-  (.».  //,.  —  i\*,,  z^iz  m... 

./v  'A*'  '/-î .    _       ''*'^* 

\ou^  |>iMi\«Mi^  iMendiv  /'  .i^^n  iZiAn*\  |»'^ur  qn  à  I  mttTieur  «!«'  la 


,.-♦•- 


région  G  on  ait  à  la  ibis 


dto        flia„ 
dx         (Ix 


a  et  £  étant  deux  quantités  données. 

Je  dis  que  si  Ton  considère  un  point  de  G  où 


z  i  a. 


on  pourra  prendre  n  assez  grand  pour  que 


dz_ 
dx 


dZg 

dx 


a 


Zn —  a 


<o, 


o  étant  une  quantité  donnée.  En  effet,  on  aura  identiquement  . 


dx 


dz,f 
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duift        du} 
dx         dx 


z  —  a 


Z„—  Il 


a 


-H  a 


duin  z  —  z„ 

dx    {z  —  u){Zn  —  « ) ' 


d'où,  si  n  est  assez  grand, 


(4) 


dz 

dx 


dZn 
dx 


z  —  a 


Zn  —  rt 


.„od(.-^j 

moda  (  mod  —. r-  a  ) r- : r- 

\  dz         /  moi\{z  —  rtj[inod( 


z  —  a)  —  t\ 


Et  ii  est  évident  qu^on  peut  prendre  e  et  a  assez  petits  pour  que  le 
second  membre  soit  aussi  petit  que  Ton  veut. 


Propriétés  des  fonctions  z  et  ;;/,. 

Il  est  évident,  diaprés  la  définition  de  la  fonction  Zn,  que  cette 
fonction  ne  peut  prendre  qu'une  seule  fois  la  même  valeur  à 
l'intérieur  du  contour  C,,.  Si  donc  on  prend  l'intégrale 


/dz 
IL 
Zn 


dZn 
dx 


dx 


Zn —  a 


le  long  d'un  contour  fermé  intérieur  à  C,i,  on  aura  pour  résultai 
zéro  ou  lir.. 
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Je  dis  maintenant  que  la  fonction  z  ne  peut  prendre  deux  fois 
la  mc^me  valeur.  Supposons^  en  effet,  (pfclle  prenne  la  valeur  a 
en  deux  points  B  et  C;  on  pourrait  toujours  construire  une 
région  G  contenant  les  points  B  et  C,  et  ne  contenant  ni  le 
point  O,  ni  aucun  point  (autre  que  B  et  C)  où  la  fonction  s 
devienne  égale  à  a.  On  pourrait  alors  trouver  une  limite  supé- 
rieure du  module  de  ->-  et  une  limite  inférieure  du  module  de 

as 

Z  —  a  quand  le  point  x  est  assujetti  à  rester  sur  le  périmètre 
de  G  ;  soient  X  et  pi  ces  deux  limites.  On  aura  aussi 

mod  (  I  —  7  j  >  {A» 

puisque  le  module  de  z  est  essentiellement  plus  petit  que  i . 

On  aura  donc,  en  désignant  par  L  la  longueur  du  périmètre 
de  G  et  en  nous  reportant  à  Tinégalité  (4)^ 

/  l  "^ î-^  1  dx     <     -  H-  nioda(X  -f-  a)     . r  1  L, 

J    \z--a       Sn—fi/  Lî^  î^(îA  — £)J 

rintégrale  étant  prise  le  long  du  périmètre  de  G. 

Il  s'ensuit  qu'on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  la  valeur 
absolue  de  la  différence  des  deux  intégrales 


/*  dz  ,/*  dzn 

J    z  —  a  J    Zn—a 


soit  aussi  petite  que  Ton  veut  ;  or  cela  est  absurde,  puisque,  si  n 
est  assez  grand  pour  que  le  contour  C„  enveloppe  G,  la  première 
intégrale  devrait  être  égale  à  4'^^  ot  la  seconde  à  iItz  ou  à  zéro. 

l/hvpothoso  faite  au  début  doit  donc  être  rejetée,  et,  par  con- 
séquent, la  fonction  z  ne  peut  prendre  qu'une  seule  fois  la  même 
valeur.  A  une  valeur  do  z  ne  pourra  donc  correspondre  qu'un  seul 
point  de  la   surface  S,   et  par  conséquent    un  seul   système  de 

valeurs  des  fonctioiv^  ^v,,   r^ v«,  x,  puisque  lu  surface  S  a 

été  construite  do  toUo  l\n;on  que  ces  fonctions  no  puissent  avoir 
qu'une  seule  valeur  on  chacun  dos  points  do  cotte  surface. 

//  rcsnltc  </«'  /(>  auc  »  ,,   » r,«  ci  .r  sont  (tes  fondions 

uniformes  </c'  w.  «..   <^ï.   k.  u. 
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NOTE    I. 


Il  résulte  de  la  manière  dont  cette  surface  S  a  été  construite 
qu'autour  de  chaque  point  singulier  viennent  s^échanger  une  infi- 
nité de  feuillets.  Nous  ne  regarderons  pas  un  point  singulier 
comme  faisant  partie  de  la  surface  de  Riemann,  mais  seulement 
de  sa  frontière;  ainsi,  quand  nous  dirons  plus  loin  que  tout  point 
de  la  surface  de  Riemann  est  intérieur  à  Tun  des  contours  C/i,  il 
va  sans  dire  que  tous  les  points  singuliers  restent  en  dehors  de 
tous  les  contours  C/|. 

Il  résulte,  en  outre,  de  la  façon  dont  la  surface  a  été  construite, 
que  X  et  que  les  fonctions  y^  leurs  intégrales,  les  intégrales  de  leurs 
intégrales,  etc.,  ne  peuvent  prendre  qu'une  seule  valeur  en  chacun 
des  points  de  la  surface  S. 

NOTE   II. 

Les  points  —  -> et  — --^>  étant  des  points  singuliers,  sont 

*  T  T 

en  dehors  de  la  surface  de  Riemann. 


Remarque  sur  la  ligne  de  striction  de  V hyperboloïde  à  une 
nappe  ;  par  M.  K.  Bobek  (Assistant  à  l'École  Polytechnique  de 
Prague). 

(SéaDce  du  6  juillet  i883.) 

Je  crois  que  l'on  n'a  pas  encore  remarqué  que  la  ligne  de  stric- 
tion de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  est  composée  de  deux  courbes 
gauches  du  quatrième  degré  de  seconde  espèce,  respectivement 
pour  chaque  série  de  génératrices;  une  courbe  coupant  les  droites 
de  là  série  correspondante  en  un  point,  qui  est  le  point  central, 
et  les   droites  de  l'autre  série  en  trois  points. 

Voici  comment  on  le  peut  démontrer.  Soient 

a'         b^        c* 


.   V 


—   I2(>  — 
réquatioii  de  rhvperboloïde  <;l 

x^         1*        -* 

rt*         o*         c* 

Inéquation  de  son  cône  asyinptotique  Q.  Menons  par  la  géné- 
ratrice ff  de  rhvperboloïde  le  plan  G  qui  est  normal  au  plan  G' 
passant  par  ff  et  tangent  au  cône  Q. 

Le  point  a  de  contact  du  plan  G  est  le  point  central  de  la  géné- 
ratrice g.  Soient  V  la  génératrice  du  cône  Q  parallèle  à  ^  et  6  le 
plan  qui  passe  par  r  et  qui  est  normal  au  cône.  6  est  alors  pa- 
rallèle à  G  et  celui-ci  touche  par  conséquent  l'hyperboloïde  au 
point  a  qui  se  trouve  sur  le  ravon  conjugué  du  plan  6  à  l'égard 
du  cône.  Mais  le  plan  6  a  pour  équation 


«.  ,    ? 


»   r  


-  —  '  -1-  -1-  T  — -     ■  r  —  f> 
./•  y  Z 

Soient  (x,  )*,  z)  les  coordonnées  d'un  point  de  6  et 


(3; 


I 

1 

3t  = 

r^ 

_j- 

7i' 

?  = 

I 

-4- 

I 

— Z  « 

1 

rt« 

C« 

I 

I 

t 

Si 

■ 

a^' 

le  ravon  conjugué  aura  pour  équations 


Pi    ^  — 


(1)  ''     PT- 


_       />«{i 


'  ^' 


P^ — 


Pour  les  points  d'intersection  avec  l'hyperboloïde,  on  trouve 


»r,  }',  z  étant  liés  par  l'équation  (2). 

Le  lieu  de  tous  les  rayons  (,{)  est  un  cône  du  quatrième  degré, 
qui  a  les  axes  de  Thyperboloïde  pour  génératrices  doubles.   Son 


équation  est 

La  ligne  de  striction  paraît  être  du  huitième  degré  ;  mais  je  veux 
montrer  qu'elle  se  décompose. 

En  joignant  les  deux  points  dont  les  coordonnées  sont(;,  r,,  î^), 
{  —  $,  —  T,,  Ç)  par  la  droite  qui  a  pour  équations 

X  =  ixl 


r 


on  obtient,  en  vertu  des  équations  (i)  et  (5), 


et,  en  éliminant  le  paramètre  arbitraire  ^'^. 

Or,  eu  égard  à  la  relation  ^  -f-  v  =  a,  on  a  l'identité 
et  la  dernière  équation  devient 


( 


a%  y       A3  jî\'      t'y* 
h    X        a    ri  z^ 


\ o    X        a     y         z / \u    X         u    y        z  / 


ce  qui  donne  les  deux  surfaces  réglées  du  troisième  ordre 

G;        {ci^%y^  -\-  b^^x^)z  —  abc^xy  ^  o, 
T)z        (a^oiy^ -r- b^tix^)z -^abc^xy  =  o, 

(|ui  passent  chacune  par  deux  droites  de  riiyperboloïde,  à  savoir  : 

^  ,      ,     .  1'  .b  .  .         v  .A 

C  par  les  droites     —  = — i-t      z  = -- ic        et         —  =  -—1-,     z= — ic\ 
"  '  X  a  X  a 

D-  par  les  droiles     —  -  —  i  -  »      ^  — ;  —  ic        el         ~  —  -+-  i  - ,      ^  r=  -a-  ic\ 

"  *  X  a  X  a 
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cl  qui  coupent  par  conséquent  l'Iiypcrboloïdc  suivant  des  courbes 
du  qualricmc  degré  de  seconde  espèce. 

Soient  C4  et  D4  les  courbes  d'intersection  de  C-  et  de  D-  avec 
l'hyperboloïde  ;  on  trouve  alors  que  les  surfaces  réglées 

Cy        (  c*  Y^'  —  ^'  «-s*  )j'  —  abc^xjs  =  o 
passent  aussi  par  la  courbe  C.\  et  que  les  surfaces 

Dy         (c*Y^' — <i^oLz^)y -h  abc^xz  =  o 

passent  par  la  courbe  D4.  Les  génératrices  d'intersection  de  ces 
surfaces  avec  Thyperboloïde  sont  : 

Pour  Cx  les  droites...     —  =- 

X 

Pour  Cy  les  droites.. .     -  =  - 

^  z 

y 

Pour  D*  les  droites...     —  =- 

z 

X 

Pour  Dy  les  droites.. .     -   =- 

La  courbe  C4  appartenant  comme  ligne  de  striction  à  la  série  (^) 
des  génératrices  de  l'hyperboloïde,  les  droites  qui  ont  les  surfaces 
C^,  Ca-,  Cy  communes  avec  l'hyperboloïde  appartiennent  à  la  mt^me 
série  (^),  tandis  que  les  autres  droites  mentionnées  sont  de  la 
seconde  série  (^'^). 

En  vertu  de  cette  décomposition  de  la  courbe  du  huitième  degré 
en  deux  courbes  du  quatrième  degré,  il  est  nécessaire  que  la  ra- 
cine carrée  (T))  s'exprime  rationnellement. 

Posons,  en  effet, 

.r  —  vrt  sincp, 
r  -  v^  COSC5, 
-3  =  vc; 

soient  v  et  '^  deux  paramètres  arbitraires:  les  coordonnées  x,  >'.  z 


b 

Y 

b 

—  ï 

X 

— - 

-h  a\ 

mf 

^— 

— 

—  » 

X 

•^— 

-Ha, 

c 

Z 

c 

a 

* 

X 

a 

m 

—  y 

y 

^ 

— 

b\ 

^^ 

—  9 

y 

^= 

-H 

b. 

C 

z 

c 

b 

L 

b 

—  9 

X 

;^ 

-f- 

«; 

■^— 

-4- 

—  > 

X 

•-— 

-H«, 

C 

z 

c 

a 

■ 

X 

a 

h. 

—  » 

r 

— 

— 

b\ 

— 

-+- 

—  > 

V 

^^ 

-h 

c 

.> 

z 

c 

satisfont  toujours  à  Féqualion  (2),  et  Ton  a 


a*cos*«p -h  P*  sin'cp  —  Y*  sin'<p  cos'<p  __  /a  —  Ysiii*cp\* 
^  V*  sin'cp  cos*cp  \vsinçpcos<p/ 


eu  égard  à  l'identité  p^  —  a^  —  ï^  =  —  ^-^T- 
Les  équations  de  la  courbe  C4  sont  alors 


5  = 


aacoscp  ô^sintp  c^coscpsincp 

r-r—  >       ■'i  =   .    «     '       s  — î~"5 — 

a  —  YSin*(p  a  —  y*'"  ?  *  —  y  ^''^  ? 


et  celles  de  la  courbe  D4 


\  = 


ai.  cos 


? 


T,  = 


6^  sincp 


î: 


__  CY  cos<p  sintp 


En  posant  tang^ç  =  ^,  on  mettra  en  évidence  le  degré  de  la 

courbe  ;  il  vient  en  effet 

aa(i  — /«)(!-+-  /«) 


S  = 


T.    = 


a(i-i-/«)»  — 4y/* 


a(i-H  /«)«  — 4y<* 


■*  — 


le  signe  supérieur  correspondant  à  la  C4  et  le  signe  inférieur  à  la  D» . 
Les  projections  de  celte  courbe  gauche  et  les  i*elations  mé- 
triques se  calculent  aisément  au  moyen  des  formules  données. 


Sur  les  fonctions  B;  par  M.  H.  Poincaré. 

(Séance  du  20  juillet  i883). 
Considérons  une  fonction  San  variables 

çp  représentant  une  forme  quadratique  par  rapport  aux  n  nombres 
entiers  m^,  m^f  •  ••>  ^n-  Considérons  ensuite  n^  constantes  quel- 
conques 


^ii>  ^\ii 


«i/i, 


^*îl»     ^lît      •  •  •  >    ^2wi 
• ••     •••1     •••1 

^ n\  •    ff  ni ff  iin- 


XI. 


\) 
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Si  nous  ('•crivons,  pour  abréger, 

8(3-/  — «,/)  =  e(:r,  —  a,,,  ^2—  «12,  . . .,  ^n—  «m). 

et  que  nous  considérions  les  //  équations  simullanéos 

(I)  B(.r/—  (tu)  —  H(^/  —  a^i)  =  . . .  -  S{x,—  a„i)  =  o, 

on  peut  se  demander  combien  ces  équations  ont  de  systèmes  de 
solutions  communes.  Je  ne  considère  pas,  bien  entendu,  comme 
distinctes  les  sohilions  congruentes,  c'esl-à-dire  celles  qui  ne  dif- 
fèrent entre  elles  que  par  des  multiples  des  périodes. 

Le  problème  est  résolu  dans  le  cas  de  /i  =  i ,  c'est-à-dire  dans 
le  cas  particulier  des  fonctions  elliptiques;  mais  je  ne  crois  pas 
qu'il  le  soit  encore  dans  le  cas  général  des  fonctions  abéliennes* 

Dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques,  la  forme  cp  se  réduit  à  un 

seul  terme 

a,  wj, 

et  la  fonction  H  à  la  série 

Les  équations  (i)  se  réduisent  à  Téquation  unique 

(7.)  rti\r,  —  <7,,  )  =  o, 

et  celte  équation  n'adniel  qu'une  solution. 

Pour  le  démontn^r,  on  se  serl  de  la  formule  de  Caucliy  qui  sert 
à  calculer  le  nombre  des  racines  d'une  équation  (|ui  sont  inté- 
rieures à  un  contour  donné,  et  Ton  a|)|)lic|ue  cette  formule  au  paral- 
lélogramme des  périodes. 

l)ej)uis,  M.  Kron<'clvcr  a  généralise'  la  formule  de  Cauchy  de 
manièie  à  exprimer  sous  la  l'orme  <l'une  intégrale  multiple  définie 
le  nombre  des  solutions  communes  à  un  système  de  n  équations 
à  //  ineoniiues,  lorsqu'on  assujettit  ces  solutions  à  être  comprises 
dans  un  domaine  donné. 

Malli(îureusemenl  celte  ibrmule  ne  se  prête  pas,  comme  on 
pourrait  le  croire  au  premier  abord,  à  la  généralisation  immédiate 
de  l'analyse  (jui  donne  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  (li). 

En  revanche,  elle  [)eul  nous  conduire  indirectement  à  la  solu- 
tion du  problème  (|ui  nous  occupe.  Kn  ellet,  le  nombre  clierehé 
des  solutions  des  écpiation^  (i)  ne  pourrait  dépendre  que  des 
périodes,  c'est-à-dire  des  eoellieients  tie  la  Ibinie  quadratique  '^. 


el  je  vais  dénionlrer  qu'il  en  est  indépendanl.  l^our  obtenir  le 
nombre  des  solutions  distinctes  des  équations  (i),  il  faut  cher- 
cher le  nombre  des  solutions  comprises  dans  le  prismatoïde  des 
périodes,  pour  nous  servir  d'une  expression  qu'a  employée,  pour 
la  première  fois,  l'illustre  géomètre  de  Berlin  que  nous  citons  en 
ce  moment  [Comptes  rendus:  Des  unités  complexes,  i883).  C'est 
donc  à  ce  prismatoïde  qu'il  faut  appliquer  l'intégrale  de  M.  Kro- 
necker.  Je  dis  que  cette  intégrale  qui  nous  donne  le  nombre 
cherché  est  indépendante  des  coefficients  de  cp. 

En  effet,  considérons  d'une  manière  générale  l'intégrale  de 
M.  Kronecker,  appliquée  à  un  système  d'équations  quelconque  et 
à  un  domaine  quelconque,  et  supposons  que  ces  équations  dé- 
pendent de  certains  paramètres  variables.  L'intégrale  ne  pourra 
cesser  d'être  une  fonction  continue  de  ces  paramètres  que  si  l'ex- 
pression sous  le  signe  f  devient  infinie  pour  un  j)oint  de  la  péri- 
phérie du  domaine  considéré.  Or  cela  ne  peut  arriver  que  si  une 
des  solutions  du  système  d'équations  données  se  trouve  sur  cette 
périphérie.  Mais  notre  intégrale  représente  un  nombre  positif 
essentiellement  entier,  de  sorte  que,  toutes  les  fois  qu'elle  sera  une 
fonction  continue  des  paramètres  envisagés,  elle  sera  constante. 
Ainsi  l'intégrale  ne  peut  varier  que;  si  une  solution  entre  dans  le 
domaine  ou  si  elle  en  sort. 

Mais,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,   en  admettant 

<ju'une  solution  sorte  du  prismatoïde  des  périodes,  il  faudra,  en 

A'ertu  de  la  périodicité  même,  qu'une  autre  solution  y  entre  au 

-■nême  instant,  de  sorte  que  l'intégrale  de  M.  Kronecker  ne  peut 

^jamais  varier. 

Il  suffira  donc  de  résoudre  le  problème  dans  un  cas  particulier 
pour  l'avoir  résolu  dans  le  cas  général.  Or  c<fla  est  aisé,  car  nous 
Ji'avons  qu'à  supposer 

^'l,  en  posant  alors 
^Tjn  aura 

H  rr.  0,0....  0,,, 

^c  sorte  que  la  foncMion  H  sr  réduira  à  un  produit  de  lonrlions  (") 
^■llipliques. 
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Les  équations  (i)  se  raniùncnl  alors  à  un  certain  nombre  d'équa- 
tions de  la  forme  (2),  et  il  est  aisé  de  voir  qu'elles  admettent 
n\  solutions  dislinclcs.  Ainsi,  si  le  nombre  des  variables  est  égal 
successivement  à  i,  2,  3,  4»  •••>  1^^  nombre  des  solutions  des 
équations  (i)  sera  de  1,  2,  6,  ^4?  •  •  •  • 

Une  autre  application  du  même  principe  va  maintenant  nous 
permettre  de  résoudre  un  problème  un  peu  plus  général. 

Considérons  un  système  de  nxpXk  constantes  que  nous 
désignerons  par  la  notation 

l'indice  i  variant  depuis  1  jusqu'à  />,  l'indice  y  depuis  1  jusqu'à  n, 
et  l'indice  h  depuis  i  jusqu'à  /»'.  Supposons  que  l'on  ait  entre  ces 
quantités  les  relations  suivantes  : 

I  =  p  i     i>  i  -■  V  i  -  p 

i-  l  i  =  1  i  =  1  i  -  1 

et  cela  quel  que  soit  l'indice  y. 

Soient  de  plus  A|,  A^,  ..-,  A^A*  constantes  tout  à  fait  quel- 
conques, et  posons 

/i  -  A  in 


H    =    N     A/,  J~jH(^y—  ^//y//). 


/i-  1 


Nous  dirons  que  H  est  une  fonction  liomogène  et  de  degré/?. 
Cela  posé,  envisageons  n  fonctions  homogènes 

respectivement  de  degré  pt,  p^^  •  •  •  >  Pu- 

Quel  est  le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  des  jc  qui  annulent 
à  la  fois  ces  n  fonctions?  Le  mémo  raisonnement  que  nous  venons 
de  faire  montre  ()ue  ce  nombre  est  constant  et  indépendant,  par 
exemple,  des  quantités  \/,. 

Or,  dans  le  cas  où  les  fonctions  II  se  réduisent  à  des  produits  de 
fonctions  H,  ce  nombre  est  égal  à 

(3)  ni  X  pipi. .  .pn- 

Tel  est  donc  le  nombre  clicrclié. 
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Il  est  à  remarquer  qu'il  peut  arriver  que  les  /;  équations 

Hi  =  Hj  = . . .  =  H„  =  o 

ne  soient  pas  distinctes,  c'est-à-dire  qu'elles  aient,  outre  un  nombre 
de  solutions  communes  isolées,  toujours  inférieures  à  l'expres- 
sion (3),  une  infmité  de  solutions  communes  non  isolées  les  unes 
des  autres. 

C'est  en  particulier  ce  (jui  arrive  dans  le  problème  de  l'inver- 
sion de  Jacobi,  tel  qu'on  le  traite  ordinairement. 

Demandons-nous  maintenant  combien  il  v  a  de  fonctions 

S{x/—ai) 

qui  s'annulent  pour  n  svstèmes  donnés  de  valeurs  de  j*/. 
Je  représenterai  ces  //  systèmes  par  la  noialion 

Nous  aurons  alors  à  résoudre  les  //  équations 

par  rap|)ort  aux  ^//. 

Ces  équations,  d'après  cv.  (\m  précède,  ont  n  !  solutions  com- 
munes. II  existe  donc  // !  fondions  H  qui  s^innuh^nt  pour  n  svs- 
tèmes donnés  de  valeurs  d<îs  .r. 

Si  /^  >  li,  on  a 


n  î  "^  •  n . 


Il  v.ïï  résulte  que  les  ni  solutions  communes  des  équations  (i)  ne 
sont  pas  indépendantes  et  qu'il  y  a  (mtn*  elles  ni — n  relations. 
La  connaissance  de  ff  (rentre  elles  suffit  pour  faire  connaître  les 
autre»  s. 

Mais,  pour  S(^  rendre  compte  dtj  la  complication  des  relations 
envisagées,  il  sufiit  de  cliereher  (piel  est  le  nombre  des  systèmes 
de  ni — n  solutions  eomjiléinentaires  qui  correspondent  à  un 
même  s>stème  de  //  s()luti(>ns  données. 

On  pourra  construire  ni  fonctions  H  (pii  s'annuleront  pour  les 
//  solutions  donné<*s;  on  en  clioisira  n  ([uelconques  :  ce  choix 
poinra  se  fjiin*  dr 
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manières.  A  ch.icune  des  comhinaisons  «le  //  fondions  H  corres- 
pondra un  système  de  ni  —  //  solutions  complémentaires.  Le 
nombre  de  ces  systèmes  sera  donc  donné  par  l'expression  (5). 

Ce  nombre  croît  très  rapidement;  pour  n  =  '^^  4*  5,  6,  .  .  . ,  on 
aura  successivement 


Sur  ir  centrr  dr  cour  bu  rt*  des  courh<\s  de  poursuite  ; 

|)ar  M.   Maurice  d'Ocaoe. 

(Séance  du  20  juillet   i8S3.) 

Le  point  a  décrit  une  certaine  courbe  {a)\  sa  vitesse  est  aK\  à 
rinstant  considéré. 

Le  point  6,  dont  la  vitesse  peut,  d'ailleurs,  varier  d*une  façon 
quelconque,  (*sl  astreint  à  la  condition  de  se  diriger  constamment 

\  î 


«I        T' V 


sur  le  point  a\  ce  point  décrit  une  courbe  (h\  dite  de  poursuite. 
Soit,  à  rinstant  considéré,  /m-'  la  vitesse  du  point  b. 

Le  théorème  qui  fait  Tobjet  de  la  présente  Note  est  le  suivant  : 

Théorème.  —  Les  perpendieuhiires  menées  par  chacun  des 
deu.r  points  à  la  vitesse  de  /\nffre  se  coupent  en  un  point.  La 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  résultante  des  deux 
vitesses  passe  par  le  centre  de  cnurbure  de  la  courbe  de  pou i^ 
suite. 
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La  démonstration  est  des  plus  faciles. 

Soit  c  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  de  poursuite  {h)]  la 
droite  ab  touchant  son  enveloppe  au  point  b  et  la  normale  à  la 
courbe  (a)  coupant  au  point  a  la  normale  à  la  courbe  {b),  on  a 

d{a)  _  ai 
d(b)  ^  1m: 

ou,  en  divisant  dans  le  premier  membre,  haut  et  bas,  par  dt, 

av        a  1 

Par  le  point  a,  élevons  à  la  vitesse  bv'  la  perpendiculaire  am  ; 

du  point  6,  abaissons  sur  la  vitesse  av  la   perpendiculaire   bm  ; 

nous  avons 

aa  =  bm. 

D'ailleurs,  construisons  en  un  point  quelconque,  le  point  b 
par  exemple,  la  résultante  bv^  des  vitesses  fev'  el  r^'i  égale  et 
parallèle  à  a\^.  L'égalité  écrite  plus  haut  devient 

i>Vi  _  bni 

et,  comme  les  angles  fri^ç'i  et  tnbc  sont  égaux,  leurs  côtés  étant 
perpendiculaires,  il  en  résulte  que  les  triangles  bv^ \?^  et  mbc  sont 
semblables.  Les  côtés  homologues  v\s  et  t/?i,  bv^  et  bc  de  ces 
triangles  étant  perpendiculaires,  il  en  sera  de  même  des  troisièmes 
côtés  6t'i  et  Twc,  et  le  théorème  est  démontré. 

On  peut  remarquer,  d'après  ce  théorème,  que  la  courbure  de 
la  courbe  de  poursuite  (t)  n'est  point  liée  à  la  courbure  de  la 
courbe  (a);  elle  ne  dépend  que  des  vitesses  des  points  a  et  b. 

Le  même  théorème  a  lieu  pour  le  second  cas  des  courbes  de 
poursuite,  celui  des  trois  points  a,  6,  c  se  poursuivant,  c'est- 
à-dire  se  déplaçant  de  façon  que  a  se  dirige  constamment  sur  6, 
b  sur  c  et  c  sur  a. 
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Sur  les  fonctions  entières;  par  M.  H.  Poincaré. 

(Séance  du  20  juillet  i883.) 

Lorsqu'une  série  développée  suivant  les  puissances  de  x  est 
convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  cette  variable,  elle  définit 
une  fonction  entière;  mais  on  peut  aussi  mettre  une  pareille  fonc- 
tion sous  la  forme  du  produit  d'une  infinité  de  facteurs  primaires, 
comme  le  fait  M.  Weierstrass.  Un  facteur  primaire  est  une  expres- 
sion de  la  forme 


(-i) 


.P(x) 


P(j?)  étant  un  polynôme  entier  en  x,  et  le  facteur  est  de  genre  /i, 
si  P(x)  est  de  degré  n. 

Une  fonction  entière  est  alors  de  genre  n  si  elle  ne  contient  que 
des  facteurs  de  genre  n  ou  de  genre  inférieur. 

Bien  des  questions  se  posent  au  sujet  de  cette  classification  des 
fonctions  entières;  on  peut  se  demander,  par  exemple  : 

I  "  Si  la  somme  de  deux  fonctions  de  genre  n  est  aussi  de 
genre  n  ; 

2"  Si  la  dérivée  d'une  fonction  de  genre  n  est  aussi  de 
genre  n  ; 

Ces  théorèmes,  en  admettant  qu'ils  soient  vrais,  seraient  très 
difficiles  à  démontrer.  Je  crois  que  je  serai  utile  à  ceux  qui  en 
chercheront  plus  lard  la  démonstration  en  publiant  quelques 
résultats  sur  la  façon  dont  se  comportent  à  l'infini  les  fonctions 
de  genre  n. 

Leurs  propriétés  à  cet  égard  dépendent  en  effet,  dans  une  cer- 
taine mesure,  de  leur  genre.  Par  exemple,  si  l'on  considère  une 
fonction  entière  dont  lous  les  zéros  soient  réels  positifs,  et  que 
Ton  fasse  tendre  x  vers  l'infini  par  valeurs  réelles  négatives,  la 
fonction  tendra  vers  l'infini  si  elle  est  do  genre  o,  et  vers  zéro 
si  elle  est  de  genre  1.  Voici  d'autres  propriétés  analogues: 

Considérons  une  transcendante  de  genre  zént 
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et  supposons  que  x  tende  vers  Vinjini  avec  un  argument  déter- 
miné; soit  a  un  nombre,  aussi  petit  que  Von  voudra,  mais 
d'argument  tel  que 

lim  tf**  =  o. 

Je  dis  que 

limF(a:)e"*=  o. 

En  eflel,  posons 
(il,  a^,  - . . ,  a^  ayant  même  argument  que  a),  d'où 


e^'Y{x)^w\e'^(\—  —  H 


Quelle  est  la  condition  pour  que  le  module  du  facteur 


(- 


reste  plus  petit  que  i  quand  x  varie  de  zéro  à  TinCni  en  conservant 
l'argument  que  nous  lui  avons  attribué?  Nous  pouvons  toujours 
supposer  que  a^jr  est  réel  et  négatif,  sans  quoi  on  se  bornerait  à 
la  partie  réelle  de  x^o;,  la  partie  imaginaire  ne  devant  rien  changer 
au  module. 
Cela  posé,  il  faut  satisfaire  à  Tinégalité 

(i)  %,x  -h  partie  réelle  L  (  i )  < o. 

Or 

partie  réelle  L  (  i )  <  L  |  i  -i-  inotl  —  )  <  moil  —  ? 

de  sorte  que  l'inégalité  (i)  sera  satisfaite  si  Ton  a 
(1)  moclav>  moH  — 

On  peut  choisir  les  a,  de  telle  sorte  que,  pour  toutes  les  valeurs  de 
V  supérieures  à  wxw  rerlaiiir  limite  /»\  celte  inégalité  soit  satisfaite. 


On  a  alors 


-  138  - 

F,(x)=nH('-â] 


v=il 


V  s= 


F.(x)=nH("-£)]' 

limFi(a:)  =  o,     modFi(a^)<  i; 


d'où 


\ime*^¥(x)  =  o.  c.  o-  F.  d. 

Il  résulte  de  là  que  Tintégrale  définie 

a  une  valeur  finie  toutes  les  fois  que  le  chemin  d'intégration  est  tel 

que  lime**  =  o.  Cette  intégrale  définit  donc  une  fonction  4>  (  -  j> 

O  étant  une  fonction  entière. 
Soit 

F(z)=^\„,z'», 
il  viendra 

\X/         ^  07"*+» 

d^où 

lira  mod(m!  A,„)  =  o,     pour  m  =  oo  . 

On  déduit  de  là 

iiTzF(x)=  I  *(—  z)e=  -^j 

cette  intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  entourant  Tori- 
gine. 

Si  l'on  se  reporte  maintenant  au  savant  Mémoire  de  M.  Halphen 
intitulé    Sur  une  st^rie  d^Abel  (  *),  on   reconnaîtra   que   F(j^), 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathémaliqne  de  France,  I.  \.  p.  f»;. 
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c'esl-à-dire  une  fonction  quelconque  du  genre  zéro,  peut  être  repré- 
sentée par  la  série  d^Abel  dont  il  est  question  dans  ce  Mémoire, 
et  cela  quelle  que  soit  la  constante  ^. 

Malheureusement  ce  n'est  pas  là  une  propriété  caractéristique 
des  fonctions  de  genre  zéro.  En  effet,  la  fonction 


/l  =   OD 


'^(-^  =  n('-;iiS7,) 


n  =  1 


qui  est  du  genre  i ,  jouit  de  la  même  propriété. 
En  eflet,  je  dis  que  Ton  a 

si  l'on  fait  tendre  x  vers  l'infini  avec  un  argument  donné  et  si  a 
est  un  nombre  tel  que  olx  soit  réel  et  négatif.  Pour  cela,  il  suffit  de 
faire  voir  que 

Iim    .    .       =  o, 
sinioix 

puisque,  dans  ces  circonstances,  on  a 

lim  e^-'  sin  îolx  =  — -.  • 

11 

Or  on  a 


I  — 


F(x)    __  _J_„  /  n^lJn 


smixx  17.x       \  7.*X* 


d'où,  si  X  est  assez  grand  et  que  ^  soit  son  module  et  a  celui 
de  a. 


51 


,    F(x)  I  n^lJn    , 

sinioLx  \  rt*r*      / 


n^Tz^ 


on  peut  toujours  prendre  n  assez  grand  pour  que 

el,  par  conséquent,  pour  que  le  facteur  H,,  corres[)ondant  soit  plus 


-  liO  - 
|)Clit  que  i.  Nous  poserons  alors 

Nous  pourrons  prendre  A*  assez  grand  pour  que 

1I„  <  I     quand     n  >  k. 
On  aura  alors 

F{x) 


i„oa4-^4-!-<T7(iii.). 

SlIlfZX  MX 


n  =  1 


Mais,  quand  ^  tend  vers  Finfini^  H,^  tend  vers 


r    — 


a*  L*  /i  ' 
d'où 


liiii  luotl  — -  .    -  5  11  (  Grt 


n  -  t 


Or  on  poul  prendre  n  assez  grand  pour  que  le  second  membre 
de  cotte  inégalité  soit  aussi  petit  qu*ou  le  veut. 
On  a  donc 

liin  imui  —. — ^ —  =  o: 
>iiw2  r 

d\>ù 

limFir'^c'*-»'  =  o. 

IV  L\  on  déduit  ^juo  la  tond  ion  l*  ■•  .r  jouit  de  toutes  les  pro- 
priolt  s  que  nous  ;nons  dénionlréos  plus  liant  pour  les  fonctions 
onliéro>  ilo  ;;i'nro  / t^». 

K   .:  Il;-"   I       :.-:•  . 


1-    . 


t     ,  ■  .  . 
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En  effel,  posons  encore 

a  =  ai  H-  «1  H- . . .  -f-  atv  -h . . .  ; 
nous  aurons 

Quelle  est  la  condition  pour  que  le  module  du  facteur 

ou  pour  que 

(i)  partie  réelle  (ol^x*  ■+■  t^x)-^-  partie  réelle  L(i  —  EvJ?)  <  o? 

Supposons  qu'on  ait  choisi  av  de  telle  façon  que.  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  v  que  j'appelle  k,  i°  a.;^^  soit  réel  et  négatif; 
2**  mod av  =  A  mod e^^  ;  h  étant  une  quantité  indépendante  de  v  et 
que  nous  allons  déterminer.  Je  dis  d'abord  qu'on  peut  choisir  h 
de  façon  à  satisfaire  à  (i). 

En  effet,  si  l'on  pose 

l'inégalité  (i)  s'écrira 

Je  dis  qu'on  peut  prendre  h  assez  grand  pour  satisfaire  à  cette 
inégalité,  quels  que  soient  $  et  tj. 
En  effet,  la  fonction 

reste  inférieure  à  une  certaine  limite,  car  elle  ne  pourrait  devenir 
infinie  que  si  $  ou  t^  tendaient  vers  l'infini,  mais  alors  la  fonction 
tend  vers  u;  ou  si  $  et  t^  tendaient  verso,  mais  alors,  en  posant 

ç  =  p  cosw,     T^  =  p  sinw, 
on  trouve 

cos2  0i        pco?3w        p*cos4w 


*=  — 


J.  5 
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qui  reste  finie.  Nous  avons  donc   pour  //  une   limite  inférieure 
finie.  c.  Q.  F.  D. 

Posons  alors 

ar*îa»iF*  =  ::,     mod  a^  =  A  mod  s^     (v>X-), 

V   =  oe 

Nous  aurons 

e«''F(x)  =  F,(x)F,(a7), 

F,(a-)  =  e^»-?J-»^*  TT  e'v^(i  —  £vX), 


v  =  1 


Fî(-3^)=   TT  eS'*+%'(i  —  e.j-). 


On  peut  prendre  A'  assez  grand  pour  que  la  valeur  absolue  de 
^x^  soit  aussi  petite  que  Ton  veut  et,  par  conséquent,  pour  que 
la  partie  réelle  de  (a  —  ^)x^  soit  négative;  on  aura  alors 

limF|  =  o,     modFi<i, 

d'où 

liinc*-f'F(j')=  o.  c.  0.   F.    i>. 

En  général,  si  F(jr)  est  une  fonction  de  genre  /i,  on  aura 
toutes  les  fois  que 

Il  suit  de  là  qur  rinléi^ralc 

ropivsonlo  unr  l'oiiolion  <^(  -  )»  <^  étant  une  fonction  enliérr. 
Posons 


*   r 


•      M 
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Nous  aurons,  en  changeant  z  en  zx, 


f. 


eUir+'-p^-a-P^»  =  Cp 


ou 

Cp 


X 


e{xz)'^'-Prf5 


a7P+» 
En  différen liant  cette  relation,  on  trouve 

ou,  faisant  x=  i, 

Gp^„^,  =J^e^''-'zP-n^^dz  =-  ^^  Cp. 

Si  donc  on  pose 

p  z=z  a{n  -h  i) -h  r,     r<n-Hi, 
il  vient 

C  =r-  ^ac  (^-^0[(^-^')-^-(^^-^01[(^-^■')-^-^-(^-^■01^^•[(^  +  ')-^-(«  — 0(^-n>] 


ou,  posant 

r  ■+-  î 


=  s. 


n  -Hi 
G;>  =  ( — i)^Cr      s{s  -h  i){s  4-  2)  ...  (5-1- a  — l), 

Or,  quand  a  tend  vers  Finfini 

,.     sis -^i)(s -^  9.)  ., ,  (s -^  a— i) 

lllll  — =  00  . 

\  .9.. .  .{a  —  I ) 
Si  Ton  pose 

il  vient 

nu)d\if,  =  modCrinodXp      s {  s  -i-  i )[ s  -h  'i )  . . .  (s -k-  a  —  i), 

d'où 

lim  A,,  I  .■>....(''/ -    n  —  (>     pour     a  =  x,  ^ 

<;ar 

lifii  \if,  =  c>. 
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Mais,  comme  on  a  aussi 

\im  pBp  =  o, 


on  aura 


limaBp    =  o, 
limApal  =  o. 


Or  nous  avons 


pi  <(/i-4-i)«+»[2«+-'(/i-M)"-^'][3"-*'U/n-i)"-^»] ...  [rt'»-^>(/n-i)'»-^»J 
pi  <(a!)«-^'»(/n-iy/?'* 

ou 

P  ''  P  r 

ou 

dont  la  limite  est  zéro. 
Donc 

imAp     \'p\  =  o. 

Ainsi,  dans  une  fonction  entière  de  genre  n,  le  coefficient 
xP  multiplié  par  la  racine  n  +  i'*"'  du  produit  des  p  preniie. 
nombres  tend  vers  zéro  quand  p  crott  indéfiniment. 


Sur  les  équations  différentielles  linéaires  du  quatrième  ordre  n 
dont  les  intégrales  vérifient  une  relation  homogène  du  se- 
cond degré;  par  M.  Goursat. 

(Srancc  du  -m  juillet  iK83.) 

i.  Les  intégrales  d'une  équation  linéaire  d'ordre  m  sont  carac- 
térisées par  celte  propriété  que,  entre  m  intégrales,  formant  un 
système  fondamental,  il  ne  peut  exister  aucune  relation  linéaire 
et  homogène;  mais  il  peut  y  avoir  entre  ces  intégrales  une  relation 
homogène  d'un  degré  supérieur. 

Dans  un  récent  Mémoire  {yicta  mathematicft,  t.  1,  |>.  .>:>  1  ), 
M.  Fuchs  a  étudié  les  équations  du  troisième  ordre  à  coeflicicnls 
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rationnels  dont  les  intégrales  vërifient  une  relation  de  cette  na- 
ture; J'éminent  géomètre  a  montré  que,  si  la  relation  est  d'un 
degré  supérieur  au  second,  l'intégrale  générale  peut  s'exprimer  au 
moyen  de  fonctions  algébriques.  Dans  le  cas  particulier  où  la  rela- 
tion est  du  second  degré,  les  intégrales  de  l'équation  proposée 
sont  les  carrés  des  intégrales  d'une  équation  du  second  ordre  à 
coefficients  rationnels  (*).  Je  me  propose  de  montrer  qu'il  existe 
un  cas  de  réduction  analogue  pour  les  équations  linéaires  du  qua- 
trième ordre.  La  méthode  que  j'emploie  s'appliquant  avec  une 
égale  facilité  aux  équations  du  troisième  ordre,  je  commencerai 
par  l'indiquer  en  quelques  mots. 

±  Soit 

(I)  -7-^  H-îR-T-;  H-3C-,-  H-Di/  =  o 

dx^  dx^  dx 

une  équation  linéaire  du  troisième  ordre  ou,  pour  plus  de  généra- 
lité, je  suppose  que  B,  C,  D  soient  des  fonctions  uniformes  d'+in 
point  analytique  (j7,  jk)>  y  étant  lié  à  x  par  la  relation  algébrique 
/(j7,  >')  =  o.  S'il  existe  entre  les  intégrales  de  l'équation  (i)  une 
relation  homogène  du  second  degré  à  coefficients  constants,  cette 
relation  pourra  être  mise  sous  la  forme 

fij  -H  n\  -h  aj  =  o, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  sous  la  forme 

^o  ^a>  ^3  désignant  trois  intégrales  linéairement  distinctes.  D'ail- 
leurs, il  est  clair  que,  entre  les  intégrales  v',,  i^2>  ^3?  il  ne  saurait 
exister  d'autre  relation   homogène   difl*érente  de  l'équation  ('2) 
Cela  posé,  faisons  décrire  un  cycle  à  la  variable  x\  r^,  ^2,  r.i  se 
changent  respectivement  en 

avx   -h  f>Vi   •+-  cvij 
a'vx  -f-  AV,  -h  cVj, 
a  Vi  -4-  b"  Çf  -h  c't^3, 


(•)  Voir,  à  ce  sujet,  Laguerrk,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences j 
i.  LXXWIII,  p.    \\\  et  2\ir.  Appkll,  Annales  de  rÉcole  Normale,  1881,  p.  4»'^- 
XI.  10 


-  1  if)   - 

le  délcrniinant 


A  = 


a      h      c    \ 
a      o      c    \ 

I 

oT  h"  c  ; 


étant  essentiellement  différent  de  zéro. 
On  devra  encore  avoir 

ou  bien 

- .  « i^i  -f-  /> r*  -^  r  r^i  ^r"*»,  -4-  //r,  -f-  r'i'3 

a'i'i -f- ^Vj -h  c'i'3  ~~     avi -T- /n'j -1- CTj 

La  relation  (3)  doit  être  identique  avec  la  relalion  (î>-),  c'cs/ 
à-dire  que  si,  entre  (2)  et  (3),  on  élimine  une  des  quantités  i*i,  i'*; 
Tj,  le  résultat  devra  être  identiquement  nul.  Pour  faire  celle  éli- 
mination, posons 

-  =  —  =  (o; 
on  en  lire 

et  la  relalion  (3)  peut  s'écrire 

rtw  -4-^-4-  rto*         ^/"(o  -^  h" —  c' i*i- 


(«) 


</'(«) -r  ^-r  c' Oi^  <l  tu -T- ^ -T- c  (i>* 


et  cette  éjçalité  doit  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  to. 

Les  trois  quantités  c*,  c',  c*"  ne  pouvant  être  nulles  en  même 
temps,  puisque  A  est  différent  de  zéro.  Tune,  au  moins,  des  deux 
fraclions  sera  du  second  degré.  D'un  autre  côté,  les  numérateurs 
et  les  dénominateurs  de  ces  deux  fractions  ne  peuvent  être  iden- 
tiques à  un  facteur  constant  près;  ce  qui  entraînerait  A  =  o.  Pour 
que  Tégalité  (.{)  ait  Heu  pour  toute  >aleur  de  w,  il  faudra  donc 
que  les  doux  termes  de  chacune  de  ces  fractions  présentent  un 
facteur  commun  du  premier  degré,  si  elles  sont  toutes  deux  du 
second  degré,  ou  que  cela  ait  lieu  pour  Tune  d'elles,  s'il  n'y  en  a 
qu'une  du  second  degré.  Dans  les  deux  cas,  par  la  suppression 
de  ce  facteur  commun,  les  deux  fractions  se  réduisent  au  premier 
degré,  et  Ton  a  identiquement 


<?'ci>   '-  6  -*-  c  «o-  a  M  -     />  -    rto-  v(i)  ---  z 
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A,  [jL,  V,  p  désignant  des  quanlilés  conslanlcs.  lien  résulte  que  tout 
cycle  décrit  par  la  variable  change  co  en  une  expression  de  la  forme 

-^^ -'  Posons,  en  général, 

U{U)  =   -7 — ,  )    , 

n  désignant  une  fonction  quelconque  de  x\  on  a,   quelles  que 
soient  les  constantes  \  (jl,  v,  p. 


\  V  M  -A-  p  /  ^      ^ 


La  fonction  H((o)  est  donc  une  fonction  uniforme  du  point 
analytique  (x,  y). 

Soit  H(co)  =  P(x,  jk);   considérons  maintenant  Téquation  du 
second  ordre 

d^z  _^     dz 

OÙ  p  Ci  q  sont  des  fonctions  uniformes  du  môme  point  anal\>- 
lique  (x,  v).  Le  rapport  r,  de  deux  intégrales  de  cette  équation 
satisfait,  comme  on  sait,  à  Téqualion  du  troisième  ordre 


V"       3/tA«      dp       I    , 

on  peut  prendre  p  et  7,  et  cela,  d'une  infinité  de  manières,  de 
façon  que  Ton  ait 

Il  suffira  de  prendre,  par  exemple,  y>  =  o,  </  =  —  -  P(.r,   v). 
L'équation 

admettra  deux  intégrales  dont  le  rapport  sera  précisément  égal 
à  (o;  il  suflira  de  prendre  les  trois  constantes  arbitraires  (jui  en- 
trent dans  l'expression  de  r,,  de  façon  que  r,  et  ses  deux  premières 
dérivées  prennent  les  mêmes  valeurs  que  w  et  ses  deux  premières 
dérivées  pour  une  valeur  particulière  de  la  variable.  Soient  Zi 
cl  Z'2  les  deux  intégrales  dont  le  rapport  est  égal  à  to;  on  peut 
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écrire 


Zi          ^l^i            ^j 

cl;  par  suite. 

t'i                *'l             «'3 

ZiZi           5*           -Sj 

Imaginons  que  l'on  ait  formé  Téquation  linéaire  du  troisième 
ordre  qui  admet  pour  intégrales  les  carrés  des  intégrales  de  l'équa- 
tion (5)  et  soit  F(Z)  =  o  cette  équation.  Ses  coefficients  seront 
aussi  des  fonctions  uniformes  du  point  analytique  (x,  j')  et  un 
système  fondamental  d'intégrales  sera  constitué  par  x;^,  ^4  ^29^2* 

Désignons  par  — la  valeur  commune  des   rapports  précé- 

dents;  si  dans  Péquation  F(Z)=  o  on  fait  la  transformation 

on  devra  retrouver  Péquation  (1).  Il  en  résulte  que  <p(j:^,  y)  devra 
être  de  la  forme 

•i(jc,  j')  désignant   une  fonction    uniforme   du   point  analytique 
Les  intégrales  de  l'équation  (i)  seront  donc 

•  •  2 

Kn  posant  dans  l'équation  (5) 

^  =  6'  1  , 

on  aura  une  équation  de  même  forme  en  Y,  donl  les  carrés  des 
intégrales  seront  précisément  les  intégrales  de  Téquation  (1). 
Soit 

une  équation  du  second  ordre;  formons  Téqualion  du  troisième 


ordre  en  //  =  z-.  On  a 

U     =      Z^y 

fin  _     ^  dz 
dx  ~~    "  dx 


d*u 
dx* 


dx*  dx 

dz     I  dz  \  * 
réliniinalion  de  3-,  ^-t"»  (  7-*  )    entre  ces  quatre  équalions,  con- 
duit à  l'équation 

^^^  HF^-^^Tx-''^''-^ 

Si  Ton  pose  ensuite  i/  =  {p(j;)U,  on  aura  la  forme  générale 
d'une  équation  du  troisième  ordre  dont  les  intégrales  vérittent 
une  relation  homogène  du  second  degré;  elle  contient  deux  fonc- 
tions arbitraires  P  et  <p(*r).  Étant  donnée  une  équation  linéaire 
quelconque,  on  sait  qu'on  peut,  par  un  changement  de  fonction, 
faire  disparaître  le  second  terme  et  cela  d'une  seule  manière.  Pour 
qu'une  équation  du  troisième  ordre  appartienne  à  la  catégorie 
précédente,  il  faudra  que,  cette  transformation  effectuée,  elle  soit 
de  la  forme  (6),  et  l'on  a  immédiatement  la  valeur  correspon- 
dante de  P. 

3.  Je  considère  maintenant  une  équation  linéaire  du  quatrième 
ordre,  et  je  suppose  d'abord  que  les  coefficients  soient  uniformes 

d^u        ,  .^  d^  u       ^  ^  d*u       ,  ^  du       ^ 

S'il  existe  entre  les  intégrales  de  cette  équation  une  relation 
homogène  du  second  degré,  on  sait,  d'après  la  théorie  des  formes 
quadratiques,  que  celte  relation  pourra  toujours  être  mise  sous  la 
forme 

(8)  xm}-t- îiM*-i- YwJ-h  omJ  =  o, 

//i,  f/j,  f/3,  //4  désignant  quatre  intégrales  formant  un  système 
fondamental  et  a,  [i,  v,  0  des  (|uantités  constantes.  Deux  de  ces 
coefficients   ne    peuvent   être  nuls   en  même   temps,   mais   nous 
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aurons  deux  cas  à  distinguer  suivant  ((u'aucun  d'eux  n'est  nul  ou 
que  l'un  d'eux  est  égal  à  zéro. 

4.  Je  prends  d'abord   le  cas  où  a,   p,  y,  3  sont  tous  différenls 
de  zéro.  La  relation  précédente  pourra  s'écrire 


(8)' 

en  posant 


L'i  Uv  =  l'i  Ijs, 


lu 


—  Mv  vo; 


Ui,  U2,  U3,  U4  forment  encore  un  système  fondamental. 

Désignons  par  (U,)',  (Uj)',  (Ua/i  (^(4)'  les  valeurs  nouvelles 

de  ces  intégrales  après  que  la  variable  a  décrit  un  contour  fermé; 

on  aura 

(U|)'=aU|  H-^Uj  -hcta  -f- é/U4, 

(U,y  =  eU,  H-/U, -^-^11,  4-AU4, 

(U,r=e'U,+/'U,  +  ^'U3+/t'l]4, 

//,  /y,  r,   ...  étant  des  constantes  dont  le  délerniinanl 


A=: 


a 

b 

c 

d 

a' 

h' 

c' 

d 

e 

f 

fr 

h 

r' 

f 

f;' 

h 

est  diflTérent    de   zéro.   Les  intégrales  (lii/,   (Ua)',    (^3/1    CJ»/ 
doivent  encore  vérifier  la  relation  (8)';  ce  qui  peut  s'écrire 


(9) 


e\)t-i-/ 12-+-  é' l'a  -1-  /*  Iv  ~  a'  Ui  -1-  //  Uj  -+-  c'  U3 H-  f/'  U4 


De  plus,  s'il  n'existe  pas  entre  les  intégrales  de  l'équation  (^) 
de  relation  bomogène  du  second  degré  diflerente  de  la  rela- 
tion (8)',  comme  nous  le  supposons,  les  équations  (8)'  et  (i)) 
devront  revenir  Tune  à  l'autre.  Si  l'on  élimine  cuire  clbîs  une 
des  intégrales  L'i,  l^a»  '^'a?  I^m  le  résultai  devra  élrc  idcnliqucmcnt 


-  loi  — 
nul.  l\)ur  l'aire  ccUl'  élimination,  posons 


O),  = 

= 

u. 

«0,= 

Ui 

— 

réquation  (9)  devient 

(e(Oi-i-/)io, -h  ^lOi-f- /i  ~~  (a'(Di-+- ^')wj-i- c'w|-f- 1/'* 

et  cette  nouvelle  relation  devra  être  satisfaite,  quelles  que  soient 
les  quantités  (o,,  toj.  Les  quatre  coefficients  a,  «',  <?,  e'ne  peuvent 
être  nuls  à  la  fois;  Tune  au  moins  des  deux  fractions  contiendra 
un  terme  en  ci>4Ci>2-  D'autre  part,  les  numérateurs  et  les  dénomi- 
nateurs des  deux  fractions  ne  peuvent  être  identiques  à  un  fac- 
teur constant  près,  car  il  s'ensuivrait  que  A  est  nul.  Il  faut  donc, 
poYir  que  l'égalité  (9)'  ait  lieu,  quels  que  soient  to,,  coj,  que  les 
deux  termes  de  chacune  des  deux  fractions  présentent  un  facteur 
commun  du  premier  degré  en  (0|,  co^  si  elles  sont  toutes  deux  du 
second  degré  ou  que  cela  ait  lieu  pour  l'une  d'elles  au  moins,  s'il 
n'y  en  a  qu'une  du  second  degré.  Supposons,  par  exemple, 
a^o;  l'expression  aa>|  co.j+ ftw^j-f- cco, -h  rf  ne  peut  se  décom- 
poser (|u'en   un  produit  de  deux   facteurs   tels   que  (/co<-|-/w), 

(/?ti>2  4-<7). 

La   suppression  d'un    facteur  commun  du  premier   degré   au 

numérateur  et  au  dénominateur  de 

a a>i  a>i -4-  ô  wj -f-  c lOi  -T-  <f 

ramènera  cette  fraction  à  l'une  des  deux  formes 

X(0| -+-  |Jl  XiWj-h  {JLi 


de  même  la  fraction 


viO|-4-  p         ViWjH-  Pi  ' 


(awt  -!-  /))tjji-h-  cwi  -h  d 


devra  se  réduire  à  l'une  des  deux  formes 

X'oji  -T-  ja'  X',  (Oj  -4-  p.', 

v'(ij|-H  p'  v',(Oj-+-  p\ 
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Mais  il  rsl  a  remarquer  que  si  la  première  Traction  se  réduil 

.     X<0|-H|A       I  1         I        •         .     X',  (!>*-+-  a,  . 

a  — - — -y  la  seconde  devient  -7 et  inversement. 

Nous  vovons  donc  que,  la  variabi  ;  décrivant  un  contour  fermé 
qui^lconque,  on  a  soit 


,         X(i>|  -4-  IX  ,        X',  tOj 


!*i 


soit 


va>i-i-p  "'         v',wi-l-p', 

/.>  v_  X|(Ot-^îx,        _  ^,_  X^a>tH-  t^' 
^  viWjiH-p,  v'a>|-f-p 

Posons  comme  plus  haut  H(w)  =  — r  —  7  f"?  )  *   '^  variable  x 

décrivant  un  contour  fermé  quelconque,  les  fonctions  H  (ai,), 
11(0)3)  ne  peuvent  que  revenir  à  leurs  valeurs  initiales  ou  s^échan- 
^f»r  entre  elles.  Donc  : 

Les  /onctions  H((o,),  H(a>2)  sont  racines  d'une  équation  qua- 
dratique à  coefficients  uniformes 

(10)  H*H-2i*(j-)H-H^(a7)  =  0. 

Soient  Ilf,  II2  les  deux  racines  de  celte  équation;  considérons 
les  deux  équations  linéaires 

^  -     '  Il  - 

Si>ienl  V|,  ^v^  un  svslùine  fondamental  d'intégrales  de  la  pre- 
mière, et  Cl,  Z2  un  système  fondamental  d'intégrales  de  la 
seronde  :  les  produits  >iwi,  Vi:;..,  >'.»3,,  r^Zy  constituent  un  svs- 
tèine  fondamental  d'intégrales  d'une  équation  linéaire  du  qua- 
trième oixlre  à  ooeilîcients  uniformes.  En  effet,  la  variable 
«léorivant  un  eontt>ur  fermé  quelconque,  les  racines  H|,  Hj  de 
l'équation  yio)  n*viennenl  à  leurs  \aleurs  initiales  ou  s'échangent 
«Mitn»  elles.  Kn  désignant  par  i,.»  ,)',  (,.>2)',  \Zi)\  (z^)'  les  valeurs 
tinal<*s  des  tonrtions  1^,  1  ^,  :?,,  ;^,  on  a,  dans  le  premier  cas. 


'.»! 

IV  »  , 

■'  *'l.*  2- 

,    »,» 

-  «v», 

r,»t. 

•  -l  » 

tf,.Zi 

■    </j  vi. 

1  Cj 

«'\  Cj 

f/|  «;. 
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el,  clans  le  second  cas, 

(ziY=  Co^x-^ciyt, 

dans  les  deux  cas  les  valeurs  finales  des  produits  jKi^'ai  JU^if 
^>'2  5|,  y^Zi  s'expriment  par  des  formules  linéaires  et  homogènes  à 
coefficients  constants  au  moyen  des  valeurs  initiales. 

Supposons,  comme  on  l'a  expliqué  tout  à  l'heure  (  n"  2),  qu'on 

ait  choisi  les  intégrales  j^i,  ^'2,  z,,  Z2  de  façon  que  le  rapport  — 

soit  égal  à  co,  et  le  rapport  ^^  à  a>2,  et  soit  F(P)  =  o  l'équation 

du  quatrième  ordre  à  coeflficients  uniformes  qui  admet  pour  inté- 
grales les  produits  des  intégrales  des  deux  équations  (11).  Des 
relations 

zx         U,        U, 

on  tire  facilement 

U,  t,  U,  L\ 


71-51      7î-i      ri-i      y^^t 

Désignons  par  — -— r  la  valeur  commune  des  rapports  précédents  ; 
si,  dans  l'équation  F(P)  =  o,  on  pose 

on  devra  retrouver  l'équation  (r).  H  en  résulte  queç(j;)    sera  de 
la  forme 

*{/(jî)  étant  une  fonction  uniforme  de  Xy  et  Téquation  (7) aura  pour 
intégrales 

Soient  maintenant  T.^(.r),  r.^i.f)  deux  fonctions  uniformes  de  .r, 
telles  que  -,  tj; -r  ~j  «.'■)  =  •!/(./•;.   Si   dans  les  équations  (ii)  on 


-  lai  - 

pose 

les  inlcgralos  de  Téqnalion  proposée  (7)  seront  précisément  les 
produits  des  intégrales  des  deux  équations  du  second  ordre  en  Y 
<ît  en  Z.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  1.  —  Si  les  intégrales  d^une  équation  linéaire 
du  quatrième  ordre  à  coefficients  uniformes  vérifient  une  rela- 
tion homogène  du  second  degré  et  une  seule,  cette  relation 
poui'ant  être  mise  sous  la  forme  (8)',  les  intégrales  de  cette 
équation  sont  les  produits  des  intégrales  de  deux  équations 
linéaires  du  second  ordre  dont  les  coefficients  sont  racines 
Inéquations  quadratiques  à  coefficients  uniformes. 

Remarque  /.  —  On  peut  prendre  pour  tc,  et  TCj  des  fonctions 
quelconques  de  jt,  assujetties  à  la  seule  condition 

Si  Ton  prend,  comme  nous  l'avons  supposé,  des  fonctions  uni- 
formes, les  coefficients  de  -.—  et  de  -j-  seront  uniformes,  et  les 

coonîcients  de  Y  et  de  Z  seront  racines  d'une  équation  du  second 
degré  à  cocflîcients  uniformes,  comme  Il|  et  ILj, 

Kemarque  IL  —  Il  peut  arriver  que  dans  l'équation  (10) 
*^^ —  M"  soil  un  carré  parfait;  dans  ce  cas,  les  équations  en  Y'  et 
on  Z  seront  elles-mêmes  à  coeflîcients  uniformes  et  absolument 
distinctes  Tune  do  Tautro. 

Itcmarque  IlL  —  Supposons  que  Téquation  (-)  ait  toutes  ses 
inlôgralos  réguIioix*s;  Il((o,\  11^ Wj»  présentent  pour  toute  valeur 
ilo  j'  le  caraoloro  do  fondions  algébriques,  et,  par  suite,  ^(^), 
U\.r)  seront  des  fonctions  rationnelles  de  la  variable.  On  pourra 
prendre  pour  11^ w^  une  fonction  rationnelle  de  j*  et  de  o,  r  étant 
liée  il  .r  [VU*  une  équation  du  second  degré.  On  peut,  do  plus,  recoii- 

nailiv  lacilomont  que  les  pivduils  ^,r  —  /f.  i-ll^co  »,  —  II^w  \  restent 

linis  pour  .r  --.  */,.  ol  pour  .r  ^-  oc  .  Il  on  résulte  que  les  intégrales 
do>  équations  on  I  ol  on  r  <ont  ôgalomoiil  régulièro>. 


J'ai  admis,  pour  faire  le  raisonnement,  que  les  coeHicients  B,  (^, 
D,  E  étaient  uniformes;  mais  il  est  bien  aisé  de  voir  que  la 
méthode  et  les  résultats  subsistent  si  ces  coefficients  sont  des  fonc- 
tions uniformes  d'un  point  analytique  (^,^)«  H  n'y  a  qu'à  rem- 
placer partout /o/2C^io/?5  uniformes  cPune  variable  ^div  fonctions 
uniformes  d'un  point  analytique  (^,x)  et  contour  fermé  par 
cycle. 

o.  Voici  comment  on  pourra  former  l'équation  générale  du 
quatrième  ordre  dont  les  intégrales  vérifient  la  relation  (8)'.  Con- 
sidérons les  deux  équations  du  second  ordre 


=  K  >«, 


dx^ 
qui  donnent  comme  conséquences 

^  =  n  ^  +  \Vy, 
dx*  dx  ■^' 

d^  z  dz 

dJ^  -  ^  dz '^  '^  " 

g=(K.^K').^,K'g, 

Cl  posons  u  =yz.  On  aura  successivement 

du dv  dz 

dx    ~"  '*  dx  dx 

^'*"     /Il     t'x  *iy  ^i^ 


» 


'^^'i  _,  (111+  11*4-  K*-f-  K'-i-  GKH)7-5  -H  2(11^4-  2K')-  ^ 


^»(.ll'^K',^-;g^4(lI-^K)g£; 

rélinûnation  de  \  z.  v -7^?   ^S-»  -î — 7-  entre  ces  cinti  équations 

"    </^-        dx    dx  dx  '      * 


(12) 


—  J5G  - 
condiiil  à  réquation  linéaire  du  quatrième  ordre 

d'^ti       K'—  W  dUi  ^,       ,,    dUi 

dT^  -  vr:^\  d7^  -''^-^^^^  Tûi 

[  j([fK  -  klp-Him    -KK  I  du 
"^  K  — II  dx 

i^^— ^  -  (  K  -  H  )« -  (  K'H-  II') J  i£  =  o. 

Si  l^on  fait  ensuite  la  transformation  u  =  ^{x)\}j  on  aura 
forme  la  plus  générale  des  équations  demandées;  elle  contieni 
comme  on  voit,  trois  fonctions  arbitraires  K,  H  et  ^(x). 

().  Supposons  en  second  lieu  que  Tun  des  coefficients  a,  ^ 
y,  o  de  la  relation  (8)  soit  nul,  par  exemple  o  =  o.  Cette  reialio 
pourra  alors  s'écrire 

(i3)  liî=U,L„ 

en  posant 

L,  =  /awi, 

1^3=  /—  ?Wî—  /TWj. 

Soient  toujours  (U|)',  (Ua)',  (l^s/?  {^s}'  ^^^  valeurs  que 
prennent  ces  intégrales  après  que  la  variable  a  décrit  un  contour 
fermé.  On  devra  donc  avoir 

(liiV*=(U,)'(U3)', 
c'est-à-dire 

nlx-^hlii-^-cX^-^dX:^  _  f>' l  , -r-/Xf4- a-^' ta  ^*'  t  v . 

et  s'il  n'existe  pas,  comme  nous  le  supposons,  d'autre  relation 
homogène  du  second  degré  entre  les  intégrales  de  l'équation  (7), 
les  équations  (k^)  et  (i4)  devront  revenir  i\ine  à  Tautre. 

Si  l'on  élimine  entre  ces  deux  équations  une  des  quantités  U|, 
IJ2,  L'3,  le  résultat  devra  être  identi(|uemeut  nul.  Pour  faire  celle 
élimination,  je  pose 


—  157  - 
l'c5<rjuation  (i/\)  devient 

rcoi  -+-/-*-  ^ojj  -î-  //<0j  ^/(Oj  -î-  ^  -1^-  r  eu  J  -h  r/(ij2 

ot  €jeUe  nouvelle  égalité  doit  être  vérifiée  pour  toute  valeur  de  W| 
et  <le  coa,  sans  que  cependant  les  numérateurs  et  les  dénomina- 
l*^"*^Ts  des  deux  fractions  soient  identiques  à  un  facteur  constant 
pi^^s.  Il  faudra  donc  que  Tune  au  moins  des  deux  fractions  soit  du 
^^<^ond  degré  et  que  les  deux  termes  de  cette  fraction  se  déconi- 
P<=>^ent  en  un  produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré  et  aient 
urm     facteur  commun. 

Supposons,  par  exemple,  c^o;  la  fonction  a lo,  H- 6  H- cioj4- rfa)2 
n^  pourra  se  décomposer  en  un  produit  de  facteurs  du  premier 
é  si  rf=o.  De  même,  si  g^éo^  le  dénominateur  de  cette 
ction  ne  pourra  se  décomposer  en  un  produit  de  deux  facteurs 
^i-»^  si  h  =  o.  Si  ^  :=  o,  le  trinôme  eiO| -|-/4- /1W2  ne  pourra 
^ï^  ^rer  en  facteur  dans  aio«  +  6  -f-  cco^f  que  si  A  =  o. 

0)n  aura  donc  dans  tous  les  cas  rf  =  o,  A  =  o,  et,  par  suite,  A'  =  o. 
•  1  ^uit  de  là  que  U<,  U2,  U3  constituent  un  système  fondamental 
^'îïilégrales  d'une  équation  linéaire  du  troisième  ordre  à  coeffi- 
^*^:»its  uniformes  et,  comme  elles  vérifient  la  relation  (i3),  d'après 
^ui  a  été  démontré  antérieurement,  on  a  le  théorème  suivant  : 

^Théouemb  II.  —  Si  les  intégrales  d^une  équation  linéaire 
quatrième  ordre  à  coefficients  uniformes  vérifient  une  rela- 
'*^>#i  homogène  du  second  degré  et  une  seule,  cette  relation 
Vivant  être  mise  sous  la  forme  (i3),  cette  équation  admet 
^^me   intégrales   les  carrés  des  intégrales  d^une  équation 
^^^éaire  du  second  ordre  à  coefficients  uniformes. 

On  voit  par  là  que  l'équation  (7)  ne  sera  pas  irréductible.  Si 
(  «1)  =  o  est  l'équation  générale  du  troisième  ordre  dont  les  in  té- 
lés vérifient  la  relation  (i3),  l'équation  (7)  sera  de  la  forme 

dV{u)      _^.    . 

"  désignant  une  fonction  de  x. 

"7.  Je  suppose  maintenant  que  les  intégrales  de  Téquation  (7) 
>"^riCent  deux  relations  analogues  à  l'équation   (8).  Il  est  coni- 


k 
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modo,  pour  faciliter  le  raisonneincnl,  (remployer  le  langage  géo- 
inélrique,  qui  n'esl  en  définitive  qu'une  interprétalion  de  faits 
algébriques,  indépendants  des  conditions  de  réalité  des  quantités 
qui  y  figurent.  Ainsi  L|,  U2,  U»,  U»  désignant  des  quantités  ima- 
ginaires quelconques,  on  peut  définir  ces  quantités  comme  les 
coordonnées  homogènes  d'un  point;  Tensemble  des  systèmes  de 
valeurs  qui  vérifient  une  relation  homogène  du  second  degré,  telle 
que 


(i5)  F(ai,  lii,  1*3,  u^)  =  Au\-h  A'mJh-  A'aJ-i- 


o 


sera  dite  une  surface  du  second  degré.  A  ce  point  de  vue-là,  le 
problème  que  nous  venons  de  traiter  revient  à  la  recherche  des 
transformations  linéaires  qui  font  revenir  sur  elle-même  une  sur- 
face du  second  degré.  Si  maintenant  on  prend  pourUi,  U2,  Us, 
U4  quatre  intégrales  de  Téquation  (^)  formant  un  système  fonda- 
mental, et  si  ces  intégrales  vérifient  deux,  relations  analogues  à  la 
relation  (i5),  on  peut,  toujours  dans  cet  ordre  d'idées,  considérer 
U|,  Ua,  Uj,  U4  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
d'une  courbe  intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré.  La 
variable  x  décrivant  un  contour  fermé  quelconque,  U| ,  U2,  Ua,  U4 
sont  remplacées  par  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  de 
ces  intégrales.  Mais  les  deux  nouvelles  relations  analogues  à  l'équa- 
tion (i5)  doivent  admettre  les  mêmes  solutions  que  les  premières, 
de  sorte  que  la  question  revient  à  chercher  les  transformations 
linéaires  qui  font  revenir  sur  elle-même  la  courbe  d'intersection 
de  deux  surfaces  du  second  degré. 

Nous  devons  évidemment  écarter  le  cas  où  cette  intersection  se 
décomposerait  en  deux  courbes  planes,  et  nous  n'avons  qu'à  exa- 
miner les  cas  où  celte  intersection  est  une  véritable  biquadratique 
gauche  ou  se  compose  d'une  ligne  droite  et  d'une  cubique  gauche. 

8.  Prenons  d'abord  le  cas  où  l'intersection  se  com[)ose  d'une 
biquadratique  gauche,  et  supposons  qu'elle  n'admet  ni  point 
double,  ni  point  de  rebrousscment.  On  sait  qu'il  existe  quatre 
cônes  du  second  degré,  et  quatre  seulement,  passant  par  cette 
courbe,  les  sommets  formant  les  quatre  sommets  d'un  tétraèdre. 
Imaginons  qu'on  ait  pris  ce  tétraèdre  pour  tétraèdre  de  référence; 
les  équations   de   la  biquadratique  pourront    être   prises  sous  la 
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i'orMTïc  suivante 


(i3> 


et    «celles-ci  entraînent  les  suivantes  : 


(i6> 


I  (a-i)UÎ-HUÎ=UÎ, 


I 


ce  «qjui  revient  à -prendre  convenablement  les  intégrales  U<,  Ua, 
U3,    Ui  formant  un  système  fondamental.  Toute  transformation 

I  în^Saire  qui  fait  revenir  la  biquadratique  gauche  sur  elle-même  ne 
doîl.  pas  changer  le  télraèdre  de  référence;  les  faces  de  ce  tétraèdre 
&e   correspondront  à  elles-mêmes  à  moins  de  s'échanger  entre  elles. 

II  en  résulte  qu'après  un  contour  fermé  décrit  par  la  variable,  la 
>''^leur  finale  de  U<,  par  exemple,  aura  Tune  des  formes  suivantes, 
omm    A|,  Xj,  Xs,  X»  sont  constants  : 

Atl'l,       ''ft'ïj       ''3^3>       '»*1'4» 

<^t.    siinsi  des  autres.    Si  nous  considérons  les  dérivées  logarith- 


mi 


cjues 


rfU, 


Ui  TE 


ces  quatre  fonctions  ne  pourront  que  reprendre  leurs  valeurs  ini- 
i&ales  ou  s'échanger  entre  elles;  ce  sont  donc  les  racines  d'une 
équation  du  quatrième  degré  à  coefficients  uniformes. 

Pour  examiner  de  plus  près  les  transformations  possibles,  je 
i^emarque  que  le  nombre  des  cas  à  examiner  est  égal  au  nombre  des 
permutations  de  quatre  lettres,  c'est-à-dire  vingt-quatre.  Les  con- 
sidérations suivantes  donnent  presque  immédiatement  celles  qui 
sont  possibles.  Je   remarque   que   le  rapport  anhurmonique  des 
quatre  plans  passant  par  une  tangente  à  la  courbe  gauche  et  par 
les  quatre  sommets  du  tétraèdre  de  référence  est  constant  et  a 
lune  des  valeur  suivantes  : 


«,     I  —  a. 


a 


I  —  a 


a 
a  —  1 


a  —  1 
a 


Les  vingt-quatre  permutations  des  lettres  U|,  Uo,  U3,  U^  se 
partai^ent  en    six   groupes   de   quatre   permutations,    le   rapport 
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uiiliarinoniqiie  conservant  la  nieinc  valeur  pour  un  même  grou|> 
Telles  sont  les  quatre  permutations 

U,,  U„  U„  U„ 

li„  U„  U4,  U„ 

Uj,  l'*,  ^1,  l'î, 
^ki  Uj,  l'j,  U|. 

Il  en  résulte  un  certain  nombre  de  transformations  linéaires  q 
laissent  invariable  la  bicpiadratique  et  qui  sont  de  Tune  des  furm 
suivantes  : 

Ui=XU3,     Ui=fxUv,     t,  =  vU,,    U,=  pU„ 
Li  =  XUv,     lii=fxU3,     L3=vUi,     L4=pL,  ; 

pour  la  première,  par  exemple,  il  sufITra  de  prendre 

et  Ton  a  des  conditions  analogues  pour  les  autres.  Ces  transforma-  -^ 
lions  existent  toujours,  quel  que  soit  a.  Au  contraire,  pour  qu'i.  ' 
existe  une  transformation  linéaire  telle  que 

L,  =  xi;2,    U2=  îaL,,    U3  =  vL\,    i;t=pU,, 

(|ui  change  en  elle-même  la  biquadratique  gauche,  comme  le  rap- 
port anharmonique  de  quatre  plans  n^est  pas  changé  par  une 
transformation  de  ce  genre,  il  faudra  que  les  rapports  anharmo- 
niques  correspondant  aux  deux  permutations 

IJ,,  Ij,  U3,  Uv, 
l'î,  U„  II4,  U, 

aient  la  même  valeur  ou  bien  1  —  a  =  a^  c'est-à-dire  r/  =  ^,  et, 
si  cette  condition  est  remplie,  il  suffira  de  prendre  pour  ).,  jjl,  v,  0 
des  coefficients  satisfaisant  aux  conditions 

^.  [A*  v2 

'J.  J. 

Tout   pareillement,   pour  (pi'il   existe  d'autres   transformations 
que  celles  dont  on  vient  de  parler,  il  faut  et  il  suffit  que  deux  des 
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rapports  anharmoniqiies  précédents  aient  la  même  valeur  ou  que 
^  ait  l'une  des  valeurs 


—  I,    ->    2 

'2 


.  i±v/- 


,n  résumé,  les  transformations  linéaires  qui  reproduisent  une 
bîq^^jadra tique  gauche  sont  en  nombre  limité,  en  considérant 
cojrsTftme  identiques  les  transformations  qui  ne  diffèrent  que  par 
un      jtfacteur  constant.  Soit  U  une  intégrale  quelconque  de  Téqua- 

tîoir^  (7) 

U  =  C,  Ui4-  C,U,-h  CaUj-h  C4U4; 


1 

de 

d' 


valeurs  que  pourra  prendre  cette  intégrale  pour  une  valeur 

née  de  la  variable  s'obtiendront  en  multipliant  un  nombre yî/if 

Ire  elles  par  des  facteurs  constants.  II  en  résulte  que  la  dérivée 

rithmique 


1  ^ 
U  dx 


I*  ^dmet,  pour  chaque  valeur  de  x^  qu'un  nombre  limité  de  valeurs. 
C^la  posé,  soient  maintenant  M|,  u^y  «s,  «4  quatre  intégrales  quel- 
<}ues  de  l'équation  (7),  formant  un  système  fondamental;  on 
tre  ces  intégrales  la  relation 


^«7> 


d^Ux  d^U\  du\ 

dx^  r/.r'  dx 

d^Ui  (Pui  duf 

dx^  dx*  dx 

d^u%  d*  M3  dii3 

dx*  dx*  dx 

d^  Ut,  d*  Ui  du,, 

dx^  dx*  dx 


M, 


=  Cc-^-^«'''; 


supposons  qu'on  ait  fait  disparaître  le  second  terme  B;  la  rela- 
tion  (17)  pourra  s'écrire 

\    d^ux      i    d*Ui      I    du 


(»:/ 


Ui  U2  u^  u^ 


. . .      I 


Wi    dx*      Ux    dx*      Ut  dx 

1    d^Ui 
Mj    dx:i 

i    d^u,, 

//4      d.T^ 


=  C. 


XI. 


1 1 
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On  vient  de  voir  que  les  fonctions r^y t-^»  •  •  •  admettent, 

*  M|  (ijc     «j  dx  ' 

pour  chaque  valeur  de  x,  un  nombre  limité  de  valeurs.  Posons, 

pour  abréger, 

I    dui       ., 

on  en  déduit  successivement 

i  Sr  =/;(^)+/(^)/.(^)  =  /.(^); 

il  en  résulte  que,  pour  une  valeur  donnée  de  a:,  le  déterminant  pré- 
cédent n'admet  qu'un  nombre  limité  de  valeurs;  et,  par  suite,  il 
en  est  de  même  du  produit  UiiiaiiiUn'  Si  le  produit  de  quatre 
intégrales  quelconques  n'admet  en  chaque  point  qu'un  nombre 
limité  de  valeurs,  il  en  est  de  même  du  quotient  de  deux  inté- 
grales quelconques  et,  par  suite,  d'une  intégrale  quelconque.  On 
a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  les  intégrales  d^une  équation  linéaire 
du  quatrième  ordre  à  coefficients  uniformes  vérifient  deux 
relations  homogènes  du  second  de  gré  y  pouvant  être  mises  sous 
la  forme  (i5),  une  intégrale  quelconque  sera  racine  d^une 
équation  entière  à  coefficients  uniformes,  pourvu  qu'on  fasse 
disparaître  le  second  terme  dans  V équation  (7). 

Si  Téquation  (7)  a  toutes  ses  intégrales  régulières,  Tinté^rale 
générale  s'exprimera  au  moyen  df  fonctions  algébriques. 

9.  Je  suppose  en  second  lieu  que  la  biquadratique  gauche  ait  un 
point  double;  il  existe  seulement  li'ois  runes  distincts  du  second 
degré  passant  par  la  courbe  gauche. 

L'un  de  ces  cônes  S,  a  son  sommet  au  point  double,  les  deux 
autres  Sj,  S.,  passent  par  ce  point  double  sans  être  tangents  en  ce 
point  au  cône  S,.  Imaginons  qu'on  ait  pris  le  tétraèdre  de  réfé- 
rence de  la  manière  suivante  :  le  plan  IJ,  rr=  o  sera  le  plan  passant 
par  les  sommets  des  trois  cônes  S,,  So,  S;,;  le  sommet  opposé  sera 
pris  sur  le  diamètre  conjugué  du  ]>Ian  l  1  [>ar  rapport  au  cône  S|. 
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Enfin,  les  plans  U2,  1^3,  ^fk  seront  les  plans  passant  par  ce  sommet 
et  par  les  trois  côtés  du  triangle  avant  pour  sommets  les  sommets 
des  cônes  S|,  Sj,  S3.  On  pourra  mettre  les  équations  de  ces  cônes 
sous  les  formes  suivantes  : 

S,:  Uî-4-aU*-H2U,L\  =  o, 

S,:  (a  — i)UÎ-h<7ijJ— ^11,114  =  0. 

Toute  transformation  linéaire  qui  fait  revenir  la  courbe  sur 
elle-même  ne  doit  pas  changer  le  cône  Sj,  et  les  cônes  Sa  et  S3  ne 
doivent  pas  être  changés  non  plus,  à  moins  de  se  permuter.  Il  en 
résulte  que  le  plan  U|  =  o  doit  être  invariable  par  toute  substi- 
tution de  cette  nature;  les  plans  U2  =  o,  U3  =  o  doivent  aussi 
être  invariables,  à  moins  de  se  permuter  entre  eux,  et  le  plan 
U4  =  o  doit  se  changer  en  un  plan  passant  par  l'intersection  des 
plans  U|  =  o,  1)4  =  0.  Toutes  les  substitutions  possibles  sont 
comprises  dans  le  Tableau  suivant  : 

Ui=XU„     U,  =  ±XU2,     U3  =  ±XU3,     U4=XL4, 

Ui  =  XUi,     U,  =  ±:XU3,     U3  =  ±:XUî,     U4  =  -  (a— 2)U,-~  X  U4, 

À  étant  une  constante  arbitraire.  Toutes  ces  substitutions  changent 
en  elles-mêmes  la  relation  Ujf-h  U^-f-  Ul=  o,  qui  peut  s'écrire 

(18)  13Î  =  V,V„ 

en  posant 

V,=  U,v/=rr-HU3, 

V,=  V,/^r7_U,; 

il  en  résulte  que  V|,  V.j  sont  les  carrés  des  intégrales  d'une  équa- 
tion linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  uniformes  (n^2);  on 
aura 

La  variable  x  décrivant  un  contour  fermé  quelconque,  nous 
savons  que  les  valeurs  finales  de  V|,  Vo  seront  de  l'une  des  for- 
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mules 

(V,)'=xv„   (V,y=xv„ 
^v,)'=ÀV„   (v,y  =  -xv„ 

(Vt)'=XV„    (V,)'=XV„ 
(.Vt)'=XV„    (V,)'  =  -XV,; 

par  suite,  les  valeurs  finales  de^J,  j^'J  seront  de  m(3me  forme.  Il  en 
résulte  que  les  dérivées  logarithmiques 

JL  ^    J-  ^ 
yi    dx'  yt    dx 

seront  racines  d^une  équation  du  second  degré  à  coefficients  uni- 
formes. Cela  posé,  supposons  que  dans  l'équation  du  second  ordre 
qui  admet  pour  intégrales  Vi,  y^  on  ait  fait  disparaître  le  coeffi- 
cient de  -r-;  la  relation 
ax 

peut  s'écrire 

elle  montre  que  le  produit  Vij'o  ne  peut  prendre  que  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires;  donc  le  produit  ^'Jji'J  est  une /onc- 
tion uni/orme  de  la  variable.  D'un  autre  côté,  puisque,  par  un 
contour  fermé  décrit  par  j?,  jj  se  change  en  X^J  ou  X  )'j,  et  de 
même  rj  en  itzXrf  ou  dz^-yl^  le  produit  J'iyl  se  change  en 
rtX^j^^  >'!j.  Comme  le  produit  v^^  J'^  est  uniforme,  on  aura 
A^=:±i;  il  suit  de  là  que  rj  et  >'5  sont  racines  d'une  équation 
quadratique  à  coefficients  uniformes.  Si  donc  on  pose  1'*=;;, 
z  sera  donné  par  une  équation  toile  que 

(19)  5l_Hl>;:-^Qi=:0, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  uniformes,  puisque  le  produit  j'Jj^'J  est 
uniforme.  Un  svslèmc  fondamental  d'intégrales  de  Téquation  (y) 
sera  formé  par 

.1  1  .»  2 

10.   La  biquadraliquc  gauclic  peut  avoii*  un  point  de  rebrous- 
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sèment;  il  n'existe  alors  que  deux  cônes  du  second  degré  passant 
par  cette  courbe  :  l'un  d'eux  S4  ayant  son  sommet  au  point  de 
rebroussemenly  le  second  S2  passant  par  ce  même  point  et  tangent 
en  ce  point  au  premier.  Je  prendrai  un  tétraèdre  de  référence 
formé  de  la  manière  suivante  :  soit  U|  le  plan  tangent  commun 
aux  deux  cônes.  J'appelle  Ua  le  second  plan  tangent  mené  par  le 
sommet  de  Sa  au  cône  S|.  Je  prendrai  pour  U3  le  plan  des  deux 
génératrices  de  contact  du  cône  S|  avec  les  plans  U|  et  U2,  et  pour 
U4  le  plan  tangent  à  S^  le  long  de  la  seconde  génératrice  d'inter- 
section de  ce  cône  avec  U3.  Les  équations  de  la  biquadratique 
gauche  pourront  être  mises  sous  la  forme 

lUÎ-U,U,=  o. 
(  UÎ-U,U4  =  o. 

Toute  transformation  qui  fait  revenir  la  biquadratique  gauche 
sur  elle-même  ne  doit  pas  changer  les  cônes  S|  et  Sa,  ni  par  suite 
les  plans  U|,  Ua,  U3,  U4  qui  sont  liés  invariablement  à  ces  deux 
cônes.  Il  en  résulte  que  ces  transformations  seront  de  la  forme 

U,  =  XU„     U,=  ixU„    U,=  vU„    U4=pU4; 

inversement  toute  transformation  de  cette  nature  n'altère  pas  la 

biquadratique  pourvu  que  les  constantes  "k^  [x,  v,  p  vérifient  les 

relations 

v>t=  Xp.,     ji.*=  Xp. 

On  voit  que  les  quatre  dérivées  logarithmiques 

I    dVi        I    rfUj        I    d{j3        I    dl)^ 
Uj    dx        Uj    dx        Ua    dx        L\    dx 

seront  des  fonctions  uniformes  de  la  variable /|( or), /a (x), /a (x  , 
fh{x)^  et  l'on  aura 

Les  relations  (20)  deviennent 
rcciproquciiicnt  si   /, .  f^*  /».  J\  î^onl  qualre  fonctions  uniformes 
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vérifiant  les  relations  ('ii),  il  est  clair  que  Ui,  La,  U3,  U4  sont 
quatre  intégrales  d'une  équation  du  quatrième  ordre  à  coôflicients 
uniformes,  vérifiant  les  relations  ('->.()). 

H.  Je  suppose  en  dernier  lieu  que  la  courbe  d'intersection  se 
compose  d'une  génératrice  commune  et  d'une  cubique  gauche. 
Faisant  abstraction  de  la  génératrice,  la  ({uestion  revient  à  trouver 
les  transformations  linéaires  qui  font  revenir  sur  elle-même  une 
cubique  gauche.  J'emploierai,  pour  traiter  ce  dernier  problème^  le 
raisonnement  employé  aux  n"*  2  et  3.  Il  existe,  comme  on  sait,  une 
infinité  de  cônes  du  second  degré  passant  par  la  cubique;  soient 
S|  et  S2  deux  de  ces  cônes  et  L,  la  génératrice  commune.  Soit  Uj 
le  plan  tangent  à  S,  le  long  de  L|  et  La  la  seconde  génératrice 
d'intersection  de  U2  avec  Sj;  soit  de  même  Uj  le  plan  tangent  à  Sj 
le  long  de  L|  et  L3  la  seconde  génératrice  d'intersection  de  Uj 
avec  S|.  Soient  encore  U|  le  plan  tangent  à  Sa  le  long  de  La  et  U4 
le  plan  tangent  à  S«  le  long  de  L3.  En  prenant  pour  tétraèdre  de 
référence  le  tétraèdre  formé  par  les  quatre  plans  U|,  Ua,  U3,  U4, 
les  équations  de  la  cubique  ou  les  relations  entre  un  système  fon- 
damental de  l'équation  (7)  poun^ont  s'écrire 

(  ri  ) 

soient,  comme  plus  haut,  (Uj)',  (La)',  (Lg)',  (114)' les  valeurs  que 
prennent  ces  intégrales  après  que  la  variable  a  décrit  un  contour 
fermé;  les  relations 

devront  être  des  conséquences  des  relations  (22),  En  éliminant 
entre  les  équations  (22)  et  une  des  nouvelles  équations  (aS)  deux 
des  quantités  Li,  Lj,  U3,  11»,  on  devra  être  conduit  à  une  identité. 
Pour  faire  cette  élimination,  je  pose 

-  Lj      k^  _  L^  . 

on  en  lirr 

I2— <«>t|.     (j^Tdi-li.     l -,  —  (oH  I  : 
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Ja  première  des  relations  (aS)  devient 

(24)  I  o  ^ 

(       =  (ûf(o'-i-  cw*H-  6w  H-  a)(  A'(o'-h  ^'w'-h/'w  -h  e'), 

et  doit  être  satisfaite  pour  toute  valeur  de  to.  Les  quantités  rf,  /i, 
e/'.  A'  ne  pouvant  être  nulles  en  même  temps,  supposons  h^o\ 
on  aura  aussi  h'^  o,  d^o.  Supposons  d'abord 

a,  p,  Y  étant  trois  nombres  différents.  Les  polynômes  qui  figurent 
dans  le  second  membre  de  la  relation  ('24)  ne  peuvent  contenir  les 
trois  facteurs  simples  10  —  a,  10  —  p,  w  —  y;  car  ces  polynômes 
seraient  identiques  à  un  facteur  constant  près,  et  l'on  aurait  A  =  o. 
Il  faudra  donc  que  chacun  d'eux  contienne  un  facteur  double  et 
un  facteur  simple  ;  on  aura,  par  exemple, 

A' CD»  -+.  ^'co»  -h/o)  -h  fî'  =  A'(w  —  ?)*(w  —  T)* 
et,  par  suite, 

(Ui)'        ^0)3 -h  cw*  H- ^w -h  a        f/(w — a) 

Si  Aw' +  «^0)2  4- yw4- e  est  le  produit  d'un  facteur  double 
co  —  a  par  un  facteur  simple  co  —  ^,  l'un  des  polynômes  du  second 
membre  de  (24)  contiendra  un  facteur  triple  et  l'autre  un  facteur 
double  et  un  facteur  simple,  ou  bien  tous  les  deux  contiendront 
un  facteur  double  et  un  facteur  simple.  Ce  dernier  cas  est  à  re- 
jeter, car  les  deux  polynômes  seraient  identiques.  Dans  le  premier 
cas,  on  aura 

I             I    .    (UîV           .  1    •     .  /t(w— 3) 
et  le  produit  ,,,    ,  se  réduit  a  -y, *--• 

*  (Ul)  (ii.iO  —  OL) 

Enfin,  si  hoy^  4-  gto^  +  /<•>  -+-  e  contenait  un  facteur  triple,  les 
trois  polynômes  seraient  identiques.  En  résumé,  dans  tous  les 
cas  qui  peuvent  se  présenter,  lorsque  la  variable  décrit  un  contour 
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fermé,  lo  se  chanp^c  en  une  expression  de  la  forme 


V(0 


\  [jL,  V,  p  étant  des  constantes  qui  ne  dépendent  que  du  chemin 
suivi  par  la  variable.  Il  en  résulte,  en  employant  toujours  la 
même  notation,  que  H((o)  est  une  fonction  uniforme  de  la  va- 
riable. Soit  P(^)  cette  fonction  ;  considérons  l'équation  linéaire 

(25)  3]^-^^''(^>^=^î 

on  pourra  choisir  deux  intégrales  r, ,  y 2  telles  que  leur  rapport 
soit  égal  à  co.  On  aura 


u. 

Ut 

= 

u,  - 

LU 
U, 

u. 

u. 

1 

ou  bien 

y\     y\yt     y\y\     y\ 

Soit  F(Z)  =  o  l'équation  linéaire  du  quatrième  ordre  à  coeffi- 
cients uniformes  qui  admet  pour  intégrales  les  cubes  des  intégrales 
de  l'équation  (25);  un  système  fondamental  d'intégrales  de  cette 
équation  sera  formé  par 

y\y  y\yt,  yxy\,  ri 

On  passera  de  l'équation  F(Z)  =  o  à  Téquation  (7)  en  posant 

cp(a:)  étant  de  la  forme  e-^^(J^'''-^,  où  ^{x)  est  une  fonction   uni- 
forme. 

Les  intégrales  de  l'équation  (7)  seront 

Si  dans  réciualion  (.i5)  on  pose   )=-r-=c,  les  intéiçralcs  de 

ré(]uutioi)  (7)  seront  les  cubes  des  intégrales  de  ré(|ualion  en    z. 
Donc  : 
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TuÉoEÈMB  IV.  —  Si  les  intégrales  d^une  équation  linéaire  du 
quatrième  ordre  à  coefficients  uniformes  vérifient  deux  rela- 
tions homogènes  du  second  degré,  pouvant  être  mises  sous  la 
forme  (22),  les  intégrales  de  cette  équation  sont  les  cubes  des 
intégrales  d^une  équation  linéaire  du  second  ordre  à  coeffi- 
cients uniformes. 

12.  Voici  comment  on  pourra  former  l'équation  générale  du 
quatrième  ordre  de  cette  nature.  Soit  Téquation  linéaire 

en  posant  u-^y*,  on  aura  successivement 

—  =3v»^, 
dx         '^    dx 

d>u 


dx^ 


=  UXy^^^y[%)\ 


g  =  (3H'-.  a.H.)^.  +  3oH>. g  +  6oHj.(^)*; 

en  éliminant  entre  ces  cinq  équations  ^^,  y^  -^y  ^x'd'j  '  \d)  ' 
on  aboutit  à  Téquation  suivante  : 

Pour  obtenir  Téquation  la  plus  générale  du  type  demandé,  il 
suffira  de  faire  la  transformation  w  =  cf>(j:)U,  ^{x)  étant  une 
fonction  quelconque  de  x^  elle  contiendra  deux  fonctions  arbi- 
traires H  et  cp(^).  Pour  qu'une  équation  du  quatrième  ordre  ré- 
ponde à  la  question,  il  suffira  qu'elle  soit  de  la  forme  (26),  quand 
on  aura  fait  disparaître  le  second  terme,  et  l'on  a  tout  de  suite  la 
valeur  correspondante  de  H. 

13.  J'ai  déjà  fait  remarquer  que  le  problème  traité  revient  à  la 
recherche  des  substitutions  linéaires  qui  font  revenir  sur  elle- 
même,  soit  une  surface  du  second  degré,  soil  une  biquadratiquc 


—  170  — 

ou  une  cubique  gauche.  On  voit  par  là  de  quelle  imporlance  est, 
dans  la  théorie  des  équations  linéaires,  Tétude  des  substitutions 
linéaires  qui  reproduisent  une  forme  donnée.  Sans  aborder  ici  celle 
étude  dans  toute  sa  généralité,  il  est  bien  aisé  de  mettre  en  évi- 
dence le  lien  intime  qui  existe  entre  ces  deux  questions.  Soit 
F(j')  =  o  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  m  à  coeffi- 
cients uniformes  et 

(a?)  f{yu  yty  ...,7m)  =  o 

une  relation  homogène  d'ordre  n  entre  m  intégrales  j'<,  j'j,  •  ••, 
j'm  formant  un  système  fondamental.  Supposons  qu'entre  ces  inté- 
grales il  n'existe  pas  d'autre  relation  homogène  de  même  degré. 
Soient  y^t  y2t  •••?  J^m  l^s  valeurs  nouvelles  de  ces  intégrales 
après  un  contour  fermé  décrit  par  la  variable  ;  la  relation 

devra  être  identique  avec  la  relation  (27).  Le  groupe  de  l'équa- 
tion F(^')  =  o  ne  contiendra  donc  que  des  substitutions  reprodui- 
sant la  forme  homogène  /(j'i,  y^y  •••?  .>'m)-  Si  ces  dernières 
substitutions  sont  en  nombre  limité^  en  considérant  comme  iden- 
tiques celles  qui  ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant,  on  en 
conclura  comme  au  n"  8  que  la  déri\ée  logarithmique  d'une  inté- 
grale quelconque  n*adniet,  pour  chaque  valeur  de  la  variable, 
qu'un  nombre  limité  de  valeurs  ;  puis,  si  l'on  fait  disparaître  le 

coelTicient  de  ,  ^^^'^  dans  Téqualion  proposée,  le  même  raisonne- 
ment monlre  que  chaque  intégrale  n'a<lmettra,  pour  une  valeur 
particulière  de  la  >aiiabli\  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  diffé- 
rtMiles. 

Si  Téquation  Fi  r^  =  o  a  toutes  ses  intégrales  régulières,  on  voit 
que  rintégralo  générale  s'exprimera  au  mo>en  de  fonctions  algé- 
briques. 

Plus  géurralcmenl,  supposons  que  les  inléi^rales  v,,  Vj,  ..., 
\  „,  \érilienl  une  relation  al^ôbritiue  de  do::ri'  n:  cette  relation 
pourra  s\»crire,  en  groupant   ensemble  les   termes   de   même  de- 


-  i7l   - 

S'il  n'existe  entre  ces  intégrales  aucune  autre  relation  de  degré 
égal  ou  inférieur  à  /i,  la  relation  obtenue  en  remplaçant  ^'i,^2>  •••> 
}'m  par  J'\,y2^  •  ••  9  y'm  devra  être  identique  à  (28).  Il  en  résulte 
que  les  groupes  homogènes  <p„,  ç,/_i,  ...,  ^p  devront  se  reproduire 
identiquement,  et  le  groupe  de  l'équation  ne  contiendra  que  des 
substitutions  linéaires  qui  reproduisent  à  la  fois  les  formes  homo- 
gènes r^pj  . . .,  ç„_i,  (p„.  Si  le  nombre  des  substitutions  qui  repro- 
duisent l'une  de  ces  formes  est  limité,  on  en  tirera  les  mêmes  con- 
séquences que  tout  à  l'heure. 

Si  l'équation  F(j^)  =  oest  du  troisième  ordre,  toute  relation 
homogène  de  degré  n  entre  les  intégrales  /(.>'o  ^j,  ^3)  =  o  P^^^ 
être  regardée  comme  l'équation,  en  coordonnées  homogènes,  d'une 
courbe  plane  et  l'on  se  trouve  amené  à  la  recherche  des  substitu- 
tions linéaires  qui  n'altèrent  pas  une  courbe  plane.  Le  cas  d'une 
conique  est  celui  qui  a  été  traité  antérieurement  (n°  2);  il  y  a  une 
infinité  de  substitutions  répondant  à  la  question.  Mais,  si 

/(7i»rï»73)  =  « 

représente  une  courbe  indécomposable  d'un  degré  supérieur  au 
second,  il  est  bien  aisé  de  voir  qu'il  n'y  a,  en  général,  qu'un 
nombre  fini  de  substitutions  linéaires  reproduisant  cette  courbe. 
Il  suffît  d'employer  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été 
employé  par  M.  Poincaré,  dans  le  cas  des  cubiques  (Journal  de 
t École  Polytechnique,  L*  Cahier).  On  sait  qu'il  existe  toujours, 
pour  une  courbe  plane  d'un  degré  supérieur  au  second,  un  certain 
nombre  de  points  singuliers  et  de  droites  singulières  :  points 
doubles,  points  d'inflexion,  points  de  rebroussement,  tangentes 
doubles.  Toute  substitution  linéaire  qui  reproduit  la  courbe  de- 
vant changer  un  point  singulier  en  un  point  singulier  de  même 
nature,  il  s'ensuit  que  le  nombre  des  substitutions  possibles  est 
forcément  limité.  I^  résultat  auquel  on  se  trouve  conduit  est 
précisément  le  résultat  qui  a  été  obtenu  par  M.  Fuchs. 

Il  faut  pourtant  remarquer  que,  si  Ton  a  une  courbe  ayant  des 
singularités  élevées,  il  peut  en  être  autrement.  Considérons,  par 
exemple,  une  cubique  ayant  un  point  de  rebroussement.  Prenons 
pour  côtés  du  triangle  de  référence  les  tangentes  au  point  de  re- 
brousseinrnl  et  au   point  d'inll^xion   la   droite  qui  joint  ces  i\^n\ 
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points;  Téquation  de  la  cubique  sera  delà  forme 

x^  —  y*js  =  o. 

Il  y  a  une  infînité  de  substitutions  linéaires  qui  reproduisenl 
cette  courbe  et  qui  sont  de  la  forme 

avec  la  condition  X'  =  [x^v.  On  en  conclut,  comme  au  n*»  10,  qu 
toute  équation  du  troisième  ordre  à  coefficients  uniformes,  dont  le 
intégrales  vérifient  la  relation 

« 

admet  un  système  fondamental  d^intégrales 

Ui  =  eJ'/'t')''',     U,  =  e//.U)rf^,     Us  =  e^f»^'^dx^ 

oà  fi(x),  /2{x),  /^(x)  sont  des  fonctions  uniformes  vérifiant  la 
relation 

3/i(ar)  =  2/,(x)-4-/,(jr). 

Ce  cas  est  analogue,  comme  on  voit,  au  cas  d'une  biquadratique 
gauche  ayant  im  point  de  rebroussement. 

Tout  pareillement,  si  les  intégrales  d'une  équation  linéaire  du 
quatrième  ordre  à  coefficients  uniformes  vérifient  une  relation 
homogène  d'ordre  n 

et  une  seule,  le  groupe  de  l'équation  ne  contiendra  que  des  sub- 
stitutions linéaires  reproduisant  la  surface  représentée  par  l'équa- 
tion/(>,,  j^a,  y^y  y^)  z=:o.  Si  celle  relation  est  du  second  degré, 
on  a  vu  que  ces  substitutions  étaient  en  nombre  infini.  Dans  le 
cas  où  l'équation  est  de  degré  supérieur  au  second,  on  déduit  de 
considérations  géométriques  analogues  aux  précédentes  que  ces 
substitutions  senmt  en  nombre  limité,  sauf  dans  certains  cas  que 
l'on  peut  rcf;arder  coinnic  exceptionnels. 


173  - 


Sur  le  problème  des  fous;  par  M.  Joseph  Perott. 

(Séance  du  16  novembre  i883.) 

Ce  problème  bien  connu  est  le  suivant  : 

Placer  un  nombre  donné  de  fous  sur  l'échiquier,  de  ma- 
nière qu'aucun  fou  ne  puisse  être  pris  par  un  autre. 

C'est  le  nombre  des  solutions  de  ce  problème  que  je  me  pro- 
pose de  rechercher. 

I. 

Tout  le  monde  sait  qu'un  fou  placé  sur  une  case  blanche  ne 
peut  en  prendre  un  autre  qui  se  trouve  sur  une  case  noire,  et  inver- 
sement; donc  on  peut  considérer  séparément  les  fous  qui  sont 
placés  sur  des  cases  noires  et  ceux  qui  se  trouvent  sur  des  cases 
blanches.  Le  problème  principal  peut  être  résolu,  par  conséquent, 
à  l'aide  du  problème  auxiliaire  suivant  : 

Placer  un  nombre  donné  de  fous  sur  les  cases  noires  de 
V  échiquier  y  de  manière  quils  ne  puissent  se  prendre  mutuel- 
lement. 

Mais,  avant  d'aborder  ce  problème,  je  me  propose  d'en  traiter 
un  autre  qui  pourra  servir  de  lemme. 

II. 
Problème  des  tours  sur  un  échiquier  rectang^aire . 

Traçons  dans  un  plan  vertical  m  lignes  horizontales  et  n  lignes 
verticales  équidistantcs;  ces  lignes,  que  nous  désignerons  sous  le 
nom  de  lignes  fondamentales,  donneront  mn  points  d'intersec- 
tion, qui  pourront  être  considérés  comme  étant  les  centres  des 
cases  d'un  échiquier  rectangulaire  à  mn  cases.  Le  problème  des 
tours  consiste  à  placer  un  nombre  donné  de  tours  sur  cet  échi- 
quier, de  manière  qu'aucune  tour  ne  puisse  être  prise  par  un  autre. 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ail  ni'^iiy  il  est  évident  que 
le  problème  des  tours  n'est  possible  que  dans  le  cas  où  le  nombre 
des  tours   est  inférieur  ou  égal  h  m.  Nous  désignerons  l'échi- 
quier à  mn  cases  par  As.  Supposons  maintenant  qu'on  partage^ 
l'échiquier  As  en  deux  régions  quelconques,  que  nous  désigne — 
rons  sous  les  noms  A^échiquiers  A|  et  A2  ;  je  me  propose  de  faîr^ 
voir  que  si  le  problème  des  tours  est  résolu  pour  l'échiquier  A| , 
je  veux  dire  pour  tous  les  nombres  des  tours  depuis  i  jusqu'à  m, 
il  est  toujours  possible  de  le  résoudre   pour  l'échiquier  Aj.  J^ 
désignerai,  en  général,  par  A*  le  nombre  des  solutions  du  pro- 
blème des  k  tours  sur  l'échiquier  A.  Cela  étant  ainsi,  il  est  évident 
que  les  solutions  du  problème  des  k  tours  sur  l'échiquier  Aj  peu- 
vent être  distribuées  en  A*  -1-  i  classes  suivantes. 


1°  Toutes  les  k  tours  se  trouvent  sur  l'échiquier  A|.  Nous  dé- 
signerons le  nombre  de  ces  solutions  par  A*. 

2®  Il  y  a  Â*  —  I  tours  sur  l'échiquier  A,  et  i  tour  sur  l'échiquier  Aj. 
Soit  A*~*  AJ  le  nombre  de  ces  solutions. 


5  +  I .  Il  y  a  A*  —  s  tours  sur  l'échiquier  A|  et  s  tours  sur  l'échi- 
quier Aj.  Soit  A*~'A^  le  nombre  de  ces  solutions. 


Âr  -f- 1 .  Toutes  les  k  tours  se  Irouvent  sur  l'échiquier  Aj.  Soit  A* 
le  nombre  de  ces  solutions. 
On  aura  évidemment 

\\  -h  A*-*  Ai  -+- . .  .-h  A^^Vi  -h ...  -H  A*  =  A  J. 

Je  suppose  donc  qu'on  connaisse  les  nombres 

A*     A*     A'  A'" 

et  puis  les  nombres 

V  ^'~  1  A  1       A  ^'-î  A  *  A  A-Jf  A  *  A  * 

•'»1         ■'^t'     '*!  2'      •••?    ■'^1        ^2'     •••?     -^j? 

et  je  me  propose  de  faire  voir  comment  on  pourra  déterminer  les 


1^' 


nombres 

A*A*     A*"*  A*  A^~'"^*A'  A^"^* 

Prenons  pour  point  de  départ  une  solution  quelconque  du  pro- 
blème des  k  tours  sur  l'échiquier  A| ,  de  manière  que  les  tours  se 
trouvent  placées  sur  les  points 


'  1  rt^^^ 

1'  |ï      •••»    ^1 


11  y  aura  n  —  A'  lignes  et  m  —  A*  colonnes  de  libres,  qui  donneront 
(m  —  A')(/i  —  A)  points  d'intersection  sur  chacun  desquels  on 
pourra  placer  la  A*  +  i*'"*  tour.  On  aura  de  cette  manière,  en  pre- 
nant pour  point  de  départ  toutes  les  solutions  du  problème  des 
k  tours  sur  Téchiquier  A|,  (m  —  k)(n  —  A)  A*  solutions  du  pro- 
blème des  A*  -h  I  tours  sur  Féchlquier  A3.  Ces  solutions  appar- 
tiendront évidemment  aux  deux  premières  classes.  De  plus,  les 
solutions  de  la  première  classe  s'obtiennent  de  celte  manière 
rhacqne  k  -h  i  fois;  car  si,  en  partant  de  la  position 


j     _'♦ 


.;A-y 


^1  »    ^1  »    •  •  •  >    ^1    1 

on  avait  obtenu  la  position  (^) 


{k)      _(^-HJ 


cette  même  position  pourrait  aussi  s'obtenir  en  partant  d'une  autre 
combinaison  quelconque  de  A*  lettres  prises  parmi  les  A*  +  i  lettres 
précédentes.  Les  solutions  de  la  deuxième  classe  ne  s'obtiendront 
qu'une  seule  fois.  On  écrira,  par  conséquent, 

ce  qui  détermine    A^AJ. 

Je  suppose  qu'on  soit  parvenu  de  cette  manière  à  déterminer  tous 
les  nombres 

■'     1  *     4  '  1  .1  j .      •  •  •  >     ^A  j  ./»  j       j 


(')  il  est  inutile  d'avertir  qu'on  suppose  A*  <  m,  sans  cela  tous  les  nombres 
suivants  seraient  des  zéros. 

(»)  Nous  désignerons,  en  général,  par  a,  un  point  de  l'érliiquier  A,,  par  a,  un 
point  de  l'échiquier  A.,  et  eiilin  par  a^  un  point  de  Térliiquier  A3. 


et  je  veux  montrer  comment  on  pourra  déterminer  ('  ) 

A,  A,. 

Partons  d'une  solution  de  la  /*^"*  classe  du  problème  des  k  toucr" 
sur  Péchiquier  As 

"î>  **!>  •  •  •  »  "l  »    **1»  **l»  •  •  •  >  **î  > 

il  y  aura  n  —  k  lignes  et  m  —  k  colonnes  de  libres  qui  donnerom.f 
(m  —  k)(n  —  k)  points  d'intersection   sur  chacun    desquels   on 
pourra  placer  la  â:-|-i**"*®  tour.  On  obtient  de  cette  manière,  en 
partant  de  toutes  les  solutions  de  la  ^*^"**  classe  du  problème  des 
k  tours  sur  l'échiquier  Aj,  (m  —  k)(n  —  A')A*"'^*  A^"*  solutions 
du  problème  des  k  -\-  i  tours  sur  l'échiquier  As,  qui  appartiendront 
évidemment  aux  classes  ^  et  ^  + 1  •  Mais  on  voit  que  les  solutions 
de  la  classe  t  s'obtiendront  chacune  A*  —  ^  +  2  fois  et  celles  de  la 
classe  t-^if  t  fois,  de  sorte  qu'on  peut  écrire 

ce  qui  détermine  A^'^^^A^.  Cette  formule  de  récursion  permet 
d'obtenir  tous  les  autres  nombres,  si  l'on  connaît  les  nombres  sui- 
vants : 

Al       A  1       A  3  A  m 

i  >    ■'*^  I  »    ■'*  1  >    •  •  •  >    ^*  i  • 

En  effet,  on  a  évidemment 

Aj  —  nin  —  A}  ; 

puis,  en   faisant  A*:=i,  ^=1,2,  on   obtient  successivement  les 

nombres 

A*     A*     \* 

et  ainsi  de  suite.  On  obtient  aussi  de  cette  manière  le  nombre  des 
solutions  du  problème  des  k  tours  sur  l'échiquier  As  ;  mais  il  est 
plus  facile  de  l'obtenir  directement  à  l'aide  de  la  formule 

./,              (m  —  i){n  —  i)(m  —  9.)(n  — 2)          (m  — X'-4-i)(n  — A-f-i) 
Aa  =  mn r •  •  •  z • 


»  ji 


11  convient  maintenant  d'appliquer  la  théorie  précédente  à  quel- 
ques exemples  particuliers. 

(')  Je  suppose  (|u*on  iiit  A-hi  "^/:  dans  le  ras  contraire,  il   n'y  aurait  rien  à 

«hercher.    (^>uan(l   l'indirc  «l'nno   Icttrr  «loviont   ôj;al   à  zéro,  rctlc  lellre  est  A  sup- 
primer. 


t..^M. 
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m. 

Problème  des  tours  sur  l'échiquier  carré  à  4  cases. 

On  obtient  directement,  à  Taide  de  la  formule  que  nous  avons 
donnée,  en  y  faisant  /w  =  //  =  2  et  A*  =  i ,  li, 

ce  qui  veut  dire  que  le  problème  d'une  tour  a  quatre  solutions 
sur  Téchiquier  carré  à  4  cases,  el  que  le  problème  des  1  tours 
n'admet  que  deux  solutions. 

IV. 
Problème  des  tours  sur  l'échiquier  carré  à  16  cases. 


^  X  X  X. 


X  X 


Je  partagerai  cet  échiquier,  que  je  désignerai  par  A3,  en  deux, 
dont  un  cpntiendra  les  points  marqués  d'une  croix,  et  Tautre  les 
autres  points.  Je  désignerai  ces  échiquiers  par  A2  et  A|  respecti- 
vement. L'échiquier  A|,  considéré  à  part,  n'est  autre  chose  (|u'un 
échiquier  carré  à  4  cases,  el  l'on  aura,  par  conséquent, 

A,  --  |, 

AJ  =  o, 
A}-o; 

ce  (|ui  nous  permet  de  résoudre  le  problème  des  tours  sur  l'échi- 
quier A2.  On  a  évidemment 

Aj  =  iG  —  4  =  l'Ji- 

XI.  llL 
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La  formule  récurrente  deviendra,  en  \  faisant  m  =  n  =  4? 

Puis,  en  faisant  successivement 

A'r=i,/  =  i,5i;     Â*  —  2,  /  —  I,  2,  3;     A:  =  3,  ^  =  i,  2,  3,  4» 

on  obtient 

9Al  =  2AÎ-4-AÎAj, 
36  =  4-+-AÎAj, 

9Ai  =  AjAj-^2A;, 

io8  =  32-t-2A;, 

A*  =  38, 

.iAÎ  =  3A;-+-AÎAj, 

8=AÎAJ, 

128  =  i6h-2AÎA*, 

A|A*  =  56, 

4AÎ  =  A,A*-^3AÎ, 

i52  =  56-h3Aî, 

AJ  =  32, 

a;a}  =  o, 

AÎAi  =  3AjAÎH-2AÎAî, 

8  =  2AîAî, 

Aj  Aj  =  4> 

AÎAî  =  2AîA*-h3A|Aî, 

56  =  8-r-3A|AÎ, 

Aj  A»  =  i6, 

AÎ=AiAÎ-+-4A*, 

32  =  i6-f-4Ai, 

A,  =  4. 

On  voit  que  le  problème  des  tours,  sur  Téchiquier  A2  à  1 2  cases, 
défini  précédemment,  a  12,  38,  32  ou  4  solutions,  selon  que  le 
nombre  des  tours  est  égal  à  i,  2,  3  ou  4- 
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V. 
Problème  des  tours  sur  Téchiquier  carré  à  36  cases. 


X         X 


X  X  X  X 


X         X         X         X 


X  X 


Je  désignerai  cette  fois-ci  Féchiquier  contenapt  les  croix  par  A, , 
Féchiquier  contenant  les  points  par  A2,  et  enfin  l'échiquier  entier 
par  Aj. 

L'échiquier  A»  est  le  môme  que  celui  que  nous  avons  désigne 
dans  le  problème  précédent  par  A,,  ce  qui  donne 

A}  -  la, 
Aîr^38, 
A»  =--  32, 

A}=  4; 
puis,  on  a  évidemment 

Aj  =  36  —  12  =  24. 

La  formule  de  récursion  devient,  en  v  faisant  m  =  n  =  (), 

(6-x)»Aî-'^»Ai-*  =  (>t-f-4-2)Aî  '^*A;-»-^fAî  '*»a;. 

En  faisant  successivement 

X-  =  I ,  ^  =  r ,  a  ;     X  =  2,  /  ~  r ,  2,  3  ;     /•  =  3,  /  =  1 ,  2,  3,  |  : 
/  =  j,  /  —  I,  9.,  3,  i,  -V,     /•—'»,  /  -- 1,  2,  3,  \,  5.(), 

on  obtient 

2>Al  -.'AAî-t-Al  \1, 
3c»o  =  7(>  -•-  A j  A{. 
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A|Ai  =  7.7.1 

'J.'ô  j\  m    —    .\  I   i\  2   "■       îi  J  »  »  • 

(i<K>  =  Îi24  -+-  7.\\, 
A*  =  l88, 

ir>AÎ  =  3AÎ-h\ÎA{, 

()o8=-96-h  AjA}, 

A;aJ=  5i2, 

ir>A}Aj-    2A}Ai-'   '2A1A*. 
•{58 i^  io>4-^  2A|A*, 

A}  Aî  =  làSo, 

i6A*  =  AlAÎH-  HAJ. 

3oo8=ia8o-^  3AJ, 

A  5  =  576, 

9Aj-iA}-i-AÎAj, 

■Ji88  =  i6-f-  A?AJ, 

i,A;AÎ=3AÎAj--'2A;AÎ, 
4(k)8  =  8i6  — aAJA* 

a;aî  =  i896, 

yA,A.Î  =  2AÎAÎ-f-3A|  AJ, 

1 1  )^o  =  5792  -h  3  A  j  A  î . 

A{A*=.2576, 

9A5=.AiA?-h',AÎ, 

S184  -  7.576 -I    4AÎ. 

Aj  —  ()5'i. 

iA}=-:)Aj-i   A{AJ, 

iGr.  AÎAJ, 

AÎAj  =  i6, 

4AîAi=  iA}Aj-4-2AîAÎ, 

1088  =64  H- 2  a;  A*, 

AÎAÎ  =  5i2, 

iA|Aj=  SAïAj-^BAjAj» 

758  î  =i536-^3AîA*. 

\\\\  =:-  ;oi6, 

iAlAÎ  =  :;tA*A5^lA|\;, 
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I  oio.\  =    lO^À  -r-    I  A  }  A  j , 

A|Ai=i568, 
.5Ai=A;Ai  +  5AJ, 

7.(k)8  =  i568-4-  3  a;, 

a;  =  ao8, 

A;Aj  =  5AÎA;-h2A}AÎ, 

iG  =  '2A*Aî, 

AtAi=:8, 

A|Aj  =  4A|Aj-t-3AjAj, 

ji-2  =  3ji-T-3A}A;, 

a;aî  =  i6o, 

A?AÎ  =  3AÎAÎ-r-4A;AÎ, 
•jtoi6=  480 -4- 4  A?  Aj, 

a}AJ  =  2Aîaî-4-5A|a;, 

1568  =  768 -H  5  A}  A», 

AÎA{  =  160, 

AÎ  =  AÎA*-h6A5, 

208  r^i6o-+-6AÎ, 

a;  =  8. 

VI. 
Problème  des  tours  sur  Téchiquier  rectangulaire  à  56  cases. 


•  •  ^x  y\^  ^^  •  • 

X  X  X  X  X 

X            X  X  X  X  X  X 

X           X  X  X  X  X  X 

X  X  X  X  X 

•  •  •x  p^  p^  •  • 
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Je  désignerai  par  A|  l'échiquier  qui  contient  les  points,  par  Aj 
l'échiquier  qui,  contient  les  croix  et  par  A3  l'échiquier  entier. 
L'échiquier  A|  est  évidemment  équivalent  au  point  de  vue  du  pro- 
blème des  tours  à  Téchiquier  A2  du  problème  précédent;  quelques 
lignes  sont  plus  éloignées  les  unes  des  autres  dans  le  nouvel  échi- 
quier qu'elles  ne  Tétaient  dans  Tancien  ;  mais  les  points  qui  étaient 
sur  une  même  ligne  fondamentale  le  sont  encore.  Nous  pouvons 
écrire,  par  conséquent, 

A  I  —  Ai, 

Af  =  i8«, 

Aj=-.   -,;(•), 

\\  =  G5'i, 
Aj  =  '208, 

a;  =  8, 
a;  =  o. 

De  plus,  on  a  évidemment 

AJ  =  56  —  24  =  3i. 
La  formule  de  récursion  devient,  en  faisant  m  =  7,  /î  =  8, 

^;__A)(8-/)AÎ  '^»A',-»=(A-/-f-'2)A*-'^*A;->  +  /At-'^*A;; 

puis,  en  faisant  successivement, 

/  =:  I ,  /  —  I ,  jt  ;     /{  =  '!,  /  —  I ,  ji.  3  ;     A  =:  3,  /  =  I ,  Ji,  3,  .\  ; 

/.  :^  4,  /  —  I ,  •;►,,  3,  4,  j  ;     /  =  5,  /  =  I ,  jt,  3,  î.  5,  (>; 

/,  z^  G,  /  =  I,  7.,. 3,  î,  j,  7 , 


on  obtient 


i  '^  A I  =  'i  A I  -i-  A I  A  j , 

1008  =  37G-1- A|  A{, 

A{  A^  =  iVS'i, 

,i'2A;  =  A;  Aj-T-'iA^, 

i34î  =  63'2H--2A*, 

Aî=  356, 

3oa;  =  3  \-î-- aj  \i, 

5Gj<)  =  i7>,8  -:    Vf  Ai. 
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AîAj  =  3912, 

3oA|Ai  =  îiA;A}H-2AÎA*, 

18960  =  7824 -4- aAÎAj, 

A}AÎ  =  5568, 
3oAÎ=A}a!  +  3Aî, 
10680  =  5568 -i- 3  Aj, 

A»  =  1704, 

2oAî  =  4A}-f-AîAj, 

M5ao  =  2608 -h  Aj  Aï, 

A}Al  =  89i2, 

2oAîAi  =  2A}AÎ-i-2AîA*, 

78240  =  26736  -h  2 Aj  AJ, 

AÎ  Aj  =  25752, 

2oAÎA*  =  2AîA*-h3A|A!î, 

iii36o  =  5i5o4-4-3A}  AJ, 

Aï  Aî  =  19952, 

2oA;  =  AiAî-h4A}. 

34080  =  19962  -h  4  A}, 

A*  =  3532, 
i2A{  =  5Af-hA}A}, 

7824  =  1040 -h  A}  a;, 

A}  Aï  =  6784, 

i2AîA}  =  4A}Aj-f-2AîA*, 

106944  =  27i36  -h  a  A?  A\y 

A?A;  =  39904, 

I2AÎAÎ='3AÎAÎ-+-3AÎAÎ, 

309024  =  119712-+-  3  Aï  Aj, 

A*  A?  =63io4, 
i2A|Aî  =  2AÎAî-4-4AjAÎ, 

239424  =  126208  -4-  4  A}  Aj;, 

AjAÎ=:283o4, 
i2AÎ=A}Aî-4-5A5, 
42384  =  283o4-4-5A;, 

A^  =  2816, 
6AÎ  =  6AÎ-4-AjAi, 
|.2i8  =  48-}-AÎA;, 
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AjAj  =  i2o<>. 

r)A}Ai=  5AÎAj-f-AA}A*. 

4070  \  =  6000  -+-  2  A }  A  J , 

Aj  AJ  =  17352, 

<)AÎA;=  iA}AÎ-h3AÎAî, 

•23(>i24  =  69408  H-  3  A*  A*, 

AÎA;  =  56672. 

6AÎAÎ  =  3AîA;-r-4AÎA*, 

37862I  =  170016-   4AÎAÎ, 

Aj  Aj  =  VjiiS'i, 

6A|AJ  =  2AÎAJ-+   3Aj  a:, 

ir>t)8ai  =  io43o4-T-5Al  Aj, 

A}  A;  =  i3ioi, 

«A'rr  AiA5-h6A«, 

16896  =  13104-1- 6  A*, 

A*  =  63-2, 

2A;  =  7AÎ-+-AJA}, 

i6  =  AjAÎ, 

2AJAJ  =  6A;aJ-+-2AÎAÎ, 

2400  =  96  -A  2  Af  Aj, 

a;a;=-  ii52, 

•;»\}A;-  5AÎA*-t-3AÎAÎ, 

3i7o4  =  5760 -^  3A*jAj. 

A I  A  2  =^  96.18, 

II3344  =  38592-4-4A'ÎA^ 
AÎAÎ  =  18O88, 
2AÎAj  =  3A;AÎ-h5AÎAÎ, 
io43oi  =  56o64  -   5  A*  A*, 

A*AÎ  =  9r,48, 

7.AJA*-.  2AÎA;-4-6A1A5, 

•^6208  =^  19296  -^  6 A  {  Aj, 

A,  AJ  =  II  )2, 

:>.  A  j  ^:—  A  j  A  2  -i   7  A  2  ' 

i>C)\  -:  1 1  "»2  -;  7  A.'., 
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VU. 

Problème  des  fous  sur  les  cases  noires  (  *  )  d'un  échiquier 

ordinaire. 

Nous  venons  donc  d'obtenir,  comme  nombres  des  solutions  du 
[)roblème  des  tours  sur  l'échiquier  A2  à  Sa  cases,  les  nombres 
suivants  : 

\\  =     3i, 

Aî=    356, 

AÎ=i7o4, 

Aj  =  3532, 

\l  =  2816, 

a;=    632, 

a;  =    16. 

Or  il  est  évident  que  les  Sa  points  de  Téchiquier  A2  du  §  VI 
peuvent  être  considérés  comme  centres  des  Sa  cases  noires  d'un 
échiquier  ordinaire;  la  marche  de  la  tour  deviendra  alors  celle  du 
fou.  Donc  il  est  possible  de  placer  (-)  1,  2,  3,  4»  «^  6»  7  fous  sur 
les  cases  noires  d'un  échiquier  ordinaire  de  S2,  S56,  1704,  SSSa, 
2816,  632,  16  manières  différentes  respectivement. 


VIII. 


Il  est  facile  de  résoudre  maintenant  le  problème  des  fous,  tel 
qu'on  le  pose  ordinairement  ; 

Déterminer  le  nombre  des  manières  de  placer  H  fous  sur  un 
échiquier  a  64  cases. 


(*)  Je  ne  dis  cases  noires  que  pour  (ixcr  les  idées;  on  pourrait  tout  aussi  bien 
mettre  cases  blanches. 

(^)  Je  dis,  pour  al)n*p;er,  placer,  au  lirni  de  dire  placer  conformément  à  re- 
nonce (lu  problème  fies  fous. 


On  aura 


7  fous  sur  des  cases  noires,   i   fou  sur 

une  case  blanche i6  x      3a  =            5i2 

6  f .  c.  n.,  a  f.  c.  bl 63a  x    356  =      224992 

5  f.  c.  n.,  3  f.  c.  bl 2816  X  1704  =    4798464 

4  f.  c.  n.,  4  f»  c.  bl 3532*  =  12476024 

3  f.  c.  n.,  5  f.  c.  1)1 1704  X  2816  =    4798464 

2  f.  c.  n.,  6  f.  c.  bl 356  x    632  =      224992 

I  f.  c.  n.,  7  f.  c.  bl 32  X      16  =            5i2 

Nombre  des  solutions 22622960 


Mémoire  sur  les  sur/aces  développa  blés  formées  par  la  réfrac- 
tion d^un  faisceau  de  rayons  lumineux  parallèles  sur  une 
courbe  donnée;  par  M.  Lucien  Lévy. 

(Séance  du  a  novembre  i883.) 

Le  problème  (*)  que  nous  nous  proposons  de  résoudre  a  pour 
objet  de  grouper  les  rayons  réfraclés  de  manière  à  former  des  sur- 
faces déveioppables. 

Soient 

M  un  point  de  la  courbe  donnée; 

MT  la  tangente  en  ce  point; 

MN  une  normale; 

MI  le  rayon  incident  qui  est  parallèle  à  une  direction  fixe; 

MR  le  rayon  réfracté  dans  le  plan  IN  ML 

On  doit  avoir 
(I)  sinNMl  =  /isinNMR, 

n  étant  Tindice  de  réfraction. 

Je  vais  d'abord  transformer  cette  relation. 


(')  (^cst  à  M.  Ossian  Bonnet  ({n'on  doit  la  première  idée  de  généraliser  ainsi 
le  prohlèine  des  développées;  mais  l'éniinent  géomètre  s'est  contenlé  de  signaler 
re  fait  que  le  problème  se  résolvait  par  des  quadratures,  cl  n'a,  pas  publié  ses 
travaux  sur  rc  sujet. 
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Appelons  0)  Tangle  dièdre  du  plan  NMl  et  du  plan  TMl;  le 
Irièdre  MÏIN  donne  la  relation 

cosNMT  =  o  =  cosiVMI  cosTMI  -h  sinNMI  sinTMI  coso). 

De  même  le  trièdre  MRlï  donne 

cosRiMT  =  cosRMI  cosTMI  -+-  sinRMI  sinTMI  costo; 


d*oii,  en  éliminant  cosco  entre  les  deux  équations  précédentes, 

cosRMT sinNMI  =  cosTMI(cosRMI  sinNMI  —  cosNMI  sinRMI) 

=  — cosTMI  sinRMN 

ou,  en  vertu  de  Téquation  (i), 

(a)  cosRMT  =—  i  cosTMI. 

n 

L'angle  RMT  ne  dépend  donc  pas  de  la  normale  MN  :  il  ne 
dépend  que  de  l'arc  de  courbe  s  et  des  cosinus  directeurs  de  la 
direction  fixe.  Nous  poserons  d'une  manière  générale 

(3)  cosRMT  =  X, 

A  étant  une  fonction  donnée  de  s.  II  suffira,  pour  revenir  au  pro- 
blème proposé,  de  prendre 

(4)  X=—l  cosTMI. 

n 

Cela  posé,  appelons 

a^  bj  c  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  tangente  Mï  avec  trois 

axes  de  coordonnées  rectangulaires; 
n\  b\  c'  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  ; 
a" ^  H\  r'  ceux  qui  déterminent  Taxe  du  plan  osculateur; 
•'*o,.i'o>  ^Oî  les  coordonnées  du  point  M. 


—   188  — 
l/é(|iia(ioii  du  plan  oscillateur  de  la  courbe  en  M  sera 

n{.r  —  Xq  )  -i-  b'iy  —  /«  I  -^  c{z—  <5„  )  =  o, 

celle  <lu  plan  mené  par  MT  perpendiculairement  au  plan  oscilla- 
teur 

a'{x  -    x„)-T-  h' {y    -jo)-^  c'{z  —  ^o)  —  <>; 

par  conséquenl,  Técpiation  d'un  plan  cpii  fait  avec  le  plan  oscu- 
lateur  Tangle  cp  sera 

a\x  —  x^^)-^  //(.v— .Vo)-r-  c[z   -  -o) 

-  tanp:©[n'(^  —  vT,,  j-H  h' (y  — jo  »H-  c'i  ^  —  ^o)]  =  o- 

Nous  poserons 
(  5  )  tango  =  /. 

Si  /  est  fonction  de  s,  le  plan  dont  nous  venons  d'écrire  Téquation 
enveloppera  une  surface,  et  celte  surface  sera  une  des  dévelop- 
pables  que  nous  étudions  si  la  caractéristique  du  plan  fait  avec  la 
tangente  MT  un  angle  6  satisfaisante  Téquation  (3),  c'est-à-dire 
tel  que 

(  {V\  cosO  =  À. 

Les  équations  d'une  parallèle  à  cette  caractéristique  seront 

(  a'  —  tï  l  )r  —  {b' —  ///  )  >'  -:-  (c' —  c  l^z  =.  o^ 

>){a   —  ah  t)(h'       h'  /  )  iH  r'  —  v  i) 

■ X  -i- y  -! z  =  r*. 

os  tts  •  lis 

Nous  les  écrirons 


L  -  21  -  î 


en  posant 


a  =(/>  — ///) —  (c  —  v'I) 

as  fis 

'i  —  [c       en  : —  i(i  —  ti  t  ) • 

th  Os 


I 


Os  '  Os 
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Pour  calculer  a,  nous  emploierons  les  formules  de  M.  Scrret 

(fC  c  c 

()s   ~  T  ' 

K  étant  le  rayon  de  courbure,  T  le  ravon  de  torsion  de  la  courbe 
au  point  M. 
Il  vient  alors 


-(c-c' 


ou 


b'  c'  —  b'c'        h'  c  —  hc'  .       , ,  -   ,       ,,   ^    f^f 

b'c^bc'  b'c' -b'c' 

n<  "  T 

ou,  en  vertu  de  relations  bien  connues  entre  les  neuf  cosinus, 
on  aura  de  même 


or  Téquation  (6)  peut  s'écrire 

—  ^        — ^  --  A 

ou 

Les  formules  précédentes  donnent  immédiatement 


'         •        \i)s  T     / 


-   lîK)  - 
I/éqtiali<»n  du  problème  est  donc  enfin 


\Ts--T^)  ='U-^r~  -^(^-.--T-)  J 


ou 


en  posant 

\ 

(8)  |JL. 


v/i-  X* 
Remarquons  pour  les  applications  ultérieures  (pie  Ton  a 

Faisons  dans  Téquation  (7) 

(9)  1--  " 


d'où 


iH-f* 

i)l 

2(1-+-  f»)  r>/ 

(h 

(I— /«)«    Os 

i-^/«  = 

(!-!-/»)« 

il-/*)* 

Il  vient,  après  une  suppression  du  facteur  — — ^  dont  il  sera 

tenu  compte  ultérieurement, 

.         ,  (H  I  -4-  /*  [A 

(10) vy jr  /  —  O. 

OS  'J.   1  \\ 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  résoudre  une  équation  de  Uiccati. 

Jusqu'ici  les  axes  de  coordonnées  et  la  fonclion  X  ou,  ce  qui 

revient  au  même,  la  fonction  [jl  sont  restés  arbitraires.  Revenant 

au  problème  primitif,  nous  prendrons,  comme  dans  Téquation  (4), 

I         ,/^ 
A  —    -       cosTAJl. 
n 

De  plus,  Taxe  des  z  sera  parallèle  aux  rayons  incidents,  de  sorte 

que  nous  aurons 

r 

/  — , 

n 

r 
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Cela  posé,  on  vérifie  aisément  que  Téquation  (lo)  admel  les 
deux  solutions  suivantes  : 


c  -H  V  I  —  /t* 


^=r  — 


./r 


En  effet,  on  a 


—  v/i  — /** 


Oc 
àc'  ^  Os         \  f    ^         , r\         de' 


!,C  -h  /l—  /l*) p  (//i*—  c*-h  c') 


or  les  formules  de  M.  Serret  donnent 


de       e' 

ds  ~  U' 

f)c'             r 

c' 

f>*  "       R 

T 

de"       c' 

/^.v  ~  T' 

donc 


En  portant  dans  Téquation  (lo)  cette  valeur  ainsi  que  celles  de 
|JL  et  de  ^1,  puis  chassant  le  dénominateur  (c''+  y/i  —  /i^)  ,  il  vient 

ce'        c^  ce' e'  c /i  —  /i*        c'/i  —  /i*        ee'  ^ i  —  n*        e'^n*  —  c'        c'* 


1^ 


ri< 


>'         Uv^/i=»— C»  *^  '*'  Kv/n«— <;*  *  T 


r'*        e'^t  —  /i*         I  —  H*        r'*         r'  yZ/t* — c*        /i* — c' 

^  (^ —  c' c' —  r'  ^n^  —  c*  —  <?'  y/ 1     ^^  —  /i  — Al-  v^/i*  —  c* ), 

et  Ton  voit  que  tous  les  termes  se  détruisent  deux  à  deux.  De 

même,  en  changeant  y  i  —  //-  en   — \/ \  —  /i'-*,  on  voit  que  t^  est 
solution  de  l'équation  (lo). 
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Cicla  posé,  cffechions  dans  ré(|iialion  (lo)  la  siHjslilution 


=  M, 


d'où 


/  :^   /, 


I  1/ 


or 


/,-    /,= 


.;,. ( r' -u  y//i* — r*)/i  —  w*  'Ay/\ — n- 


c't^  ni  —  \ 


^  n^ —  r* —  c 


ne 

/  =-- 

il- 

iU 

ôt, 

i)s  ■" 

ôs 

'Ait 


v^i  —  n 


-u  y^„J_c«— r' 


'>. 


t  /i  —  /t^ 


ô 


u 


I  —  w 


?.  1/  \/ 1  —  /l' 


^(^„î_cî_r') 


i)s 


v/w*  —  r*  —  V 


fis 


u        (v//i«-c«-r')' 


Portons  ces  valeurs  dansTéqualion  (lo),  en  tenant  compte  de  ce 
(pie  /{  est  une  solution  :  il  vient 


u 


/ 


•A  1/  I  —  n^ 


I    -  u 


^  n* —  c*  —  c' 


I  —  N 


f)(y/n*-C^—c') 


as 


(II) 


I 
IT 


j///,  \/i  — /**        ^  îf/'y/i— /?»  1 

I        //   v//J«—  r*— r'         (  vZ/T*       rs— r')*(i—  i/)»J 

v/i  — /i« 


UL        21/ 


*^   I  — "  /w*-    c«--r' 


^=  <>. 


Donnons   à  toutes  les  fractions  le   dénominateur   (i  —  u)^    et 
écrivons  seulemenl  le  coefficient  de  u'^ 


/ r  ,){y/n'^—ri—  r' )         2/,  v^l     -  //*  (  v^//*  —  r*— r  ) 

>.  /l  —  m  — ■-  -i l-I -^ 


ffs 


\^—  /**         À  \x\'  i  —  /*«  «  \//i»  —  r«  —  r'  ) 


H 


Si  Ton  ix^mplace  dans  l'expression  précédente  /,  et  {jl  par  leurs 

,  tic  c'     ,  àc'  ce'  .         ,  ,,  .  ,        . 

valeurs,  ~  par  ^  et  —  par  —  _  _  ^,  on  voit  qu  elle  est  identi- 
quement nulle. 

L'équalion    (ii)    peul    donc    s'écrire,    en    supprimant    le    fac- 
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leur  .  j  ^ , 

(ht        t\  —  /j 

os  '}.  1 

On  lire  de  là 

C  t,     t. 


u  =  CeJ      '^ 


C  étant  une  consl«ant<'  arbitraire. 
Nous  avons  donc  enfin 

^  f  —  ft 

L'équation  précédente  ne  contienl  [)lus  qu'une  seule  quadrature  à 
effectuer. 

Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  repose  sur  ce  que  l'on  connaît 
deux  solutions  de  l'équation  de  Riccali  :  il  est  donc  en  défaut 
lorsque  tt  =  ^21  c'est-à-dire  lorsque 

n  =  î. 
Dans  ce  cas,  on  ne  connaît  que  la  solution 

c'-4-  ^I C* 


/i  = 


c' 


Je  vais  montrer  que  la  résolution  de  l'équation  de  Kiccati  peut 
encore,  dans  ce  cas,  se  ramener  à  une  quadrature  unique. 
Faisons  dans  l'équation  (10) 


I 
u 


Elle  devient 

On        /Il        ;jL  \  I 

t 

d'où  Ton  tire 

La  quadrature  /  (^  "*"  y)  '^^^  P^"^  ^^"^^  effectuée.  En  effet,  rem- 

plaçons  [X  par  —==  et   /,    par =— .. 

VI  —  r'  *'  V  I  —  c*  —  c 

XI.  i3 
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ri  ni  (''florale  devienl 

—  c  ds  T 


or  les  formules  de  M.  Serret  donnent 


c  ds            r  ds         ,  , 
= de  . 


T  II 

[-.'intégrale  prend  donc  la  forme 


r\—c  ds  I I i  \  de'        1 


/^   cdr 


'  ^"  de' 


—  c^—c' 


Celle  dernière  intégrale  est  égale  à 
on  a  donc 

H  ne  reste  plus,  comme  nous  l'avons  annoncé,  qu'une  quadrature 
à  cnecluer. 

Le  ras  des  courhes  planes  mérite  une  mention  spéciale,  parce 
que  les  variables  se  séparent  immédiatement  dans  Téquation  (lo). 

Si,  en  elVel,  on  fail  dans  cette  équation  —  =r  o,  elle  devient 


d'où 


'*/ 

•l 

/ 

O. 

•'.V 

1. 

« 

•  1 

/ 

K 

.  » 

\\ 

* 

« 


Si  Ton  pose  l  rr:  lang  "•  c  sera  Tan^lf  A\\  plan  de  la  courbe  et  du 

plan  langent  à  la  développa  bit». 

Pour  deux   Nolnlion>  ililVérenlf^  correspondant   ;iu\   valeurs  r 


—  lîm  — 

cl  r"  de  la  constante,  nous  aurons 


o' 

tanf; 

1 

/ 

V». 

r 

„* 

" 

ff 

c& 

f' 

laiig 

_4_ 

•X 

cl 'où  cet  énoncé  : 

Etant  données  deux  surfaces  df'veloppables  répondant  à  la 
question  et  leurs  plans  tangents  en  un  même  point  M  de  la 
^iTourbe  réfringente,  les  tangentes  trigonomé triques  des  moitiés 
es  angles  que  font  ces  plans  tangents  avec  le  plan  de  la 
ourbe  ont  un  rapport  constant  lorsque  le  point  M  parcourt 
courbe  réfringente. 

Exemple.  —  Supposons  que  la  courbe  donnée  soit  une  circon- 
srence  de  ravon  R.  En  prenant  pour  axes  deux  diamètres  rectan- 
ulaires  de  la  circonférence  et  pour  axe  des  z  Taxe  du  cercle,  nous 

«aurons 

37  =  R  cosw,     d^  •=  —  R  sin  (o  é/w, 

j'  =  R  sinio,     dy  =  R  cosco  </co, 

ds  =  H  dta. 

Il  faut  encore  pour  appliquer  la  formule  (i3),  calculer  c,  c*est- 
^-dire  le  cosinus  de  Tangle  que  fait  la  tangente  au  cercle  avec  la 
direction  des  rayons  incidents.   Supposons  que   le  plan  des  zx 

^oît  parallèle  aux  rayons  incidents  et   que  ceux-ci  fassent  avec 

l^axe  Ox  Tangle  a,  nous  aurons 

c  =  cosa  -—  =  —  cosa  sinoi, 
f)s 

c  cosa  sin ci> 

a  =  - 


//î* —  c*        //i* —  cos*a  sin'w 

cosa  sinco 


9 


fv-ds  _  r 

J    H     J  /i^n 


V^/t*  —  ces*  a  -h  cos*  a  cds*  w 
cosa  sinu»  dta 


cos*  a  -h  cos*  a  cos*  w 
=  —  log(cosacosw  -h  /n* —  cos*a  -h  cos*a  cos'w  ), 

Portant  cette  valeur  dans  Téquation  (ï3),  nous  obtenons 


t  =  lang  --  — 


'-*        cosa  cosw  -+-  yn'^ —  cos'a  -+-  cos*a  cos'u> 
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Celle  formule  permellra  d'étudier  l«a  variation  de  Tan^le  ^  le 
long  de  la  cireonférence. 

Remarque  1,  —  Il  nous  reste  à  indiquer  comment  ont  élê 
obtenues  les  deux  solutions  particulières  de  l'équation  (lo).  C'est 
M.  Darboux  qui  m'a  suggéré  Tidée  de  celte  intéressante  application 
du  théorème  de  Malus.  On  sait  que  les  ravôns  réfractés  seront  nor- 
maux à  une  surface  ;  les  développables  que  nous  venons  d'étudier 
couperont  donc  cette  surface  suivant  ses  lignes  de  courbure.  Nous 
allons  déterminer  deux  lignes  de  courbure  particulières;  ce  seront 
les  sections  de  la  surface  par  un  plan  P  perpendiculaire  aux  rayons 
incidents. 

Soient 

JM  un  ravon  incident; 

I  sa  tracé  sur  le  plan  P: 

M  le  point  où  il  rencontre  la  (tourbe  réfringente; 

MR  un  rayon  réfracté. 

Nous  appellerons  II  le  point  où  ce  rayon  perce  la  surface  nor- 
male que  nous  étudions  :  Malus  a  démontré  qu'on  peut  obtenir 
cette  surface  en  prenant  MH  de  t(»lle  sorle  (|u  * 

MI  -   //  X  M  H. 

Cela  posé  pour  tous  les  points  W  communs  à  la  surface  et  au 
plan  P,  on  aura  la  relation  précédente,  c'est-à-dire  que  la  normale 
à  la  surface  fait  avec  la  normale  au  plan  un  angle  constant  :  donc, 
d'après  le  théorème  de  Lancret,  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  est  une  ligne  de  courbure.  En  pnMiant,  au  lieu  de  l'angle  con- 
stant considéré  ci-d<*ssus,  son  supplément,  on  aura  une  deuxième 
ligne  de  courbure. 

Remarque  II,  --  Dans  le  ras  où  // =  i ,  les  deux  lignes  de 
courbure  (considérées  ci-dessus  se  confondent.  La  déveloj)pabh? 
particulière  (jui  nous  a  permis  dans  ce  cas  de  réduirez  l'équa- 
tion (lo)  est  le  cvlindre  (pii  a  pour  directrice  la  courbe  donnée 
<'L  pour  «génératrices  des  parallèles  à  la  direction  des  ra\ons 
incidenis. 

liemarque  III.   —   ious  h*s  ra\on>  réfr.iclés  au  même  point  M 
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de  la  courbe  réfringente  détermineront  sur  la  surface  normale  une 
ligne  de  courbure  circulaire,  puisqu'il  faudra  porter  sur  chacun  la 

même  lonijueur  MR=  — Ml.   La  surface  normale  aura  donc  un 

système  de  lignes  de  courbure  circulaires.  Cela  posé,  on  sait  que 
le  rapport  anharmonique  de  quatre  solutions  d'une  équation  de 

I^iccati  est  constant  :  on   aura  donc,   entre  quatre   solutions  de 

Inéquation  ^lo),  la  relation 


'3— 'i    h—fi 

— -  =  const. 


u,    en    se    rappelant    la    signilication    géométrique    dr    la   lettre 
=  lang  ^^ 


sinXf !_L        sin^i^ ^ 

'À  11 

=  const. 


sin  -î i-       sin  — - 

►r  les  quatre  plans  tangents  aux  développables  qui  correspondent 
5^uv  angles  c^,  Ça»  ?3i  'f  »  passent  par  la  tangente  MT,  c'est-à-dire 
f^ar  l'axe  de  la  ligne  de  courbure  circulaire  ;  l'équation  précédente 
Cixprime  donc  un  théorème  de  Géométrie  déjà  connu,  mais  dont 
^■"loiis  ne  connaissons  pas  de  démonstration  aussi  simple  que  la 
précédente,   à   savoir  que   :    Sur   toute  surface    enveloppe    de 
-^plièresy  quatre  lignes  de  courbure  non  circulaires  prises  à 
^9jolonté   déterminent  sur   les    lignes  de  courbure   circulaires 
quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant.  La 
méthode  que  nous  avons  employée  est  d'ailleurs  indépendante  du 
problème  particulier  que  nous  avons  en  vue,  puisque  l'équation  de 
Hiccati  a  été  obtenue  en  laissant  la  fonction  A  enlièremenl  arbi- 
traire. 

Généralisation  du  problème  —  Autres  vas  d'intégration 

de  l 'équation  (10). 

Nous  reprendrons  l'équation  (7)  et  l'équation  (10) 


.       ,                                                          i)t              t-              -A                     I 
(10)  -  '       / 

Os     >:\      Il       >\ 


•», 
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el  nous  cliercherons  s^il  existe  d^aiitres  cas  d'intégration.  Mais 
remarquons  d^abord  que  dans  le  passage  de  la  première  de  ces 

équations  à  la  deuxième  nous  avons  supprimé  un  facteur      __   * 

/  =  y/ —  I  ou,  ce  qui  revient  au  même,  /=  ^ —  i  est  une  solution 
singulière  de  l'équation  (y).  Ainsi,  quelle  que  soit  la  loi  suivant 
laquelle  on  fasse  succéder  des  droites  issues  d^une  courbe  gauche 
donnée,  on  formera  une  surface  développable  en  prenant  celles 
qui  sont  dans  les  plans  tangents  au  cercle  imaginaire  de  Tinfini,  et 
alors  toutes  ces  droites  issues  d'un  même  point  de  la  courbe  coïn- 
cideront entre  elles  et  en  particulier  avec  la  normale  à  la  courbe 
située  dans  le  plan  tangent  considéré. 

On  voit  ensuite  que  /  =  i   ou  /  =  oo  n'est  solution  qu'autant 

R 
que  [JL  =  —  7=-,;  mais  alors  /  =  i  est  aussi  solution  de  Téquation  (lo) 

et  la  suppression  du  facteur n'a  supprimé  aucune  solution. 

*     — —  I 

L'équation  (lo)  nous  donnera  immédiatement  l'enveloppe  des 
plans  menéà  par  la  tangente  qui  font  un  angle  constant  o  avec  le 
plan  osculateur  de  la  courbe.  Dans  ce  cas,  on  a 

—  =  o,     /  =  lang  -i-, 
ds  'JL 

d'où 

H  /*  -    ï  H 


'  T      'xt  Ti>iiic& 


et,  à  cause  de  l'équation  (S  />/.v), 


I 
H 


(14  )  laiigKMt -:— siiio 


On  a  donc  ce  théorème  : 


Si  Von  trace  sur  une  surface  développable  une  courbe  dont 
les  plans  osculateurs  fassent  avec  les  plans  tangents  de  la  sur- 
face un  angle  constant,  les  tangentes  à  la  courbe  font  avec  les 
génératrices  de  la  surface  des  angles  dont  la  tangente  trigo- 
nométrique  a  pour  valeur  le  rapport  de  la  courbure  de  la 
courbe  à  sa  torsion  multiplié  par  le  sinus  fie  r  angle  constant, 

M;iis  la  réciprocpif*  de  v.e  ihéorènie  n'esl  pas  vraie.  On  voit  scu- 
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lenient  que  l'équation  (lo)  pourra  encore  être  intégrée  par  une 
seule  quadrature  dans  le  cas  où  la  loi  de  succession  des  rayons 
issus  de  la  courbe  sera  celle  indiquée   (i4)-  Supposons,  en  effet, 


R 
'  Tsins» 


C9  étant  une  constante. 
L'équation  (lo)  devient 


ou 


dt^ f*_  I  I 


I 

àt  ds 


it  T 

-T-    I 


sinc? 


ou 


fff  ds 


(,_eot|)(/-      ng|) 


d'où 


/  —  COl-î- 


/  —  tanj:-i. 
'À 


L^c.'""'!'^ 


Cette  équation  ne  donnera  t  =  const.  que  si  la  constante  C  est 
nulle  ou  infînie. 
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EXTRAITS  DES  PROCÈS-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  16  MARS  1883. 

PRÉSIDENCE   DE  M.   ROUCIIÉ. 

Élection  :  M.  Simart,  lieutenant  de  vaisseau,  examinateur 
d^admission  à  l'École  navale,  présenté  à  la  dernière  séance  par 
MM.  Picard  et  Picquet,  est  élu  membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Weill  :  Sur  les  polygones  dont  les  sommets  sont  sur  une 
courbe  donnée. 

M.  Lagucrre  ;  Sur  la  démonstration  du  théorème  de  d'Alem- 
bert  par  M,  Valecki. 

M.  Zeller  envoie  une  Note  manuscrite  intitulée  :  Problema 
duplex  Calendarii fundamen taie. 

M.  David  envoie  une  Note  manuscrite  intitulée  :  Sur  deux 
séries  nouvelles  donnant  le  sinus  et  le  cosinus  d^un  arc. 

Le  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques, 
les  Acta  Mathematica,  et  ï Académie  des  Sciences  de  Munich 

acceptent  réchange  de  leurs  publications  contre  le  Bulletin  de  la 

S*  ' .  ' 
ocielr. 


SÉANCE  DU  (»  AVRIL    1883. 

PRÉSIDËNCK   DK   M.    ROrcilK. 

Conim un ictitions  : 

M.  S(;li\varz  :  Sur  l'intégrale  de  V équation 

d'-  u       (P  it 


dx^  '     dy 


,« 


=  (). 


M.  Dyck  :  Sur  la  composition  d'un  groupe  de  substitutions, 
M.  Halphen  :  Sur  un  Mémoire  de  /hfmftftn  relatif  à  la  tota- 
lité des  nombres  premiers. 


SÉAxNCE  DU  20  AVRIL  1883. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    ROUCHE. 

Élection  :  M.  Fleureau,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaus- 
sées, présenté  à  la  dernière  séance  par  MM.  Lucas  et  Picquet^  est 
élu  membre  de  la  Société. 
Communication  : 

M.  Halphen  fait  un  exposé  de  son  Mémoire  Sur  la  réduction 
équations  différentielles  linéaires  aux  formes  intégrables. 
M.  N.  Vanecek  adresse  une  Note  manuscrite  Sur  une  surface 
u  huitième  degré, 

M.  David  envoie  une  Note  manuscrite  intitulée  :  Sur  les  rela- 
ions  algébriques  des  fonctions  6. 


SÉANCE  DU  4  MAI  1883. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    ROUCHE. 

Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  le  critérium  de  Steiner  relatif  aux 
uniques  ayant  pour  centre  un  point  donné  et  passant  par 
rois  points  donnés. 

M.  Fouret  :  Sur  Vinvolution  du  m^^'^^  ordre. 

M.  Perrin  :  Sur  les  résidus  des  invariants  et  covariants  des 

m 

ormes  binaires. 


SÉANCE  DD  18  MAI   1883. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   PERRIN. 

Élection  :  M.  Ouang-King-Touan,  mandarin,  élève  externe  de 
TÉcole  des  Ponts  et  Chaussées,  présenté  dans  la  dernière  séance 
par  MM.  Rouché  et  d'Ocagne,  est  élu  membre  de  la  Société. . 

Communications  : 

M.  Poincaré  :  Sur  un  théorème  de  la  théorie  fiénérale  des 
Jonctions. 
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M.  Lebon  :  Sur  r appareil  de  la  r^is  Saint-Gilles. 

M.  Slephanos  :  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  inva- 
riants et  les  cova riants  de  la  forme  binaire  du  sixième  ordre. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  transformation  par  semi-droites  réci- 
proques. 

SÉANCE  DU  i"  JUIN  1883. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    PERRIN. 

Communications  : 

M.  Poincaré  :  Sur  un  théorème  de  la  théorie  générale  des 
fonctions. 

M.  Stephanos  :  Sur  une  représentation  géométrique  des  qua- 
ter  nions. 


SÉANCE  DU  15  JUIN  1883. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    ROUCilK. 

Elections  :  M.  Pelleircaii,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées, 
présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Brocard  et  Picquet;  et 
M.  Sylow,  professeur  à  Frederikshald  (Norwège),  présenté  dans 
la  même  séance  par  MM.  Weill  et  Picquet,  sont  élus  membres  de 
la  Société. 

Co m  m  u  n  ica  t  ions  : 

M.  Stephanos  :  Sur  les  combinants  des  formes  binaires. 

M.  JordaA  :  Sur  r  intégration  des  équations  dijféren  tic  lies 
linéaires  par  1rs  intégrales  déjinies. 


SEANCE    DU  0  JUILLET   1883. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    STEPIIVNOS. 


Communications  : 

M.  Bobek  :  Sur  1rs  lignes  de  striction  de  l'hyj)erbol(àdc  à 
une  nappe. 

M.  \\  eill  :  Sur  les  points  doubles  fies  courbes  unieursalcs. 
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SÉANCE  DU  20  JUILLET  1883. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   BOUCHÉ. 

Communication  : 

M.  Stephanos  :  Sur  les  courbes  planes  rationnelles  du  qua- 
jrième  degré. 

M.  Stephanos  est  délégué  pour  représenter  la  Société  au  Cou- 
res de  l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences  à 
ouen. 

M.  Goursat  adresse  un  Mémoire  manuscrit  intitulé  :  Sur  les 
t^quations  différentielles  linéaires  du  quatrième  ordre  dont  les 
intégrales  vérifient  une  relation  homogène  du  second  degré, 

M.  Poincaré  adresse  deux  Notes  manuscrites  Sur  les  fonc- 
tions 6,  et  Sur  les  fonctions  entières. 

M.  d'Ocagne  adresse  une  Note  manuscrite  :  Sur  le  centre  de 
^:ourbur€  des  courbes  de  poursuite. 

M.  Sjlow  annonce  qu'il  s'est  fait  inscrire  comme  sociétaire  per- 
f)étuel. 
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iichwarz  :  Démonstration  élémentaire  d'une  propriété  fonda- 
mentale  des  fonctions  interpola  ires. 

—  Bestimmung  der  sclieinbaren  Grosse  ci  nés  Ellipsoids  fiir 
einen  beliebigen  Punckt  des  Baumes. 

—  Zur  conformen  Abbildung  der  F  lâche  eines  Bechtecks  auf 
die  Flâche  einer  Halbkugel. 

—  Ueber  die  Intégration  der  partiellen  Differentialgleichung 

d*  u       d*  Il 


dx^         dv^ 


=  o. 


(')    Ce    Bulletin   ne   comprend   pas   les   périodiques  que  la   Société   reçoit  en 
^''hangc  de  ses  publications  {voir  p.  ii).* 
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—  Ueber  eiiien  Grenzuherfi^anf:!^  durch  nUernirendes  Ver- 
fa  h  ren. 

—  Ueber  einige  niclit  algebraisclie  Minimalflachen,  welche 
eine  Scliaar  algebraisclier  Can^en  entlialtcn. 

—  Ueber  diejenigen  algebraisclien  Gleichungen  zwischen  Zivei 
verânder  lichen  G  rosse  n,  welche  eine  Schaar  rationaler  ein-' 
deutig  umkehrbarer  T ransformationen  in  sich  selbst  zu- 
lassen. 

—  Vervollstândigung  der  Sleinerschen  elementargeometri- 
schen  Beweise  fuir  den  SatZy  dass  der  Kreis  grosseren  Fia- 
cheninhalt  besitzt,  nls  jedr  nndere  ebene  Figiir  gleich 
g  rosse  n  Umf anges. 

Neovîus  :  Bestininiung  zweier  speciellen  periodischen  Alini- 
maljlâchen  au f  welche  n  unendlich  viele  gerade  Linien  iind 
unendlich  viele  ebene  geodâtische  Linien  liegen. 

Max.  Voretzsch  :  Untersuchung  einer  speciellen  Flache  con- 
stanter  niittlerer  Kriunmiing  bei  welcher  die  eine  der  beiden 
Schaaren  der  Kriimm a ngs linien  von  ebenen  Cun^en  gebil- 
det  wird. 

Cari  Schilling  :  Die  Minimaljhichen  funfter  Klassc  mit  dem 
Stereoscop'Bild  eine  s  Mode  lis  derselben. 

Thomas  Craig  :  Treatise  on  projections, 

Udalrigo  Masoni  :  Sur  queb/ucs  courbes  du  quatrième  itrdre 
do  nées  de  p  o  in  ts  d'o  n  du  la  tion. 

Halphen  :  Mémoire  sur  la  rêflurtion  des  tu/uations  différen- 
tielles linéaires  aux  formes  intégrttbies,  (Savants  étrangers^ 

i883.) 

Catalan  :  Sur  iaddition  des  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce,  (Mémoires  de  l\  Icadé/uie  royale  des  Sciences,  Lettres 
et  BettuX'Arts  de  Ihdgique,  t.  XIA  ,  icSS.J.* 

AV aller  Oyclv  :  l  eber  die  Zusamnwusetzuni:  einer  Gruppe  dis- 
crcter  Opcrationen.  liher  ibre  l^i  ituifi\  ihif  kihI  l^ransitiK-ittit. 
(Kxlrail  des  Mnth.    iundh'n.) 
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ronecker  :  Die  Composition  Abelsclier  Gleicliungen, 
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Berlin.) 
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(Extrait  des  Comptes  rendus  du  Congrès  de  la  Rochelle.) 

lî.  Weyr  :  Ueber  mehrstufige  Cun^en  und  Flachensvsteme. 

Sur  les  surfaces  dUmolution. 

—  Ueber  einen  Correspondenzsatz. 

—  Sur  les  involutions  supérieures. 

^arvallo  :  Théorie  des  nombres  parfaits. 

<Tarrigou-Lagrange  :  Obsen^a fions  sur  le  mouvement  et  le  choc 
des  systèmes  invariables. 

Ji.  Cesaro  :  Sur  diverses  questions  d'Arithmétique.  (Bruxelles, 
Ha^ez;  i883.) 

<^alalan  :  Recherches  sur  la  constante  G  et  les  intégrales  eulé- 
riennes,  (Extrait  des  Mémoires  de  V Académie  impériale  des 
Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  7*  série,  t.  XXXI.) 

E.  Weyr  ;  Ueber  eindeutige  Heziehungen  auf  einer  allge- 
meinen  ebenen  Curve  dritter  Ordnung.  (Extrait  des  Mon  as  t- 
berichte  de  l'Académie  de  Vienne.) 

Schlegei  :  Théorie  der  homogen  zusammengesetzten  Raum- 
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Naturforscherj  à  Halle.) 
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Les  initiales  S,  P,  désignent  les  Sociétaires  perpétuels. 


Président M.  PICARD. 

M.  COLLIGNON. 

Tice-PrésidenU ]   ^'  ^ <>URET. 

(    M.LUCAS. 

M.  PICQUET. 

Secrétaires i   ^'  POINCARÉ. 

(   M.  WEILL. 

Vic^Ulre. ImIoSSk). 

Archifiste M.  STEPHANOS. 

Trésorier M.  CLAUDE-LAFONTAINE. 

M.  ANDRÉ. 

M.  APPELL. 

M.  CLAYEUX. 

M.  COMBEROUSSE  (de). 

M.  DARBOUX. 

Membres  du  Conseil /   ^'  HALPHEN. 

M.  HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE. 

M.  JORDAN. 

M.  LAGUERRE. 

M.  LAISANT. 

M.  MANNHEIM. 

M.  ROUCHÉ. 

M.  CREMONA. 

Membres  du  Conseil  non  résidents.,  l   m'  MAxuiRrj 

M.  TCHÉBICHEFF. 


V )  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
^^<  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  do  faire  à  cette  liste. 
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ACIARi,  directeur-adjoint  de  la  Ckimpaçnie  d'auuraiices  sur  la  vie  la  Foncière,  me 

de  Chabrol,  40f  ^  Paris. 
AIICUES,   professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,   boulevard  dn  Matée,  661 

k  Marseille. 
ANiRB  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  ).),  à  Paris. 
AOnST  (Tabbé),  professeur  à  lu  Faculté  des  Sciences,  rue  Espérnndieu,  19,  à  Marseille. 
APPELL,  maître  de  conférences  à  TÉcole  Normale  supérieure,  rue  Soufflot,  aa,  à  Paris. 
ARON  (Henri),  banquier,  rue  de  Grammont,  i/j,  è  Paris. 

ASTOR,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Bonne,  à  Grenoble. 
AGBERT,  élève-ingénieur  des  Mines,  rue  de  Grenelle,  96,  à  Paris. 
AITFOIVNE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Rodez. 
BK.XOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  ChAtelet,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (Saône- 

et-Loirc),  S.  P. 
BERDELLE,  ancien  garde  général  des  forMs,  k  Rioz  (Haute-Saône). 
BERE,  ingénieur  des  manufactures  de  l'État,  à  Lille. 

BERTRANB  (Joseph),  secret,  pcrp.  de  l'Académie  des  Sciences,  rue  de  Seine,  6,  à  Paria. 
BISCiOrrSiEIX,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 
BIENAYNÊ  (Arthur),ingénieur  do  la  Marine,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 
BIB.'VAYMR,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

BONCONPACNI  (le  prince  Ballhasar),  place  Colonna,  palais  Piombino,  à  Rome. 
BONKET  (Ossian),  membre  de  Tlnstitut,  avenue  de  l'Observatoire,  i4,  à  Paris. 
BORCHARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé),  S.  P. 
BOUrjER,  ancien  directeur  de  l'École   préparatoire  des  Sciences   et  Lettres,  rue  du 

Pin,  9,  à  Angers. 
BOULAXCER,  professeur  de  Mathématiques,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 
BRAIfLT  (A.),  négociant  à  Pons  (Charente-Inférieure). 
BRÉMARD,  architecte,  boulevard  Malesherbes,  16,  à  Paris. 
RRÉSARB,  professeur  au  lycée  Kontanes,  rue  Vézelay,  3,  à  Paris. 
BRIOSCil,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan  (Italie). 
BRISSE  (Ch.),  répétiteur  k  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bécon,  55,  à  Gourbevoie 

(Seine). 
BBOCARD,  capitaine  à  l'École  régimentaire  du  Génie  de  Montpellier,  S.  P. 
CARO.\,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Kernard,  83,  à  Parts. 
CiTALAM,  professeur  à  l'Université,  à  Liège  (Belgique). 
CHASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

CBENIN,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Rennes,  78,  à  Paris. 
CIVIALE,  rue  de  la  l'our-des-Dames,  2,  à  Paris. 
(ILAYEIX,  intendant  divisionnaire,  avenue  de  Clichy,  5q,  à  Paris. 
CLAUDE-LAFONTAh'E,  banquier,  rue  de  Trëvise,  33,  à  Paris,  S.  P. 
COLLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

COLLIG.\0\,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  38,  à  Paris. 
GOXBERODSSE  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Blanche,  43,  à  Paris. 
COL'RCELLES,  professeur   de  Mathématiques   spéciales  au    lycée   Saint-Louis,   rue  de 

Rennes,  08,  à  Paris. 
GREiiO.NA,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome. 
CRETIi\,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  107,  à  Paris. 
DARBOIX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  36,  à  Paris. 
DAVID,  lieutenant-colonel  d'Artillerie  en  retraite,  place  de  l'École  d'Artillerie,  4^)  ^ 

1  oulouse. 
DEFFORCES,  capitaine  d'infanterie,  attaché  à  l'Elai-major  du  Ministre  de  la  Guerre,  rue 

de  (ironellc  Saint-Germain,  i23,  h  Paris. 
DELA!S'\OY,  sous'intendant  militaire,  à  Orléans. 

DZRL^TS,  docteur  es  sciences,  hôtel  du  Sénat,  rue  de  Tournon,  7,  à  Paris. 
DEWtlLF,  lieutenant-colonel,  chef  du  Génie,  u  Montpellier. 
DOSTOR,  docteur  es  sciences,  rue  de  Rennes,  ni,  à  Paris. 
DREYFIS  (Ferdinand),  publiciste,  rue  de  l'Université,  jj,  à  Paris. 
DlRR4!\iDE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 


ISCAIT,  profesMur  au  Prytaiiée  militaire,  à  la  Flèche  (Sarihe). 

FAW,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Trudaine,  26,  à  Paris. 

FLECIBAD,  élèfe-ingéuieur  des  Ponti  et  Chaussées,  ruo  de  Flandre,  81,  à  Paris. 

FLOfOIT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jeanne-d'Arc,  9,  à  Nancy. 

FLTISAUrre-lARIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Somnierard,  12,  à  Paria 

FMTIS,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Mont-de-Marsan. 

FMIKT,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  16,  à  Paris. 

CAUEL,  ingénieur  des  Ponts  et  Chausuées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine,  rue 

Jouffroy,  39«  à  Paris-BatignoUes. 
CiimilR-VUiLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 
ttHWCII,  professeur  à  l'Université,  rue  du  P6,  38,  à  Turin  (Italie). 
CINTT,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  a  Grau. 
),  rue  Halle,  ^o  et  43,  à  Paris. 

(A.)«  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  de  Charenton,  319,  à  Paris. 
CiFFAIT,  boulevard  des  BatignoUes,  84,  a  Paris. 

CiVISAT,  professeur  à  la  Faculté  deb  Sciences,  rue  Higuepels,  22,  à  Toulouse. 
CtAMNRCE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Belgique). 
€IOEY,  directeur  de  rObeervatoire,  à  Besançon. 
CCÇaA  (Jead),  viA  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Sicile). 
CUELOT,  lieutenant-colonel  au  118*  régiment  d'infanterie,  à 
COiiInnl  (D*  Sigismond),  député  au  Reichstag allemand,  à  Ansbach  (Bavière). 
IAA€,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Chardin,  1,  à  Paris. 
lABMIl,  directeur  de  l'École  des  Mines,  à  Lima  (Pérou). 
fALflEN,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Gounod,  8,  à  Paris,  S.  P. 
EATON  M  LA  COOPILLIBRE,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Garan- 

cière,  8,  à  Paris,  S.  P. 
AlTTy  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 
SBIIBT,  ingénieur  en  chef  dos  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (  Ardècho). 
9C!fBT  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Berthollet,  22,  à  Paris. 
flBBMARYy  chef  d'escadrons  au  17*  régiment  d'Artillerie,  à  Douai  (Nord). 
HEMilTE,  membre  de  l'Institut,  rue  de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris,  S.  P. 
fllLAlRE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Arras,  4«  à  Douai  (  Nord). 
■IRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale,  à  Greenwich  (Angleterre),  S.  P. 
■dLST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  49f  à  Christiania  (Norvège). 
KODBKAIIT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 
Eitl€0  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pérea, 

i4«  à  Paris. 
njCÔNMT,  capitaine  d'Artillerie  de  la  Marine,  rue  de  l'Arsenal,  11,  à  Paris. 
miBKRT,  ingénieur  des  Mines,  répétiteur    à  l'École  Polytechnique,  à  Paris. 
KITT#T,  ingénieur  des  Mines,  rue  du  Cirque,  10,  à  Paris. 
■nu,  répétiteur  à  l'Ecole  Centrale,  boulevard  Beaumarchais,  109,  à  Paris. 
•JIC^CIER,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  directeur  des  Travaux  publics  à  Saint- 

Denis  (Réunion). 
JA!in,  capitaine  au  32*  régiment  d'Artillerie,  à  Orléans. 
JAfAIT,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cardinal-I^e- 

moine,  28,  à  Paris. 
MBMNy  membre  de  l'Institut,  professeur  &  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varennes,  48, 

«  Paris,  S.  P. 
•4#IIffRET,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Pulaiseau  (Seine-et-Oise). 
JiniQ,  prufeaseur  à  l'Institut  technique  supérieur,  à  Milan  (Italie). 
U!IT#R  (S.),  privat-docent  à  l'Ecole  polytechnique  allemande, à  Prague. 
iiCffICS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Besançon. 
IkOslEIBC  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
MVALKWSKT  (M—  db),  privat^ocent  à  l'Université  de  Stockholm  (Suède). 
KRi^lECKER  (D'Léopold),  professeur  à  l'Université,  Bellevuestrasse,  i3,  h  Berlin. 
LAGOI,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  libre  des  Sciences,  rue  des  Pyramides,  4i  «  Lille. 
lAFFM  M  LABUAT,  amiral  (décédé),  S.  P. 
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LACIIERRE,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  boulerard  Salni-llichel, 

6i,  à  Paris, 
LAISANT,  député,  avenue  Victor  Hugo,  8.^  bis,  à  Paris. 

LAQUÈRE,  administrateur  attaché  au  service  central  dos  Aflaircs  indigènes,  à  Alger. 
LAGTH,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

LAVEISSIÈRE,  élève  externe  à  l'École  des  Mines,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 
LEAl'TE,  directeur  des  études  à  l'école  Mongo,  i4i«  houlovard  Malesherbet,  à  Paris. 
LERON  (Ernest),  professeur  au  lycée  Oharlemagne,  rue  Monge,  i3i.  à  Paris. 
LECOR!\i(},  ingénieur  des  Mines,  maitre  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Caen 

(Calvados). 
LEFEVRE,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  à  Bar-le-Duc. 
LENOIKE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 
LE  PAICE,  professeur  k  TUniversité,  rue  des  Anges,  ai,  à  Liège  (Belgique). 
LE  POi\T,  rue  du  Bouloi,  ii,  à  Paris. 

LESACE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  Monge,  a*;,  à  Paris. 
LESPIAULT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 
LKVY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  9,  à  Paris. 
LEVY  (Lucien),  professeur  au  lycée  I^uis-le-Grand,  rue  Claude-Bernard,  58,  à  Paris. 
LEVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  boul.  Saint-Germaiu,  358,  à  Paris.' 
LEZ  (Henri),  à  Lorrcz-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 
LICl'l\'E,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

LINDEVAV^,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg (Alle- 
magne). 
LONCGHAVPS  (Gohierre  de),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charle- 

magne,  rue  de  l'Estrapade,  i5,  à  Paris. 
LORIX,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré,  186.  à 

Paris. 
LUCAS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Bellay,  4*  ^  Paris. 
MACE  DE  LEPIKAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue  de 

rOdcon,  21,  à  Paris. 
NALEYX,  professeur  au  coltôge  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  117,  à  Paris. 
HALLOIZEL,  rue  de  l'Estrapade,  11,  à  Paris. 
IIALMSTB!^.  conseiller  d'Étal,  à  Upsal  (Suéde). 

MA.^^HEIM,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe,  11,  à  Paris-Paaty,  S.  P. 
MARSILLY  ^  le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre. 
MATHIEU  (Emile),  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Saint-Jeao,  17, 

à  Nancy. 
MinAfi-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  h  Stockholm  (Suède). 
NOITARD,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Val-de-Gràce,  9,  k  Paris. 
0€AC\E  (u'),  clove-ingénieur  di^s  Pouls  et  Chaussées-,  rue  du  {-Septembre,  18,  à  Paris. 
OHRTNA^.^  (D'Carl),  rédacteur  du  Jahrhuch,  Markgrafonstrasse,  78.  à  Berlin. 
OVIDIO  (Eiirico  n'),  profttsseur  à  rUniversité,  piuzza  Statuto,  17,  à  Turin. 
PA!\IEk  ;  Auguste),  profe^seur  au  lyree  communal,  a  Prague  (Bohème). 
PARMEXTIER  (le  général),   membre  du   Comité  des  fortifications,  rue  du  Cirque,  5, 

à  Paris. 
PARRA\,  ingénieur  des  Mines,  avenue  de  l'Opéra,  2(1,  à  Paris. 
PATIRET,  ancien  éU>ve  de  l'Érole  Pulyteclinique,  rue  Jacob,  \\^  à  Paris. 
PELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand. 
PELLETR^Al.  ingénieur  des   Ponts  et  Chaussées,  à  Conslantine  (Algérie). 
PERf.lX,  eht'f  dVscadrons  d'Artillerie,  a  l'Ecole  spéciale  militaire,  à  Saiut-Cyr. 
PERR1>,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  l'Étoile,  17,  au  Mans. 
PEROTT  (Joseph),  h  Port->'avalo,  par  Arzon  (Morbihan),  S.  P. 
PDILIPPON,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  il  Paris. 
PICARD  (  Emile),    professeur  suppléant   à    la  Faculté  des  Sciences,  rue   de  la  Sor- 

bitnne,  2,  ii  Paris. 
PICQCET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  houlevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 
PISTOYE  (de;,  capitaine  d'Artillerie,  rue  Montbaurin,  20,  à  Versailles. 
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fMHGAHI,  ingénieur  des  Mines,  mattro  do  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

Gay-Lussac,  66,  à  Paris, 
NHkOlLN'Y  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 
fOLNXAG  (prince  C.  de),  rue  Miroménil,  44>  ^  Paris,  S.  P. 
fOOSSCT,  professeur  au  lycée,  à  Pditicrs. 

fBESLES  (de),  soQs-Intendant  militaire,  rue  de  Bellechasse,  ^^9,  h  Paris. 
KICC  (Bartholoméo),  professeur  à  l'Université,  à  Oxford  (Angleterre). 
rETZ(ie   général),  commandant  l'École  d'application    do   l'Artillerie  et  du  Génie,  a 

Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
RADAU,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 

EAFFY,  agrégé-préparateur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  45*  à  Paris. 
BAKGY  ^de),  directeur  général   de  la  Compagnie  d'assurances  le  Soleif,  rue  de  Châ- 

tcaudun,  44»  ^  Paris. 
■EIRACH  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  4»  à  Paris. 
KEY  (Casimir),  professeur  à  l'École  régimentaire  du  Génie,  boulevard  de  la  Reine,  25, 

à  Versailles. 
MAIICOI'R,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Ail  (Bouches-du-Rhône). 
WIOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  i,  à  Dijon. 
MDBT,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 
ROLLAND,  membre  de  l'Institut,  rue  de  Rennes,  66,  à  Paris. 
ROFART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  137,  à  Paris. 
RCHICIE  (Kugène),  professeur  à  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission   à  l'École 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  ai 3,  à  Paris. 
ROOSSELIX,  professeur  au  lycée  Fontanes,  boulevard  Pereire,  1  a4f  à  Paris. 
ROUX,  architecte,  rue  de  l'Arcade,  q5,  à  Paris. 

SAINT-PAUL  (Dccup  de),  capitaine  au  36*  régiment  d'Artillerie,  à  Clermont-Ferrand. 
SAIRAU,  professeur  à  TÉcole  Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé 

(Seine). 
SAITIAUX,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  la  Compagnie  du   chemin   de  fer  du 

Nord,  à  Paris. 
SGRLECKL  (D'  Victor),  à  Waren  (Allemagne). 
8CR0DTE,  professeur  à  Groninguc  (Hollsnde). 
8CRHERT,  professeur,  Steindam,  89,  à  Hambourg  (Allemagne). 
SK6DY,  rue  Pascal,  2,  à  Paris. 

SÊLlVANOrF,  attaché  à  l'Université,  à  Saint-Pétersbourg. 
SIRART,  lieutenant  de  vaisseau,  examinateur  d'admission  à  l'École  navale,  rue  do 

Miroménil,  70,  à  Paris. 
SONHE  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 
8TARE0FF  (Alexis),  professeur  à  l'École   do   Commerce,  rue  Forgowaja,  49»  À  Odessa 

(Russie). 
8TEPRAN0S  (D'  Cyparissos),  rue  de  l'Arbalète,  28,  à  Paris. 
STURNICkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
SYLOW,  professeur  à  l'Université,  Frcderikshald  (Norwège,  S.  V.). 
TANNERY  (Paul),  ingénieur  du  service  de  Tcxpcrtise  à  la  Manufacture  des  Tabacs,  h 

Pari»,  S.  P. 
TAN.XERY,    maître  do   conférences  à  l'ÉcuIe  Normale   supérieure,   boulevard  Saint- 
Michel,  i4ii  à  Paris. 
TARRY  (Cyastun),  receveur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger. 
TCHRRICHEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  S.iint-Pétersbourg. 
TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Monsieur-le-Prince,  18,  à  Paris. 
TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  ii  Voreppe  (Isère). 
TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 
TRESCA,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Saumur  (Maine-et-Loire). 
VAIIQOANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  12,  à  Paris. 

VANECËK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicîii  (Bohème). 

VAXEILLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  26,  à  Paris. 
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VIGAlUf  ingénieur  des  Mines,  rue  Gay-Luisac,  3o,  à  Paris. 

VIELLAIi,  manufacturier,  aux  forges  de  Morrillars  (territoire  de  Belfort). 

VfLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 

WALCKENAER,  ingénieur  des  Mines,  à  Pau  (Rasses-Py rénées). 

WEILL,  professeur  do  Mathématiques,  rue  de  Rome,  i4,  à  Paria. 

WEYR  (EK  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 

WEYR  (D' Emile  ),  professeur  à  l'Université,  Maria-Theresia-Strasse,  xo,  à  Obormeid- 

ling,  près  Vienne  (Autriche). 
WILSON,  député,  au  palais  de  l'Elysée,  à  Paris. 

W9RIIS  DE  ROIILLY,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Bals«c,  7,  à  Paris. 
ZAR9VDSRY,  capitaine  de  TArtillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Sain^-Pé- 

tersboui^. 
ZELLER  (Charles),  recteur  du  séminaire,  à  Markgrœnlngen  (Wurtemberg). 
ZEUTHEU,  professeur  à  l'Uniferslté,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague. 


SOCIÉTAIRES    PBRPtTmSLS. 

RENOIST,  docteur  en  droit. 

RISCHOrrSHEIN,  banquier. 

BIENAYMÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

RORCHARVT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé). 

BROCARD,  capitaine  du  Génie. 

CHASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

CLAUDE-LAFONTAIIIE,  banquier. 

CAUIHIBR-VILLARS,  éditeur. 

HALPHEN,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 

HATOil  DE  LA  fiODMLLIBRE,  membre  de  l'Institut. 

HERMiTE,  membre  de  l'Institut. 

HIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Greenwicb. 

JORDAN,  membre  de  l'Institut. 

LAFFON  DE  LADÉBAT,  amiral  (décédé). 

NANNHEIII,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

PEROTT  (Joseph). 

POLICNAC  (prince  G.  de). 

SYLOW,  professeur  à  l'Université,  Frederishald. 

TANNERY  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État. 


Modifications  survenues  depuis  le  i*'  janvier  1883. 

DÉCËDËS. 

BRÉCHET,  membre  de  l'Institut. 

GASGHEU',  professeur  de  Faculté  honoraire. 

COURNERIE  (de  l\),  membre  de  l'Institut, 

OlANC-KINfi-TOtAN,  mandarin. 

PDISEUX,  membre  de  l'Institut. 

SIVERINfi,  ingénieur  en  chef  des  travaux  publics  luxembourgeois. 

SHITH,  professeur  à  l'Université  d'Oxford. 

DÉMISSIONTIAIRES. 

CHEYSSOX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées. 
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NOUVEAUX  HCMBaCS. 


MIOYTS,  docteur  es  sciences. 

FLBDIBAIJ,  élèTe-ingéaieur  des  Ponts  et  Chaussées. 

0CA1K-KDE€-T0DAX,  mandarin. 

PELLBnEAC,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 

iAFFT,  agrégé  préparateur  à  TÉcole  Normale  supérieure. 

SYLOW,  professeur  à  l'Université  de  Christiania. 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  âTOC  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 

Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- Arts  de  Belgique,  à  Bruxelles. 

Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  Connecticut  (Etats-Unis  d'Amérique). 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei,  à  Rome. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Acta  Mathematica  (rédacteur  M.  Mittag-LelUcr,  à  Stockholm). 

American  Journal  of  MathematicSj  publié  par  l'Université  de  John  Hopliins,  à  Balti- 
more  (rédacteur  M.  Thomas  Cray,  à  Baltimore). 

Annaii  di Matematica  (rédacteur  M.  Brioschi,  à  Milan). 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab  (rédacteurs  MM.  S.  Lie  et  W.  Muller,  à 
Christiania). 

Archiv  fikr  Mathematik  und  Physik  (rédacteur  D'  Hoppe,  Lindestrasse,  89,  à  Berlin, 
S.  W. 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik  (rédacteur  D'  Oscar  Schlômilch,  à  Dresde). 

Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  à  Paris. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  (rédacteur  M.  Darboux). 

Casopis  jtro  péstovdni mathematikjr  a  fysikjr  (rédacteur  M.  Edward  Weyr,  à  Prague). 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Giornale  di  Matematiche  (rédacteur  M.  Battaglini,  à  Rome). 

Institut  Royal  de  Luierobourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres,  à  Milan. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettre»  et  Arts,  à  Venise. 

Jahrbuch  Ober  die  Fortschritte  der  Mathematik  (rédacteur  M.  Cari  Ohrtmann,  à  Ber- 
lin). 

Jornal  de  Sciencias  Matematicas  e  Astronomicas  (rédacteur  M.  Gomes  Teiieira,  à 
Coîmbre). 

Journal  de  l'École  Polytechnique. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik^  à  Berlin. 

Mathematische  Annalen  (rédacteur  M.  Félix  Klein,  à  Leipsig). 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand,  et  Neubei^,  à  Liège). 

Réunion  des  ofliciers,  à  Lille. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 
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Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Helsingfors. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 
Société  mathématique  de  Hambourg. 
Société  hollandaise  des  Sciences,  à  Harlem  (Hollande). 
Société  mathématique  de  KharkofI  (Russie). 
Société  astronomique  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Londres. 
Société  Royale  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Société  mathématique  d'Odessa  (Russie). 
Société  philomathique  de  Paris. 
Société  mathématique  de  Prague. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzig. 
Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal  (Suède). 
Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 
Université  Royale  de  Pise. 

Tidsskrift  for  Mathematik  (rédacteur  M.  Zeuthen,  âi  Copenhague). 
Tijdschrift  'voor  F'ormleer,  rekenkunde  en  de  beginselen  der   Fiskunde  (rédacteur 
M.  Versiuys,  à  Amsterdam). 


STATUTS  DE  LA  SOCIÉTÉ. 


Article  premier.  —  La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  Ta- 
vancement  et  la  propagation  des  études  mathématiques  pures  et  appliquées. 
Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art.  2.  —  Aucune  communication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur 
des  objets  étrangers  aux  Mathématiques. 

Art.  3.  —  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres 
Tion  résidents. 

Les  Français  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  4.  —  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société 
^ont  les  suivantes  :  i°  être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé 
'«-ine  demande  signée;  2^  obtenir  à  Tune  des  séances  suivantes  les  suffrages 
de  la  majorité  des  membres  présents. 

Art.  5.  —  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  —  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

I*  Des  membres  du  bureau; 

a°  De  douze  autres  membres  résidents  de  la  Société  désignés  par  Télec- 
•:ion; 

3°  De  quatre  membres  non  résidents  désignés  par  l'élection;  ils  auront 
^oix  délibérative  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris. 

Art.  7.  —  Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

Art.  8.  —  Le  bureau  est  composé  de  : 

I  président; 

4  vice-présidents; 

:>.  secrétaires; 

•j.  vice-secrétaires; 

i   trésorier; 

I  archiviste. 
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Art.  9.  —  Le  prësideol  est  élu  pour  un  an. 

Les  vice- présidents  sont  nommés  pour  deux  ans. 

Deux  d'entre  eux  sont  remplacés  chaque  année. 

Les  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  pour  deux  ans. 

Le  trésorier  et  l'archiviste  pour  trois  ans. 

Art.  10.  —  Le  président  n'est  pas  rééligible  immédiatement  dans  les 
mêmes  fonctions. 

Art.  il.  —  Parmi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et 
qui  ne  font  pas  partie  du  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  à 
tour  de  rôle. 

Art.  12.  —  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  à  parliciper  à 
l'élection  du  président,  soit  directement,  soit  par  correspondance. 

Art.  13.  -;—  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil 
sont  élus  à  la  majorité  absolue  des  membres  présents. 

Art.  14.  —  Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  i^  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est 
fixé  par  le  règlement  administratif  de  la  Société;  2?  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit 
de  la  vente  des  ouvrages  édités  par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra 
recevoir. 

Art.  15.  —  La  Société  règle  annuellement  le  budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  chaque  année,  le  compte  détaillé  des  recettes 
et  dépenses  de  l'année  révolue  sera  soumis  à  l'approbation  de  la  Société: 
ce  compte  rendu  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


RÈGLEMENT  ADMINISTRATIF. 


CHAPITRE  PREMIER. 


» 


CONDITIONS     D  ADMISSION. 


1.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont  : 
i"  D'être  présenté  par  deux  membres  qui   auront  adressé  une  demande 
signée; 
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•/"  D'obtenir,  à  Tune  des  séances  suivantes,  les  sufTragres  de  la  majorité 
des  membres  présents  (art.  4  des  statuts). 

2.  Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  Tun  des  secrétaires  et 
le  trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  Tacquittement  du  droit  d'admission, 
montant  k  lo  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 


CHAPITRE  II. 

TRAVAUX   ET   PUBLICATIONS  DE  LA  SOCIÉTÉ. 

Tenue  des  séances, 

3.  La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deuii  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

4.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux  élec- 
tions pour  le  remplacement  des  membres  sortants  du  bureau  et  du  conseil. 

5.  Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  de- 
mande personnelle. 

I^s  membres  sont  convoqués  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doi- 
vent être  introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

En  ras  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  du  pré- 
Mdent  sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remplir  les  fonctions. 

9.  Les  procès- verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  Ja  lecture  du  procès-verbal  de  la  séance 
précédente  et  de  l'ordre  du  jour. 

iO.  Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu 
dans  l'ordre  de  leur  inscription;  les  communications  des  personnes  étran- 
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gères à  la  Société  ont  lifiu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence 
qui  seront  appréciés  par  le  bureau. 

Les  membres  qui  auront  fait  des  communications  verbales  ou  pris  part 
aux  discussions  devront  remettre  des  notes  au  secrétaire  pour  là  rédaction 
du  procès-verbal. 

il.  Dans  les  séances  ordinaires,  on  ne  peut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'une  demande  du  conseil. 

i2.  Toutes  les  observations  relatives  à  l'administration  sont  adressées  par 
écrit  au  président,  qui  en  réfère  au  conseil,  à  sa  plus  prochaine  réunion. 

Bulletin, 

13.  La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses 
membres,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé  :  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique, qui  rend  compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  dis- 
tribué gratuitement  à  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

14.  Les  conventions  stipulées  entre  le  conseil  de  la  Société  et  les  éditeurs 
chargés  de  la  publication  du  Bulletin  devront  être  soumises  à  l'approba- 
tion de  la  Société. 

Réimpression  des  ouvrages  anciens  et  publication  des  mémoires 

originaux. 

15.  La  Société,  voulant  concourir  aux  progrès  des  Mathématiques  par 
tous  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisation,  avisera  aux 
moyens  de  publier  successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il 
sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathématiciens 
français  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publier  les  mémoires  originaux  trop 
étendus  pour  paraître  dans  le  Bulletin. 

16.  Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  sont 
délivrées  à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non 
résidents. 

CIIAIMTRK  m. 

ADUIMSTRATION   DE   LA    SOCIÊTK. 

17.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin,  et,  s'il 
est  nécessaire,  au  moyen  de  deux  tours,  dont  le  second  est  de  ballottage. 
Dans  le  cas  d'égalité  de  voix,  le  plus  âgé  IVmporte. 

18.  L'élection  du  président  seule  donne  lieu  au  vote  de  tous  les  membres 
résidents  ou  non  résidents.  Tout  membre  qui  ne  peut  assister  à  la  réunion 
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électorale  est  invité  ù  envoyer  au  secrétaire,  avant  la  première  séance  de 
janvier,  son  suffrage  individuel  dans  un  bulletin  cacheté  et  enfermé  dans 
une  lettre  signée  de  lui. 

Ce  bulletin  ne  peut  être  ouvert  qu'au  moment  du  dépouillement  du 
scrutin. 

19.  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  les  vice-secrétaires  rédigent  les 
procès- verbaux  des  séances  de  la  Société  et  des  séances  du  conseil. 

20.  Une  commission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  quatre 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  Bulletin  et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

21.  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés  de  la 
correspondance  pour  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société,  le 
conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du 
jour. 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications 
contre  les  journaux  et  les  recueils  consacrés  aux  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

23.  L'archiviste  est  cliargé  de  la  garde  des  archives  de  la  Société;  il  en 
dresse  un  inventaire. 

Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  et 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 

Enfin,  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

2i.  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  dues  à  la 
Société. 

25.  11  tient  un  registre  des  receltes  et  des  dépenses,  que  tous  les  membres 
ont  le  droit  de  consulter. 

26.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraordinaire  des  fon<ls  de  la 
Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions. 

27.  Le  président  convoque  le  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de  la 
Société  le  réclament. 

28.  fl  suffit  d'une  <lemande  motivée,  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  qu'une  convocation  du  conseil  soit  obliga- 
toire. 

29.  A  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présents  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

30.  U  faut  au  moins  sept  membres  présents  jiour  prendre  des  décisions 
en  conseil. 

XII.  'A 


-  18  - 

3i.  Sur  la  proposition  de  cinq  membres,  le  vote  peut  avoir  lieu  au  scrutin 
secret. 

32.  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la  Société 
des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  deux  tiers  des  voix  au  sein 
du  conseil. 

33.  I-.es  procès-verbaux  des  séances  du  conseil  doivent  être  transcrits  sur 
un  legislre  coté  et  parafé  par  le  secrétaire;  il  doivent  être  signés  parle 
président  et  le  secrétaire  qui  a  tenu  la  plume;  les  renvois  doivent  être 
parafés  et  les  mots  rayés  approuvés. 

3i.  Le  conseil  se  réunit  dans  la  dernière  quinzaine  de  décembre  pour 
examiner  l'état  des  affaires  de  la  Société,  nommer  la  commission  de  compta- 
bilité chargée  de  vérifuM*  la  gestion  du  trésorier,  et  la  commission  des 
archives  chargée  de  vérilier  celle  de  l'archiviste. 

35.  Ces  deux  commissions  ne  peuvent  être  composées  de  moins  de  trois 
membres;  elles  font  leur  rapport  dans  la  première  séance  de  janvier. 

36.  Le  conseil  désigne  annuellement,  à  la  même  époque,  les  membres 
qui,  adjoints  aux  deux  secrétaires,  composent  la  commission  permanente 
d'impression  pour  la  publication  du  Bulletin  et  l'insertion  des  notes  et 
mémoires  des  membres  de  la  Société. 

Cette  commission  veille  à  ce  qu'il  ne  s'introduise  dans  les  publications 
rien  d'étranger  à  la  Science. 

37.  Les  membres  élus  de  la  commission  d'impression  sont  nommés  pour 
trois  ans. 

Les  membres  de  la  commission  d'impression  peuvent  être  pris  indistinc- 
tement dans  la  Société  ou  dans  le  conseil. 


CHAIMTKK  IV. 

PROPRIÉTÉS,    RKVENLS    ET    DÉPENSES    DE    L\    SOCIÉTÉ. 

38.  Les  versements  des  nienihros  résidiMils  et  non  résidents  se  compo- 
sent : 

i*  Du  droit  d'admission,  moiitiint  i\  lo  francs; 
tl"  l>e  la  cotisation  annuello. 

39.  Pour  les  membres  résidents,  cette  cotisation  annuelle  s'élève  à 
v> franco,  payable*  d'avanc*».  et.  pour  les  membres  non  résidents,  à  1 5 francs, 
éirah'inonl  payables  d'avaiire. 

Sont  considérés  comnie  résidents  les  iiienibn's  qui  ont  à  Paris  leurs  occu- 
pations habituelles,  ou  y  exercrnt  habituellement  leurs  fonctions. 

-40.  Les  nouvt'auv  membres  devront  payer  la  totalité  de  la  cotisation, 
quelle  qur  s«^»il  l'êpoqu»*  dr  h^ur  aiinii»«iiin. 
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PtNNCARB,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

Gay-Lussac,  66,  à  Paris, 
FOKOR^'Y  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  h  Praj^ne  (Bohème). 
POLHi^AC  (prince  C.  de),  rue  Miroménil,  44>  À  Paris,  S.  P. 
fODSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers. 

PRESLES  (de),  sous-intendant  militaire,  rue  de  Bellechasse,  29,  à  Paris. 
PRICE  (Bartholoméo),  professeur  à  l'Université,  à  Oxford  (Angleterre). 
FETZ(le   général),  commandant  l'École  d'application    de   l'Artillerie  et  du  Génie,  à 

Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
RADAll,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 

RAFFY,  agrégé-préparateur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris. 
RANGY  ^de),  directeur  général  de  la  Compagnie  d'assurances  le  Soieil,  rue  de  Chà- 

teaudun,  44*  À  Parts. 
REIXAGH  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  4»  à  Paris. 
REY  (Casimir),  professeur  à  l'École  régimentaire du  Génie,  boulevard  de  la  Reine,  'i3, 

à  Versailles. 
RIBADCOUR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Aix  (Bouches-du-Rhônc). 
RIKn*,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  i,  à  Dijon. 
RORET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 
ROLLAKR,  membre  do  l'Institut,  rue  de  Rennes,  66,  à  Paris. 
ROVAR'T,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  137,  à  Paris. 
ROl'CHB  (Eugène),  professeur  à  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission   à  l'École 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  3i3,  à  Paris. 
R0DS8ELIN,  professeur  au  lycée  Fontanes,  boulevard  Pereirc,  ia4«  >  Paris. 
ROUX,  architecte,  rue  de  l'Arcade,  35,  à  Paris. 

SAINT-FAEL  (Dccup  de),  capitaine  au  36*  régiment  d'Artillerie,  à  Clermont-Ferrand. 
SARRAU,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé 

(Seine). 
SARTIAUX,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  la  Compagnie  du   chemin   de  fer  du 

IVord,  à  Paris. 
SCHLECEL  (D'  Victor),  à  Waren  (Allemagne). 
SCHOUTE,  professeur  à  Groningue  (Hollande). 
SCHURERT,  professeur,  Stoindam,  89,  à  Hambourg  (Allemagne). 
SECUY,  rue  Pascal,  3,  à  Paris. 

SELIVANOFF,  attaché  à  l'Université,  à  Saint-Pétersbourg. 
SIIART,  lieutenant  de  vaisseau,  examinateur  d'admission  à  l'École  navale,  rue  do 

Miroménil,  70,  à  Paris. 
SOXIIVE  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 
STARKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École   de   Commerce,  rue  Forgowaja,  49»  À  Odessa 

(Russie). 
STEFRA^OS  (D'  Cyparissos),  rue  de  l'Arbalète,  28,  à  Paris. 
STUR!VICkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 
SYLOW,  professeur  à  l'Université,  Frederikshald  (Norwège,  S.  V.). 
TAUXERY  (Paul),  ingénieur  du  service  de  l'expertise  à  la  Manufacture  des  Tabacs,  h 

Pari»,  S.  P. 
TAN.\ERY,    maître  de   conférences  à   l'École  Normale    supérieure,   boulevard  Saint- 
Michel,  i4i«  À  Paris. 
TARRY  (GaHton),  receveur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger. 
TCRBRICHEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg. 
TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Monsieur-le-Prince,  18,  à  Paris. 
TISSOÎ,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppc  (Isère). 
TISSERAIVD,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 
TRESCA,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Saumur  (Maine-et-Loire). 
VAOQUANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  13,  à  Paris. 

VA.^ECEK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jici'n  (Bohème). 

VAZEILLE,  ancien  élève  de  l'Écule  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  36,  a  Paris. 


AVIS. 


La  Rédaction  a  Thonneur  de  prévenir  MM.  les  Auteurs  que  le 
Conseil  de  la  Société  mathématique,  dans  sa  séance  du  iti  décem- 
bre 1881,  a  pris  les  décisions  suivantes: 

1°  Ixi  Société  prendra  à  sa  charge  la  moitié  de  la  dépense 
des  tirages  à  part  d*  auteur  y  pour  cinquante  exemplaires  et  au- 
dessous. 

2°  Pour  plus  de  cinquante  exemplaires,  la  Société  payera  la 
moitié  du  prix  de  cinquante  exemplaires,  au  tarif  fixé  pour 
le  tirage  à  cinquante  exemplaires. 

Il  résulte  de  là  que  les  auteurs  auront  à  débourser  les  sommes 
suivantes  : 


NOMBRE 
DES  EXEMPLAIRES. 

25. 

50. 

100. 

200. 

300. 

400. 

500. 

iOOO. 

Pour  V4  feuille 

»     V,     » 

»    *u    » 

)>         I         » 

3,65 

() ,  1 5 
6,90 

4,25 
5,00 
7.23 

8,^5 

6,75 
8,5o 

11,35 

13,75 

i3,25 
16,00 
20,75 
28,75 

23, 5o 
3o,25 
34,75 

a6,25 
3i,oo 

39,75 
45,75 

32,75 
38, 5o 
49,25 
56,75 

65,25 
76,00 

111,75 

dont  ils  seront  faclurés  dircclemcnt  par  l'imprimerie    Gaulhier- 
Villars. 
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SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Sur    V évaluation   graphique    des    moments  et   des   moments 
d^ inertie  des  aires  planes;  par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

(Séance  du  ai  décembre  i883.) 

1.  M.  CoUignon  a  fait  connaître  au  Congrès  tenu  à  Lille  en  1874) 
par  l'Association  française  pour  Tavancement  des  Sciences,  une 
ingénieuse  méthode  graphique,  qui  permet  d'obtenir,  par  une 
simple  évaluation  de  surface,  le  moment,  ou  le  moment  d'inertie 
d'une  aire  plane  quelconque  par  rapport  à  un  axe  donne  dans  son 
plan.  Cela  revient,  au  point  de  vue  analytique,  à  trouver,  au 
moyen  d'une  simple  quadrature,  la  valeur  de  l'intégrale  yiry  rf>', 
ou  de  l'intégrale  Jxy-dy  prise  le  long  d'un  contour  donné;  la 
méthode  se  généralise  pour  l'intégrale  fjcy"^dy^  où  m  est  un 
nombre  entier  et  positif. 

2.  Voici  quelle  est  cette  méthode  :  Comprenons  le  contour  qui 
limite  l'aire  donnée  entre  deux  parallèles  à  l'axe  donné  XX';  nous 
déterminons  ainsi  sur  ce  contour  deux  points  m  et  /i,  qui  divisent 
le  contour  en  deux  branches  (A)  et  (B).  Menons  à  XX'  une  pa- 
rallèle X|X',  quelconque,  mais  extérieure  au  contour  donné,  et 
désignons  par  a  la  dislance  de  ces  deux  droites. 


_  ^^  


Soil  maintenant  AB  une  corde  parallèle  à  XX',  et  dont  les 
distances  à  XX' et  à  \|  X',  sont  >'et  »'i  ;  [)renons  sur  AB  le  point  M, 

l/cl  ^uCïTrï  '-"'—7*  1^  point  M,  quand  AB  varie  en  restant  parallèle 

à  XX',  enf^endre  une  courbe  (M),  qui  va  du  point  n  au  point  m; 
la  surface  conq)rise  entre  (M)  et  (B),  multipliée  par  a  y  donne  le 
moment  de  l'aire  considérée  par  rapport  à  XX'. 

Si  la  courbe  (  M|)  est  déduite  de  (M)  et  de  (B),  comme  (M)  Ta 
été  de  (A)  et  de  (B),  la  surface  comprise  entre  { Mi)  et  (B),  mul- 
tipliée par  «2,  donne  le  moment  d'inertie  de  l'air  considéré  par 
rapport  à  XX'.  Déduisant,  toujours  par  le  même  procédé,  la 
courbe  (Ma)  des  courbes  (M|)  et  (B),  on  obtient  une  surface  qui, 


Mf;.   1. 


Xi 


>       (A)/        y,      \ 


/  ,    /  ,'t       i  /      \  ■ 

-Jl        -     1, l /    -- ^..  _    .     ._      -_ 

S         II         p         T'  y  \' 


multiplié(^  par  a^^  donne  la  valeur  de  l'intéf^rale^jc^^^/K,  prise  le 
lon^du  contour  donné,  et  ainsi  de  suite.  Chacune  des  courbes  (M|), 
(  iNL),  (Ma)?  •  •  •  dérive  donc  de  la  précédente  et  de  la  courbe  (B), 
comme  (M)  dérive  de  (A)  et  de  (  B)  ;  il  nous  suffit  dès  lors  de  con- 
sidérer cette  courbe  (M  ). 

15.  La  valeur  d'un  procédé  graphique  dépendant  du  plus  ou 
moins  de  précision  que  Ton  ])eut  apporter  à  son  exécution,  on 
doit  s'attacher  à  déterminer  la  courbe  (M)  avec  toute  l'exactitude 
(Irsirablc.  Aussi  est-il  intéressant  de  pouvoir  obtenir,  en  même 
temps  que  chaque  point  de  cette  courbe,  la  tangente  en  ce  point. 
Tel  est  le  but  de  la  présente  Note;  nous  donnerons  aussi,  mais 
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alors  à  simple  titre  de  propriété  géométrique,  la  détermination  du 
rayon  de  courbure. 

4.  Prenons  une  position  de  la  corde  AB;  par  les  points  A  et  B, 
menons  à  XX' les  perpendiculaires  PPi  et  QQ<  ;  tirons  P|  Q;  cette 
droite  coupe  AB  au  point  correspondant  M  de  la  courbe  (M). 

Appelons 

a  la  distance  PP<  ou  QQi  de  XX'  et  X,  X',  ; 

y  la  distance  AP  ou  BQ  de  XX'  et  AB; 

y^  la  distance  AP|  ou  BQ,  de  X,X'^  et  AB; 

X  la  longueur  AB; 

Xi  la  longueur  AM  ; 

a  l'angle  que  la  tangente  en  A  à  la  courbe  (A)  fait  avec  XX'; 

P  Tangle  que  la  tangente  en  B  à  la  courbe  (B)  fait  avec  XX'; 

jji  Tangle  que  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (M)  fait  avec  XX'. 

Nous  avons^  par  déGnition, 

\        a  a     ' 

donc 

aor,  =:X(a— 7). 

DifTérentions  cette  expression  ;  il  vient 

a  dxi  =  d\(a  — y)  —  \  dy. 

Soient  rf(A),  rf(B)  et  rf(M)  les  arcs  infiniment  petits  décrits  par 
les  points  A,  B  et  M,  lorsque  y  s'accroît  de  dy;  nous  avons 

drt  =  rf(M)cos(jL  —  d{k)  cosa  =  </^(cot(x  —  cota), 
dX  =  d(B)  cosp  —  e/(  A)cosa  =  dy{coi  ^  —  cota). 

L'égalité  précédente  devient  alors,  en  divisant  par  rfv, 

a(cot{x  —  cota)  =  (a  — y)  (cot^  —  cota) —  \ 
ou 

(i)  a  cotji  =/!  cot,3 -t-^cota — \. 

Cette  formule  est  générale,  pourvu  que  les  angles  a,  ^  et  [jl  soient 
tous  trois  comptés  dans  le  sens  direct.  Cherchons  son  interpré- 
tation géométrique^  dans  le  cas  de  la  figure  actuelle;  elle  donne. 


-Si- 
en supposant  P,  S  parallèle  à  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (M), 

1>S  =Q,T,-+-TP- AB. 

Menons  QiK  parallèle  à  BT|  ;  nous  avons 

PS  =  TP  —(  AB  —  Qi  T,  )  =  TP  —  (  AB  —  BR)  =  TP  —  AH; 

par  suite, 

AK  =  TS, 

et  SR  est  parallèle  à  AT.  Donc  : 

En  menant  Qili  parallèle  à  la  tan  fiente  en  B,  puis  RS  pa- 
rallèle à  la  tangente  en  A,  et  en  tirant  PS  y  on  a  la  direction 
de  la  tangente  en  M. 

5.  Cette  construction  est  générale  et  indépendante  de  la  dispo- 
sition de  la  figure.  Le  problème  se  trouve  donc  ainsi  résolu  très 
simplement.  Mais  nous  devons  à  TobUgeance  de  M.  Collignon  une 
remarque  qui  permet  de  simplifier  encore  la  solution,  en  rendant 
inutiles  les  perpendiculaires  PP|  et  QQi  à  XX',  et  en  faisant 
reposer  la  construction  sur  Temploi  exclusif  des  tangentes  AT  et 
BT;  cette  remarque  peut  se  formuler  ainsi  :  si  Ton  déplace  la 
figure  QiRSP<  de  la  quantité  QiT<  parallèlement  à  XX',  le 
point  Qi  vient  en  T,,  le  point  R  en  R,  le  point  S  en  II,  BU  étant 
parallèle  à  AT,  et  le  point  P|  en  K,  \K  étant  parallèle  à  BT<. 

Dès  lors  la  construction  de  la  courbe  (M),  point  par  point,  avec 
ses  tangentes,  ])ourra  s'efTecluer  par  le  procédé  bien  simple  qui 
suit  : 

Pour  une  position  de  la  corde  AB,  prendre  les  tangentes  AT 
et  BT';  mener  AK, parallèle  à  BT',  jus</u\)  X,  X', ,  et  BH, paral- 
lèle à  \T,jusr/u\^i  XX';  tirer  KT'  (jui  donne  le  point  M  et  KH 
qui  donne  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  (M)  en  ce 
point, 

6.  Voyons  maintenant  ce  qui  a  lieu  auv  points  limites  tn  et  n-^ 
nous  appellerons  les  parallèles  (/;?)  et  (/?),  menées  par  ces  points 
à  XX',  les  droites  limites.  Rien  ne  distinguant  géométriquement 
Tune  de  ces  droites  de  Taulre,  il  nous  suffit  d'en  prendre  une, 
(//?)  par  exemple. 
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Il  y  a  trois  cas  à  considérer  : 

I®  La  droite  (m)  se  confond  sur  une  certaine  longueur  avec  le 
contour,  c'est-à-dire  que  l'aire  est  en  partie  limitée  par  une  droite 
parallèle  à  XX';  dans  ce  cas,  rien  ne  distingue  la  corde  (m)  d'une 
corde  AB  quelconque,  et  l'on  peut  appliquer  l'une  ou  l'autre  des 
constructions  précédentes. 

2®  La  droite  (m)  rencontre  le  contour  en  un  seul  point,  mais 
sans  être  tangente  à  ce  contour,  c'est-à-dire  le  coupe  en  un  point 
anguleux.  Il  y  a  alors  au  point  m  deux  tangentes  au  contour,  l'une 
pour  la  branche  (A),  l'autre  pour  la  branche  (B);  en  appliquant 
alors  la  seconde  construction,  on  est  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Prendre  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  à  la  branche  (A) 
avec  XX'  et  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  à  la  branche 
(B)  avec  X|X',  ;  joindre  ces  deux  points. 

On  a  ainsi  la  direction  de  la  tangente  à  la  courbe  (M)  au  point  m. 

3**  La  droite  (m)  touche  le  contour  au  point  m;  appliquons 
dans  ce  cas  la  première  construction;  les  droites  PP«  et  QQi  se 
confondent;  le  point  R  devient  le  point  à  l'infini  sur  AB;  le 
point  S,  le  point  à  l'infini  sur  OX';  la  droite  P«S  se  confond  alors 
avec  X|X',  ;  donc  la  tangente  en  m  à  la  courbe  (M)  est  pa- 
rallèle à  XX'. 

7.  Nous  pouvons,  non  pas  en  vue  de  la  détermination  gra- 
phique de  la  courbe  (M),  mais  à  titre  de  recherche  géométrique, 
nous  proposer  de  trouver  la  relation  qui  existe  entre  le  rayon  de 
courbure  Ru  de  la  courbe  (M)  au  point  M  et  les  rayons  de  cour- 
bure Rj^  et  Rb  du  contour  aux  points  A  et  B.  A  cet  eflet,  difTé- 
rentions  l'équation  (i);  cela  nous  donne 

—  -^-r^  =  dvi  col  3  —  ^^i— ^  H-  dy  col  a  —  ^-r^  —  dX. 
sin>{x        "^  ^       sin^p        "^  sin*a 

Appelant  toujours  rf(M),  rf(A),  rf(B)  les  arcs  infiniment  petits 
décrits  par  les  points  M,  A,  B,  nous  avons 

,        ^(M)  dv 


K^  R^sin|x 
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et  de  même 

Résina  "^       RgSinp 

maintenant 

d/i  =  —  dj< 

et,  comme  nous  l'avons  df'»jà  vu, 

dX  =  djr(col^  —  cota). 

Faisant  toutes  ces  substitutions  dans  la  formule  différentielle 
écrite  plus  haut,  et  divisant  par  dy,  nous  avons 

—  D     ^  ,     =  —  cot  ?  —  p  •^'    Q  -i-  cot  a  —  p    \ (col  ?  —  col  at) 

ou 

D — r-;-  =  u      '   1    -Hp  '^.  -Q-f-  2(cota  — cotp); 

le  rayon  de  courbure  Ru  est  ainsi  déterminé  en  fonction  de  quan- 
tités toutes  connues. 

Si  (A)  et  (B)  sont  des  droites,  R^  et  R^  sont  infinis,  et  la  for- 
mule se  réduit  à 

- — ^— -  =  -2(cotp  — cota), 
RjjSin'jJL  ' 

c'est-à-dire 

Hj,  sin'{x  =  consl. 

El,  en  elfcl,  la  courbe  (M)  est  dans  ce  cas  une  parabole  dont 
Taxe  est  parallèle  à  XX';  or  on  sait  que,  pour  une  telle  courbe, 
Rk  sin^  jJL  est  constant. 

Si  les  droites  sont  parallèles,  a=P;  alors  Rj,  est  infini  et  la 
courbe  (M)  est  une  droite,  ce  qui  était  évident,  a  priori. 
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Élude  géométrique  de  la  distribution  des  efforts  autour  d^un 
point  dans  une  poutre  rectangulaire  et  dans  un  massif  de 
terre  ;  par  M.  Maurice  d'Ocaowe. 


(Séance  du  i8  janvier  1884.) 


Pontre  rectangulaire. 


Il  s^agîtici  d'une  poutre  droite,  à  section  rectangulaire,  soumise 
à  des  efibrls  diversement  inclinés  sur  son  axe,  mais  tous  parallèles 
à  son  plan  moyen. 

Soient,  en  un  point  quelconque  de  la  poutre, 

K  la  compression  longitudinale  : 

S  l'effort  tangentiel  sur  la  section  normale  ; 

o  l'angle  que  fait  avec  l'axe  de  la  pièce  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  moyen  et  mené  arbitrairement  par  le  point  consi- 
déré ; 

X  la  pression  normale  sur  ce  plan  au  point  considéré  ; 

Y  l'effort  tangentiel  le  long  de  ce  plan  au  même  point. 

Les  forces  R,  S,  X,  Y  sont  rapportées  à  l'unité  de  surface. 
On  sait  que  l'on  a  entre  ces  diverses  quantités  les  deux  rela- 
tions 

(1)  X  =  Ssin2cpH (i  —  cos2cp), 

(2)  Y  =  Scos2CDH sinacD, 

^  •        2  • 

qui  font  connaître  X  et  Y  pour  toute  valeur  de  C5. 

Nous  avons  trouvé  une  construction  géométrique  bien  simple  de 
X  et  de  Y,  qui  met  en  évidence  la  loi  de  distribution  de  ces  efforts 
autour  du  point  considéré  et  conduit  à  des  remarques  nouvelles, 
relativement  à  cette  distribution.  M.  l'Ingénieur  en  chef  Golli- 
gnon  nous  a  fait  l'honneur  d'exposer  ce  mode  de  représentation 
dans  son  Cours  de  Résistance  des  matériaux  à  l'École  des  Ponts  et 
Chaussées.  Nous  allons  le  développer  dans  cette  Note. 


Supposons  que  l'on  prenne  le  point  M,  dont  les  coordonnées 
sont  X  et  Y.  Pour  avoir  le  lieu  de  ce  point,  éliminons  l'angle  o 
entre  les  deux  équations  (i)  et  (s).  AcetefTet,  écrivons  la  première 
de  ces  équations 

(!■)  5-X=-S,in2,+|co,,o, 

et  ajoutons  son  carré  au  carré  de  (a);  cela  donne 

(5-x)Vv.  =  s.^S:, 

équation  d'un  cercle  dont  le  centre  est  sur  OX  à  une  distance 
de  l'origine  OC  ^  —  et  qui  coupe  l'axe  OY  aux  points  A  et  B,  tels 
queOA  =  OB  =  S. 

Pour  déterminer  sur  ce  cercle  la  position  du  point  M,  corres- 


pondant à  une  valeur  donnée  de  tp,  divisons  (2)  par  (■');  cela  nous 
donne 


Y 


Remarquant  que    Y=MP,  -  —  X  =  PC,  et -|- =  tanga,  a  étant 


Tanslr  AOZ».    «.  zl:rt  àt  l  truyii*.*!  ztr^it^^^.e 


f^l 


—  *  UJiZ    ï  —  »  i 


ptf  suite. 


et 


M-:i=x- 1= 


De  ce  qaî  pffvo^de.  nr:>alte  U  o>>a>tniclîoa  «nivAiite  : 

Formons  le  recia^^ie  ABED  rîi-inf  pî^itr  rtV«  AD  =  R  fTt 
AB=  2  S,  e/  traçons  U  cercle  circynscrti  ô  ce  recUm^te  :  pMÎs 
lirons  le  rayon  AC,  et  hi  médiane  OK  gui  joint  les  milieux 
eies  côtés  opposés  \B  et  DE:  cela  fait,  menons  par  le  centre  C 
Esne  droite  CM  faisant  a^rec  le  ravon  AC  un  (lA^lr  ACM  éc*il 
«ir  2^.  et  abaissons  du  point  M.  où  cette  droite  coupe  le  cercle 
erirconscrit.  la  perpendiculaire  MP  sur  OI:  OP  est  éfal  à  X  et 
:MP  rt  Y- 

Oq  se  rend  ainsi  compte,  par  la  seule  inspection  de  U  ti^r^« 
cie  la  distribution  des  efforts  autour  du  point  considère*  c'est- 
â-dire  des  variations  simultanées  de  X  et  de  Y  quand  -z  varie  de 
^léro  à  71, 

Nous  poserons  S'-r--,-  =  r^  et  nous  appellerons,  dans  ce  qui 

suit,  /•  le  rayon  de  distribution,  n  Y  angle  de  distribution  pour 
le  point  considéré. 

Faisons  varier  le  point  M  sur  le  cercle,  à  partir  du  point  A  \^)* 

Au  point  A,  o  =  o,  Y  =  S,  X  =  o. 

-  -         R 

Au  point  M|,  Y  est  maximunij  et  l'on  a  Y  =  /\  X  =  —  ;   quant 

à  Tangle  ©,  il  est  déterminé  par  23  =  -  —  a. 

Au  point  D,  Y  =  S,  X  =  R  et  l'angle  5  est  don  né  par  2^  =  1:  —  2  a. 
Donc,  pour  le  plan  dont  V inclinaison  sur  Coxe  est  le  complet' 
ment  de  r angle  de  distrihdlion,  V effort  tangentiel  est  égal  à 


(')  Il  esl  birn  entendu  que.  lorsque  nous  parlons,  dans  la  suite,  des  efforts 
exercés  sur  divers  plans,  nous  ne  eonsidérons  que  les  efforts  pris  sur  ces  plans 
au  (M>int  oonsid<^rt'*  dans  la  poutre. 


—  'M)  — 


Vejfort  tangentiel  dans  la  section  normale,  et  la  pression  nor- 
male est  égale  à  la  compression  longitudinale. 

Au  point  M2,  X  est  maximum;  on  a  Y  =  o,  X  =  R -h  r  et 


2CP  =  TT —  a. 


Au  point  E,  Y  r= — S,  X  =  R,  2©  =  7:,  ce  qu'on  savait  a 
priori. 

Au  point  M3,  Y  a^  en  t^aleur  absolue,    un  maximum  ;  on  a 

=  —  r,  X  =  — )  29  = a. 

Au  point  B,  Y  =  —  S,  X  =  o,  2'^  =  2tc  —  2a  ou  o  =  t:  —  a. 
Du  point  B  au  point  A,  c'est-à-dire  pour  çp  variant  de  r  —  a  à  tt, 
X  est  négatif;  il  y  a,  par  suite,  extension  au  lieu  de  compression. 
Enfin,  au  point  M,,  X  a,  en  valeur  absolue,  un  maximum,  et 

l'on  aY=:o,  X  =  —  (r h  2<p  =  2'ii  —  a. 

En  somme,  le  maximum  absolu  de  X  a  lieu  en  M3  et  répond  à 
une  compression  ;  en  M4,  ce  n'est  qu'un  maximum  relatif,  répon- 
dant à  une  extension. 

On  voit  qu'à  deux  positions  du  point  M  symétriques,  par  rap- 
port à  Ox,  correspondent  la  même  pression  normale  et  des  efforts 
tangentiels  égaux  et  de  signes  contraires;  or,  si  o  et  es'  sont  les  in- 
clinaisons correspondantes,  on  a  2 îp  H- 2^'=  2  AGI  =  2(7: — a), 
ou  cp  -|-  cp'  ■=  7:  —  a  ;  d'où  cette  propriété  : 

Pour  deux  plans  dont  Ut  somme  des  inclinaisons  sur  raxe 
est  égale  au  supplément  de  Sangle  de  distribution,  les  pres- 
sions normales  sont  les  mêmes  et  les  efforts  tangentiels  sont 
égaux  et  de  signes  contraires. 

Prenons  maintenant  deux  positions  du  point  M,  symétriques  par 
rapport  à  M<  M3  ;  nous  voyons  alors  que,  pour  deux  plans  dont  la 
somme  des  inclinaisons  sur  /V/jv?  est  égaie  au  complément  de 
V angle  de  distribution,  les  efforts  tangentiels  sont  les  mêmes 
et  la  somme  des  pressions  normales  est  égale  à  la  compression 
longitudinale. 

A  une  valeur  donnée  du  rayon  de  distribution  répondent  une 
infinité  de  points  dans  la  poutre;  prenons  deux  quelconques  de 
ces  points  Z  et  VJ \  la  valeur  commune  de  leurs  ravons  de  distri- 
bution sera  /%  leurs  anf^les  de  distribution  seront  a  v\  a\  les  com- 
pressions lonji^^iludinales  m  ces  points  f{  et  IV. 
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Nous  aurons  les  distribulions  relalives  à  ces  deux  points  en 
inscrivant  dans  le  cercle  de  rayon  r,  deux  rectangles  ayant  mêmes 
médianes,  et  dont  les  bases  seront  respectivement  R  et  R'.  Pre- 
nons un  point  M  quelconque  sur  le  cercle  circonscrit;  ce  point  M 
détermine  pour  le  point  Z,  X,  Y  et  '^,  et  pour  le  point  Z',  X',  V 
et  ff';  de  plus  la  figure  montre  que 

OL  —  Oi' 

2 (p -4- a  =  2  <p' -4- a'     ou     cp'=?pH , 

Y'=  Y 

et 

On  peut  donner  une  interprétation  très  simple  de  ces  formules 
à  Taide  des  considérations  suivantes  : 

Prenons,  en  un  point  Z  quelconque  de  la  poutre,  un  plan  in- 
cliné de  l'angle  cp  sur  Taxe  de  la  pièce,  et  marquons,  pour  ce  point, 
FelTort  tangentiel  ZT=  Y  et  la  pression  normale  ZN  =  X;  quand 
on  fera  varier  Tangle  cp,  le  point  T  décrira  une  courbe  que  nous 
appellerons  courbe  des  efforts  tangentiels  et  le  point  N  une 
courbe  qui  sera  dite  courbe  des  pressions  normales. 

Ces  définitions  clant  posées,  les  formules  précédentes  condui- 
ront à  l'énoncé  suivant  : 

Considérons^  au  point  Z,  la  courbe  des  efforts  tangentiels  et 
la  courbe  des  pressions  normales;  laissant  la  première  intacte, 
augmentons  tous  les  secteurs  de  la   seconde  de  la  quantité 

constante ;  puis,    faisons   tourner   toute    la  Jigure  de 

C angle  — ; —  dans  le   sens  où   se  comptent    les  angles  cp  et 

transportons-la  parallèlement  à  elle-même  au  point  Z';  nous 
aurons  ainsi  les  deux  courbes  d^ efforts  relatives  à  ce  dernier 
point. 

Donc,  en  tous  les  points  où  le  rayon  de  distribution  a  une  même 
valeur  donnée,  la  courbe  des  eflbrls  tangentiels  est  la  même,  à 
l'orientation  près,  et  la  courbe  des  pressions  normales  est  la 
même,  à  l'orientalion  et  à  une  constante  près,  ajoutée  à  tous  les 
voclcMirs. 


HaBsil  de  terre. 

Soient,  en  iin  point  quelconque  d'un  massif  de  terre  sans  cohé- 
sion, indéfini  en  un  sens  : 

N,  et  Ni  les  pressions  normales  qui  s'exercent  sur  deux  plans  rec- 
tangulaires se  coupant  suivant  une  droite  A  parallèle  à  la  direc- 
tion indéfinie  du  massif  et  passant  au  point  considéré; 

T  la  pression  tangentiellc  sur  l'un  de  ces  plans,  qui  est  aussi  la 
pression  tangentielle  sur  l'autre; 

9  l'angle  que  fait  avec  le  premier  de  ces  plans  un  plan  quelconque 
passant  par  la  droite  À  ; 

X  la  pression  normale  sur  ce  plan  au  point  considéré; 

Y  la  pression  tangentielle  sur  ce  plan  au  inéme  point; 

II)  l'angle  que  fait  avec  la  normale  à  ce  plan  la  pression  totale, 
résultante  de  X  et  de  Y  ; 

*  l'angle  de  frottement  des  terres  considérées. 


Les  équations  d'équililne  données  |>ar  M,  Maurice  Lévv,  et  qui 
s'obtiennent  très  aisément,  sont 


-  \,)sin'icr.-.a 
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qu*on  peut  écrire 

V  Nj-f-Nj  jV| Nj  rwy       . 

A =  COS2C5  —  T  sinao, 

a  Si 

V  ^1  —  ^2       •  .      rr» 

Y  =  sinacs  -+-  T  cosao. 

Comme  précédemment,  considérons  le  point  M  dont  les  coor- 
donnéeSy  comptées  suivant  des  axes  rectangulaires,  sont  X  et  Y. 
Le  lieu  décrit  par  ce  point,  lorsqu'on  fait  varier  l'angle  ç,  a  pour 
équation 

c'est  nn  cercle  dont  le  centre  C  est  sur  Taxe  OX,  à  une  distance  de 
l'origine  OC  =  ^-^ — -  et  dont  le  rayon  est 

Portons  CH  =  -^-^ — ^>  et  sur  la  perpendiculaire  élevée  à  OX  par 

le  point  H,  IIA  =T;  AC  sera  égal  à  r. 

Pour  déterminer  sur  ce  cercle  la  position  du  point  M  corres- 
pondant à  une  valeur  donnée  de  Tangle  ç,  divisons  les  deux 
équations  membre  à  membre, 

Ni  — N,    .  rr 
sin2ï) -f- T  C0S2© 


!i 


Ni-hNî        Ni— Nî  rr    • 

X C0S2Ç  —  T  sin2  9 


Remarquant  que 


et 


nous  tirons  de  là 


d'où 


Y  =  MP,    X  —  'llZlJll  =  PC 

'2 


T  AH 

iv=n^,  =  HG  =  ''"^^^ 


MP 

Y^  =  tang(a-i-2cp); 


ICP  =  a-+-  9.0 


et 


MCA  —  9.z>. 
XII.  3 
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Ainsi  donc^  pour  une  valeur  quelconque  de  ^,  il  suffit  de  faire 
l'angle  MCA  égal  à  9.0  el  d'abaisser  la  perpendiculaire  MP 
sur  OX  ;  on  a 

MP:-Y     et     OP=rX. 

Comme  précédemment,  nous  appellerons  le  cercle  ainsi  tracé 
cercle  de  distribution  au  point  considéré  ;  /•  sera  le  rayon  de 
distribution,  a  Yangle  de  distribution,  O  le  pôle  de  la  distri- 
bution. 

Tirons  OM;  l'angle  MOC  est  précisément  l'angle  co.  Pour  que 
que  le  massif  soit  stable  au  point  considéré,  il  faut  que,  pour 
aucune  direction  prise  autour  de  ce  point,  Tangle  co  n'atteigne  la 
valeur  de  l'angle  0  du  frottement.  Traduisons  géométriquement 
cette  condition  ;  tirons  les  droites  OF  et  OF'  inclinées  de  l'angle  ^ 
sur  OX;  il  faut  que  les  droites  ainsi  menées  soient  extérieures 
au  cercle  de  distribution  ;  on  peut  encore  dire  que  l'angle  0  que 
font  avec  OX  les  tangentes  OT  et  OT',  menées  du  pôle  au  cercle 
de  distribution,  doit  être  inférieur  à  0.  Le  cas  limite  est  celui  où 

6=0;  les  ansrles   et  — - —  définissent  alors  les  directions  de 

glissement. 

L'angle  0  se  calcule  immédiatement  par 


CT  /       TT 


Les    directions  orthopiéziques,   pour  lesquelles   tu  =  o ,    sont 

immédiatement  fournies  par  les  points  M2  et  M4,  et  l'on  a,   au 

point  M2, 

•2  3  =  7:  —  a  ; 

au  point  M4, 

2  '^  =  '2  7:  —  a  ; 

par  suite,  en  chacun  de  ces  points, 

T 


tang2cp  =— tcinga  = — -*         * 


2 


riemarquons  en  outre  qu'air  point  M4  a  lieu  le  maximum  de  la 
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pression  normale,  et  au  point  M2  son  minimum  ;  en  M4, 


en  M2, 


V     ^l  -+-  Nî 

\  =  — -}-  r; 

2, 


A  =  —  r. 

2 


Les   maxima   de  la   pression   tangentiellc  sont   donnés  par  le 
point  M|,  pour  lequel 


7: 

20  = a, 

9. 


et  par  le  point  M3,  pour  lequel 


en  M|, 


en  Ma, 


37: 

20  = a; 

2 


X=!^^l— ^S     Y  =  r; 
2 


2 


Prenant  deux  positions  du  point  M  symétriques  par  rapport  au 
centre  C,  on  a  cette  propriété  : 

Pour  deux  directions  de  plan  rectangulaires,  les  pressions 
tangentielles  sont  égales  et  de  signes  contraires^  et  la  somme 
des  pressions  normales  est  constante. 

Prenons  maintenant  deux  positions  du  point  M  symétriques  par 
rapport  à  M2M4;  nous  avons  : 

Pour  deux  directions  de  plan  dont  la  somme  des  inclinai- 
sons sur  le  plan  de  comparaison  est  égale  au  supplément  de 
It angle  de  distribution,  les  pressions  normales  sont  les  mêmes 
et  les  pressions  tangentielles  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires. 

Enfin,  considérant  deux  positions  du  point  M  symétriques  par 
rapport  à  MiMs,  on  a  : 

Pour  deux  directions  de  plan  dont  la  somme  des  inclinai- 
sons sur  le  plan  de  comparaison' est  égale  au  complément  de 
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V angle  de  distribution  les,  pressions  tan gen délies  sont  les  mentes 
et  la  somme  des  pressions  normales  est  constante. 

On  peut  répeter  la  remarque  qui  a  été  faite  plus  haut,  pour  les 
points  où  le  rayon  de  distribution  a  la  même  valeur. 


Sur  une  transformation  de  Véquation  différentielle  linéaire 
d'un  ordre  quelconque;  par  M.  David  (*). 

(Séance  du  4  janvier  1884.) 

M.  Laguerre  a  démontré  {Comptes  rendus,  t.  LXXXVIII, 
p.  1 17  et  a25)  les  deux  théorèmes  bien  remarquables  qui  suivent 
et  que  Ton  peut  énoncer  ainsi  : 

I**  L'équation  différentielle  linéaire  du  troisième  ordre  se  ra- 
mène par  des  quadratures  à  une  équation  de  la  forme 

2**  Dans  l'équation  différentielle  linéaire  du  /?.''••"*  ordre,  on 
peut  faire  disparaître  le  second  et  le  troisième  terme  par  des  qua- 
dratures et  par  la  résolution  d'une  équation  linéaire  du  second 
ordre. 

Il  introduit  dans  son  analyse  une  fonction  des  coefficients  qu'il 
appelle  avec  raison  invariant. 

J'introduis  un  nouvel  invariant  qui  permet  de  compléter,  à  cer- 
tains égards,  les  théorèmes  qui  viennent  d'être  énoncés,  particuliè- 
rement en  ce  qui  concerne  les  équations  du  quatrième  ordre. 

I. 

Je  suppose  que  dans  l'équation  proposée  on  ait  fait  disparaître 
le  second  terme,  ce  qui  se  fait  par  de  simples  quadratures,  comme 


(')  Celte  Note  contient  des  résultats  démontrés  par  xM.  Halphen  dans  un  travail 
inédit  couronné  par  l'Académie  des  Sciences,  et  qui  m'est  inconnu.  Le  Mémoire 
de  M.  Halphen  ne  pouvant  paraître  qu'à  une  époque  relativement  éloignée,  elle 
présente  peut-être  encore  quelque  inlérél  ;  d'ailleurs  la  marche  que  j*ai  suivie  est, 
parait-il,  différente. 


\ 
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on  sait;  et  je  représente  en  conséquence  cette  équation  par 

,  dx'^  1.2  ctr«-«  i.'2.3  dx^^-^ 

(0 

Je  fais  d'abord  j^  =  us?\  d'où  il  résulte 

dny      dtfi         nd^-^udv       n(n  —  i)  d"*-*  u  d*  %> 

tL  z:^  ç  _j j_ : ^ 

dx'^       dx'^  I  dx''-^  dx  i.-i        rfj?"-*  dx^      "*' 

et  c'est  dans  ^—  que  je  remplace  a:  par  une  fonction  quelconque 

de  z.  Pour  cela,  j'emploie  le  théorème  des  fonctions  de  fonctions 
sous  la  forme  . 

où  l'on  a  mis  pour  abréviation  [/i]  au  lieu  de  1,  2,  3,  ...,/}.  Mais 
cette  formule  demande  quelques  explications. 

Soit,  dans  une  expression  donnée,  un  terme  tel  que 

par  exemple,  dans  lequel  les  quantités  ^i,  ^2,  as,  a^  peuvent 
être  appelées  des  quantités  successives.  La  caractéristique  D  re- 
présente l'opération  suivante  : 

qui,  ainsi  qu'on  le  voit,  ne  porte  que  sur  les  deux  dernières  lettres. 
Dans  le  cas  où  ruvant-dernicre  lettre  aurait  un  exposant  égal  à 
zéro,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  cette  lettre  manquerait,  on  serait 
conduit,  pour  le  second  terme  du  second  membre,  à  un  exposant 
négatif,  et  alors  il  faudrait  supprimer  ce  lermc.  C'est  la  règle 
d'Axbogast.  Une  seconde  opération  est  représentée  par  D^,  une 
troisième  par  D^,  et  ainsi  de  suite.  Les  quantités  désignées  par 

Di — ■ — :>  D^, — ' ,y  D** , — *— ;r.>  '••  dans  l'équation  précédente 

[n— ij  [/i  — aj  [/i  — j]  ^  ^ 

sont  ainsi  bien  définies  et  se  déduisent  successivement  avec  la  plus 
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grande  facililé  les  unes  des  autres.  Si  l^on  suppose  maintenant 

„  dz  d^z  d^z 

la  formule  (2)  est  celle  du  théorème  des  fonctions  de  fonctions 
(\oir  Journal  de  Mathématiques^  p.  67;  1882).  Pour  la  facilité 
des  opérations  qui  vont  suivre,  j'ajoute  les  relations  suivantes  : 

,  ,,  dai  dui  dai 

Cela  posé,  en   employant  la  formule  (a),  je  remplace  l'équa- 
tion proposée  (i)  par  Téquation 


d^u 
dz 


n(n-i)(n-^)  d''-»uVd*i>  o^'^pg-'  ,  a  3i^/'D«a»-»-4-  — a-»^ 

i.a.3  dz"-»[dx*''*     ^^dx*""'     ^^■^dx\"'^'     ^i.a*'     ) 


\        *  1.2        *  1.2.3    *     /J 

laquelle  devient,  en  développant  les  opérations  représentées  par  la 
caractéristique  D, 

nin  —  i)  d'»-*u  [  d^v    „  ,  di^  .  ^    „   , 

-i-i.2i'    (>i— 2)(/i— 3)aï-*  -^-^-(/i  — 2)aî-*a3H 7^7-*     > 

-^ n^b ^5iSrrjsïï«r'-^3^(n-3K-»«. 

-,- 1.2.31' r(«—3)(n—4)(«—5)aï-«-^ 

-^(/i— 3)(/i— 4)a'*-»a,a,-r(n— 3)aï-*av 

,.BJ^(n-3)«ï-a,-H^aî-.]j+...= 

Grâce  à  la  règle  d'Arbogasl,  je  n'ai  pas  écrit  le  terme  suivant,  pour 
abréger,  attendu  qu'il  s'écrit  immédiatement  à  la  suite  du  précé- 


"N 
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dent  sans  calcul  et  sans  autre  peine  que  celui  de  Pécrire;  mais  je 
dois  en  faire  usage  dans  ce-  qui  suit,  et  il  est  nécessaire  de  le  ré- 
tablir. 

On  fait  disparaître  le  second  terme  de  cette  équation  en  posant 

(h  a, 

-f-  =~r(/i  — i)  -  ; 
cLc  «1 

il  en  résulte  par  la  dilTérentiation 

^'«^  F/  /  ««  n  /  V    >  I 

^2jî  =  i'[(«--){/.  +  .;-j-3(«-.)-^-fl,J, 

€i^v       r  I  I  I     1 

-^j^==i'l  — (/i  — i)(/i-f-i)(/i-+-3)— ,aJ-f-9(/i  — i)(/i-^i)  — a,aj  — i2(/i  — i)--aj 

-j^==rl(/i-i)(/i4-i)(/H-3)(/i-5)^a*  — i8(/i-i)(/i-+-i)(/i4-3)^a|a3 

H-48(/i—i)(/i-f-i);^,  a,a^-4-a7(/i  — \)(/i-i-i);i^a5— 6o(/i  — i)-aJ. 

£n  substituant  ces  expressions  dans  Téquation  transformée,  elle 
devient 

(5)      ' 

\  i.u.3.4  ^  dz'^-* 

les  coefficients  Bo,  Co,  Eo,  « .  .  étant  déterminés  par  les  relations 
suivantes,  relativement  très  simples  : 

/  a\     \  a\  a\  Uy  /i -h  i  «i       n'^-ïf 


> 


(61 


«4 


E.=  '^-IJ3(«-H59)^-6(„+5<,)4p  +  3(n-H.3,^-.,44"^ 

ai      «-t-iL  «î  «ij  n-4-i«i       /t-Hi 


K     ) 


II. 

Une  grande  simplification  est  obtenue  par  l'introduction  de  cer- 
taines fonctions  auxquelles  M.  Laguerre  a  donné  le  nom  A'inva- 
riniUs  des  équations  dincrentiellcs  linéaires. 
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En  premier  lieu,  on  trouve  presque  immédiatement  la  relation 

On  voit  qu'après  la  transformation  la  fonction  3-7-  —  aC  se  re- 
produit à  un  facteur  près  dépendant  uniquement  de  la  transfor- 
mation; M.  Laguerre  l'a  nommé  invariant,  et  en  effet  la  définition 
qui  précède  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  des  invariants  dans  la 
théorie  des  formes  algébriques.  Je  ferai  seulement  remarquer  que 
M.  Laguerre  ne  Ta  obtenue  qu'en  considérant  des  équations  du 
troisième  ordre;  et  c'est  un  fait  remarquable  que,  dans  le  cas  d'un 
ordre  quelconque,  cet  invariant  est  indépendant  de  cet  ordre. 
Toutefois  j'en  ai  simplifié  un  peu  l'expression  en  supposant  que 
l'on  ait  fait  disparaître  le  second  terme  de  l'équation  différentielle; 
en  prenant  l'équation  complète,  on  retrouve  facilement  cet  inva- 
riant sous  la  forme  que  lui  a  donnée  M.  Laguerre. 

Je  détermine  un  nouvel  invariant  de  l'équation  différentielle  en 

remarquant  que  les  expressions  de  BJ,     ,  ^  y  -7-^  renferment  les 

mêmes  arguments  que  l'expression  de  Eo  ;  je  forme  en  conséquence 
l'expression 

dz^  dz 

dans  laquelle  M,  N,  P  sont  des  constantes,  et  je  cherche  à  déter- 
miner celles-ci  de  manière  à  la  rendre  aussi  simple  que  possible. 
C'est  ainsi  qu'on  peut  égaler  à  zéro  certains  coefficients  des  argu- 
ments, et,  en  faisant  un  choix  convenable  de  ces  coefficients,  on 
est  conduit  à  poser 

/t  -H  I  5 

il  en  résulte  la  relation 

^  /i  -f-  I  D    dz^  dz  *  \  /i  -T-  I  5  dx^  dx 

Le  multiplicateur  de  «7*  est  l'invariant  de  l'équation  différen- 
tielle dont  il  s'agit  en  ce  moment. 

En  combinant  les  deux  équations  (7)  et  (8)  de  manière  à  faire 
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disparaître  la  fonction  ^i,  il  vient 

—  3 B«  -f-  7  -7-r  —  !3t    -.-  -f-  E         —  3 HJ   M-  y  -%— 2  -7 H  ^-O 

/i  -H  I  5  f/.r«  flr  __  /t  -^  I     "        5   dz* dz 

et  cette  équation  présente  cette  propriété  curieuse,  que  le  second 
membre  reste  toujours  égal  au  premier,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion X  de  z  que  l'on  emploie  pour  faire  la  transformation.  Ce  pre- 
mier membre  est  un  invariant  absolu  de  Téquation  diflerentiellc. 

III. 
Maintenant,  à  la  place  des  équations  (7)  et  (8),  nous  écrivons 

(9)  v'ïï'o  dz  =  )/ÏÏ dx,     y/^^di  =  y/ë  dx, 

et,  à  la  place  des  formules  (G), 

„       /i-+-i/rtî      «3         B   \     ,         ,/     h\      h^        B     .,\ 

Bo  =  — Ti— (  -i -^ —  )  =  ('*^-0(  — 7-;  +  >-H ^î)» 

à.\     \a\       ai       n-hi/  \      ùj       Oi       n-r-i     */ 

p  _o«^H,   .   9^*Bo  d\h 

/l  -T-  1  5    dz*  dz 

qui  donnent  les  valeurs  des  premiers  termes  de  la  transformée  (5) 
et  qui  renferment  une  fonction  arbitraire  ai=  -j^  ou  b  i  =  -r:  ' 
On  peut  profiter  de  divct'ses  manières  de  l'indétermination  de 

la  foDCtion  -3^-  Voici  divers  cas  : 
dx 

i"  En  vertu  de  la  première  des  formules  (6  bis)^  on  peut  consi- 
dérer Bo  comme  une  fonction  donnée  de  z\  car  il  en  résulte  une 
équation  diflerentiellc  qui  établit  une  relation  entre  .r  cl  ^;  les 
équations  (9)  déterminent  ensuite  IIo  et  Oo* 

Si  Ton  fait,  par  exemple,  Bo==  o,  on  a  Téquation  diflerentiellc 
linéaire  du  second  ordre 

d^a'i  B        -1 

dx*         /i  -+- 1     * 
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el  Téquation  transformée  (5)  devient 


c'est  ie  second  théorème  de  M.  I^guerre,  complété  par  la  détermi- 
nation de  deux  des  termes  de  Téquation  différentielle. 

2**  En  prenant  pour  Ho  une  fonction  arbitraire  de  3,  la  première 
des  équations  (9)  établit  une  relation  entre  j:  et  5;  la  seconde  des 
équations  (9)  détermine  ensuite  Oo  \  enfin  les  coeiTicients  Bo,  Co,  Ë« 
sont  donnés  par  les  équations  (6  bis). 

Dans  le  cas  particulier  de  /i  =  3,  Ho  =  i»  on  a  le  premier  théo- 
rème de  M.  Laguerre. 

3"  On  a  une  nouvelle  transformation  en  donnant  à  80  une  va- 
leur arbitraire;  la  première  des  équations  (9)  détermine  Ho  et  les 
coeiTicients  Bo,  Co,  Ko  s'ensuivent. 

4°  Les  équations  (9)  donnent  encore 

e,        1    dllp      aij^H  /e        3   rfai        i  dll\ 
Ho       Ho   dz   ~     Ho     \H       rti  dx       \\  dx] 

En  posant 

e      A^_l  EU  — 

on  détermine  une  nouvelle  relation  entre  z  et  x,  La  première  des 
équations  (ç))  détermine  ensuite  Ho,  puis  on  en  déduit  les  coeffi- 
cients Bo,  Co,  Eo. 

En  particulier,  la  transformée  du  quatrième  ordre  devient 


^  M      ^  „   </«  u         /.,  ^Bo      „  \du      /9*     ,      9  rf«Bo  \ 


d^u 
d 


Ces  transformations  dépendent,  la  première  d'une  équation  dif- 
férentielle linéaire  du  second  ordre,  les  trois  autres  des  quadra- 
tures. 

Les  calculs  pour  passer  d.e  Téquation  proposée  (1)  à  l'équation 
transformée  (5)  sont  déjà  très  pénibles.  Comme  les  résultats  aux- 
(juelson  arrivr  sont  relativement  très  simples,  on  doit  croire  qu'un 
calcul  meilleur  conduirait  plus  rapidement  a  ces  résultats  et  sans 
doute  à  la  détermination  d'autres  termes  de  la  transformée. 
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Sur  un  groupe  de  transformations  des  points  de  V espace  situés 
du  même  côté  d^un  plan;  par  M.  E.  Picard. 

(Séance  du  7  mars  1884.) 

1.  On  connaît  rimportance  du  groupe  de  substitutions 

/     az-hb\ 

où  a,  6,  c,  d  sont  quatre  entiers  réels  satisfaisant  à  la  condition 
ad —  bc  =  1,  A  chaque  point  z  situé  au-dessus  de  l'axe  des  quan- 
tités réelles  correspond  par  une  telle  substitution  un  point  qui  est 
également  au-dessus  du  même  axe.  On  sait  aussi  qu^à  un  point 
quelconque  du  demi-plan  correspond,  en  général,  par  une  substi- 
tution du  groupe,  un  point  et  un  seul  situé  dans  le  triangle  formé 
par  les  trois  courbes 

triangle  dont  un  des  sommets  est  à  Pinfini  sur  l'axe  des  y. 

Ce  théorème  important  est,  comme  il  est  bien  connu,  étroite- 
ment lié  à  la  question  de  la  réduction  des  formes  quadratiques 
binaires  définies;  on  peut,  par  exemple,  le  rattacher  à  cette  ques- 
tion de  la  manière  suivante. 

Posons 

la  partie  réelle  de  — >  sera  alors 

^  es  -i-  d 

ac{x^  -\-y*)-h  (ad'i-ùc)jr-i-  bd 

c'  (  J7*  -H  j*  )  -r-  '1  cdx  -h  d^ 

et  le  carré  du  module  de  la  même  expression  est  égal  à 

à^{x^  -+-  y^)  -+-  labx  -h  6* 
c^i^x^ -\-y^)-^-'àcdx -^  d^ 

x^  y  désignant  ainsi  deux  constantes  arbitraires  (je  suppose  seu- 
lement j'^^o);  considérons  la  forme  quadratique  aux  indétermi- 
nées X  et  Y, 

(  I  )  \«  ^-  i^xW  -1-  (.r«  -H  7»)  V*; 
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celte  forme,  comme  on  le  volt,  de  suite,  est  définie.  Si  l'on  eflectue 
sur  elle  la  substitution 

(II)  (X,  Y,  efX-hôY,  cXn-rtY), 

elle  devient 

-{-  i[(x*  -hy^)ac  -h(ad -^  ùc)x -{-  bd]\Y 
H-  [a'(jr2-h  j«)-+-  labx  -h  A*]  Y*. 

Or  on  peut  choisir  les  entiers  a,  6,  c,  d  avec  la  condition 

ad  —  bc  =^if 

de  telle  manière  que  cette  forme  soit  réduite;  je  rappelle  l'énoncé 

du  théorème  fondamental  relatif  à  la  réduction  des  formes  déGnies. 

Soit 

AX«-H-aBXY-+-CY« 

une  forme  définie  positive  à  coefficients  quelconques 

(A>  o,  C>o,  B*  — AG<o). 

Par  une  substitution  (II)  à  coefficients  entiers,  on  peut  la  trans- 
former en  une  autre 

A'X«4-aB'XY-hC'Y«, 

dans  laquelle  on  aura  A'f  C  et  — A'f  aB'f  A'. 

En  appliquant  ce  théorème  à  la  forme  (I),  on  voit  que  Ton  peut 
choisir  les  entiers  a,  b,  c,  d  de  telle  manière  que  la  forme  (HI) 
soit  réduite,  par  suite 

c*  (  .r*  -T-  r^  )  -+-  2  crf  j"  -I-  rf* 

a.«(j:2  -r  7*  )  -i-  labx-r-b^ 

donc  le  module  de  -^^ — ^  sera  plus  grand  que  Tunité  et  les  secondes 
conditions  de  la  réduction  nous  apprennent  que  la  partie  réelle 
de     "  ^  j  est  comprise  entre  — 7  et  -h  i. 

2.  En  cherchant  à  généraliser  ces  considérations  si  simples,  j'ai 
été  conduit  à  un  groupe  de  transformations  des  points  d'un  demi- 
espace  (portion  de  Tespacc  située  d'un  côté  d'un  plan)  tout  à  fait 
analogue  au  groupe  de  transformations  des  points  d'un  demi-plan, 
dont  je  viens  de  parler. 


N 
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Au  lieu  de  la  forme  quadratique  (I  ),  je  vais  envisager  une  forme 
quadratique  à  indéterminées  conjuguées.  On  se  rappelle  que 
M.  Hermile  a  donné  ce  nom  aux  formes  telles  que 

AXXo-h  BXYo-4-BoXoY-+-CYYo, 

dans  laquelle  X  et  Xo  ainsi  que  Y  et  Yo  sont  deux  variables  com- 
plexes conjuguées.  A  et  C  sont  réels,  et  Bo  est  la  conjuguée  de  B  ; 
quand  BBq  —  AC  <!  o,  A  >>  o,  C  >  o,  la  forme  est  dite  définie  et 
positive.  La  forme  qui  va  remplacer  la  forme  (I)  sera 

(!')  XXo  4-  xX  Yo  -4-  ^oXo  Y  +  (xxo  -+- jrî)  YYo. 

X  est  une  quantité  complexe  arbitraire,  etjK  une  quantité  réelle 
positive. 
La  substitution 

(X,  Y,  rfXH-6Y,  cX-4-aY)    [aef— 6c  =  i], 

où  maintenant  a,  b,  c,  d  peuvent  être  complexes,  la  transforme 

en 

A' XXo  4-  B'XYo-+-  B'oXoY  ^  G'YYo, 

en  posant 

A'=  ccq  (xxq  -i-  y^)'h  dcox  h-  doCXo  -h  ddo, 

B'  =  ca^  (xxq  -f-  /')-+-  ao  dx  ■+■  cbo x^^  ■+•  dÙQ, 
G'=  aao(xxo -\- y^ )  -+-  baox  -+•  boaxo-+-  bbç^. 

On  est  ainsi  conduit  à  une  transformation  relative  à  la  va-* 
riable  complexe  j?  et  à  la  somme  xx^  +  j^^,  substitution  qui  peut 
s'écrire 

(,       cnç^ixTQ-^ y^)-\-  a^dx  -k-  cbnXn-^  dbfi 
cco{xxo -h y*) -h  dcoX  -+-  do cxo  -+-  ddo 
loi  \ 

I     ,    ,  „       aan(xxo  -+-  r*)  -+-  baoX  -4-  A.,a.rrt  -f-  hhn 

\  °      "^  cco{xx^,-^  j"*) -h  dcQX -h  doCXQ-h  ddo' 

à  un  système  de  valeurs  de  la  quantité  complexe  x  et  de  la  quan* 
tité  positive  y  correspond  par  ces  formules  un  système  parfaite- 
ment déterminé  de  x'  et  y  (y  étant  positif  comme  y).  Ce  mode 
de  transformation  forme  d'ailleurs  évidemment  un  groupe,  quand 
a,  b,  Cj  d  prennent  toutes  les  valeurs  complexes  satisfaisant  à  la 

relation 

ad  —  6c  =  I  ; 

on  peut  donner  une  forme  géométrique  à  ce  résultat.  Soient  OÇ,  Oy), 
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• 

OÇ  un  système  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  considé- 
rons le  demi  espace  situé  au-dessus  du  plan  des  Çr,  ;  à  chaque 
point  (Ç,Ti,  JJ)  correspond  un  système  de  valeurs  de  la  quantité 
complexe  x  et  de  la  quantité  positive  y^  si  Ton  pose 

et  réciproquement  à  tout  système  (j^,  J')  correspond  dans  le  demi- 
espace  un  point  (;,  r^,  JJ). 

A  la  substitution  (S)  correspond  donc  une  transformation  du 
point  (S,  vi,  'Ç)  en  un  autre  point  du  demi-espace.  Nous  sommes 
ainsi  conduit,  parles  considérations  algébriques  qui  précèdent,  au 
mode  de  transformation  des  figures  dans  un  demi-espace,  dont 
M.  Poincaré  a  déjà  fait  usage  dans  son  Mémoire  sur  les  groupes 
kleinéens  et  auquel  il  avait  été  amené  par  des  considérations  géo- 
métriques. 

3.  Dans  ce  qui  précède,  les  coefficients  a^  6,  c,  d  étaient  des 
constantes  complexes  quelconques  de  déterminant  un.  Supposons 
maintenant  que  a,  b,  c  cl  d  soient  des  entiers  complexes  quel- 
conques satisfaisant  à  la  relation 

ad  —  ùc  =  \. 

Je  dis  que  dans  ce  cas  les  substitutions  (S)  formeront  tin 
groupe  discontinu  pour  tout  poinl  du  demi-espace  non  situé  dans 
le  plan  des  Çtj. 

Pour  démontrer  ce  fait,  il  suffit  d'établir  qu'il  existe  dans  le 
demi-espace  une  certaine  région  dans  laquelle  il  n'y  aura,  en 
général,  qu'un  seul  point  (et  dans  tous  les  cas  un  nombre  limité) 
correspondant  par  des  substitutions  du  groupe  à  un  point  quel- 
conque. 

Nous  allons  faire  usage  du  théorème  relatif  à  la  réduction  des 
formes  quadratiques  binaires  définies  à  indéterminées  conjuguées. 
Étant  donnée  une  telle  forme 

AXXo-HBXYo-^BoXoY-hCYYo        (BBo  — AG<o,     A  >  o,     C>o), 

dont  les  coefficients  sont  quelconques,  on  peut  trouver  une  sub- 
stitution 

(X,Y,  rfX-+-^»X,cX-i-«Y), 

où  <7,  bj  <\  d  sont  des  entiers  complexes  de  déterminant  un,  telle 
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que,  dans  la  forme  transformée 

A'XXo  -h  B'XYo  H-  B'oXo  Yh-  C'YYo, 
on  ait 

A'<C',     —  A'<2m'<A',     —  A'<2n'<A' 

en  posant 

B'  =  m'-\-  n'  l; 

cette  substitution  sera  y  en  général,  unique;  dans  tous  les  cas,  il  n'y 
en  aura  qu^un  nombre  limité. 

Ceci  rappelé,  soit  (^,  J')  uh  système  de  valeurs  correspondant 
à  un  point  arbitraire  du  demi-espace  et  prenons  la  forme  (r).cor- 
respondante;  cette  forme  est  définie,  et  l'on  peut  trouver  une  sub- 
stitution à  coefficients  entiers 

(X,  Y,  rfXH-6Y,  cX-4-aY) 

qui  la  réduise  :  s'il  y  en  a  plus  d'une,  elles  seront  en  nombre 
limité.  Or  à  la  sub'stitution  précédente  correspond  la  substitu- 
tion (S')j  effectuée  sur  (x,  j^);  mais,  d'après  les  inégalités  qui  ex- 
priment la  réduction,  on  voit  que,  pour  le  système  transformé 
(x',  y)y  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  dans  x'  seront  com- 
pris entre  —  ^  et  4-  7,  et  Ton  aura,  en  outre. 

Revenons  au  point  (Ç,  tj,  s)  et  soit  ($',  rj',  Ç')  le  transformé  cor- 
respondant à  x'  et  y^  on  aura 

1<C'<1         1<t'<1 

et 

nous  sommes  donc  assuré  qu'il  y  a,  en  général,  un  seul  point 
(Ç',  r/,  Ç')  situé  dans  le  volume'limité  par  les  quatre  plans  $=7, 
Ç  =  —  ^,  7i  =  ^,  71=  —  ^  et  extérieur  à  la  sphère  de  rayon  un,  qui 
corresponde  par  les  substitutions  du  groupe  à  un  point  quelconque 
(Ç>  ''lî  Ç)  du  demi-espace.  Le  groupe  est  donc  discontinu  et  nous 
trouvons,  en  môme  temps,  son  polyèdre  fondamental;  celui-ci  est 
entièrement  analogue  au  triangle  fondamental  que  Ton  obtient 
dans  le  demi-plan  et  sur  lequel  nous  nous  sommes  arrêté  au  com- 
mencement de  cet  article. 
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Sur  la  forme  des  intégrales  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points  critiques; 
par  M.  Emile  Picard. 

(Séance  du  4  a\Ti1  1884.) 

Dans  leurs  mémorables  recherches  sur  les  équations  différen- 
tielles (Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  t.  XXI),  MM.  Briot 
et  Bouquet  ont  étudié  certains  cas  où  le  coeflicient  différentiel 
devient  indéterminé.  Soit  considérée  Téquation 

(0  -^51  =/("'^^' 

et  supposons  que,  pour  5  =  0,  w  ==  o,  le  second  membre  s'annule; 
soit,  d^ailleurs,  une  fonction  holomorphe  de  //  et  de  z  dans  le  voi- 
sinage de  w  =  o,  -3  =  o. 

Écrivons  les  premiers  termes  du  développement  de  f[uyz) 

f(^u^z)  —  az-\-bu'^ 

MM.  Briot  et  Bouquet  ont  établi  que,  si  le  coedGcient  b  n'est 
pas  égal  à  un  nombre  entier  positif,  Téquation  différentielle  admet 
une  intégrale  holomorphe  dans  le  voisinage  de  l'origine  et  s'annu- 
lanl  en  ce  point.  De  plus,  si  la  partie  réelle  de  b  est  positive,  il 
existera  une  infinité  d'autres  intégrales  s*annulant  pour  :;  =  o;  il 
n'en  existe,  au  contraire,  aucune  autre  si  la  partie  de  b  est  néga- 
tive. 

Arrêtons-nous  sur  le  cas  où  la  partie  réelle  de  b  est  positive  et 
plus  grande  que  i  (nous  pouvons  faire  celle  dernière  hypothèse 
sans  restreindre  la  généralité,  voir  le  Mémoire  cité).  On  peut 
montrer  que  l'équation  différentielle  admet  une  infinité  d'inté- 
grales, s'annulant  pour  x;  =  o  et  se  j)réscntant  sous  forme  de 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  et  5*""*; 
c'est  ce  que  nous  avons  établi  simultanément,  M.  Poincaré  et  moi, 
il  y  a  plusieurs  années  (Poikcaré,  Journal  de  V École  Polytech- 
nique, XLV*"  Cahier,  et  Picard,  Sur  la  forme  des  intégrales 
des  équations  différentielles  du  second  ordre  dans  le  t^oisinaf^e 
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(le  certains  poin/s  rritit/acs.  Comptes  rendus,  sc'[>lenihrc  ri 
novembre  1878)  (*).  Uappclons  la  démonstration  de  ce  résultat. 
Si  Ton  désigne  par  u^  l'intégrale  holomorphe  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut  et  que  Ton  pose  u  r=  11  ^  -h  c,  Téquation  (i)  prendra 
la  forme 

o(r,  :;)  désignant  une  série,  sans  terme  constant,  ordonnée  suivant 
les  puissances  croissantes  de  c  et  de  z.  Posons  maintenant  r  =  X-3*, 
et  Téquation  (2)  pourra  s'écrire 

(3)  ^  =  XP(;;,  ;:''   ',  À  K 

P  désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  z  et  5*~*  et  A.  Considérons  alors  Téquation  aux  déri- 
vées partielles 

Oz  ôy  \   yy  J     /1 

011  \  est  une  fonction  des  deux  variables  indépendantes  z  et  y. 
On  établit  que  cette  équation  admet  une  intégrale  holomorphe 
par  rapport  à  z  etj>',  qui  prend,  pour  :;  =  0,^==  o,  la  valeur  ar- 
bitraire Xn;  soit 

X  =  Xo  -+-  A  ^  -h  By  -f- . . . . 

Si  Ton  pose  dans  celte  série  r=:  z^~*,  X  devient  une  fonction 
de  z,  qui  satisfait  à  Téquation  (3). 

On  obtient  ainsi  une  infinité  d'intégrales  de  Téquation 

qui  prennent  la  valeur  zéro  pour  z=:  o.  Obtient-on  de  cette  ma- 
nière toutes  les  intégrales  quis'annulent  pour  z  =  o?  Il  en  est 
effectivement  ainsi  :  c'est  ce  que  j'énonçais  dans  une  des  Notes 
citées  plus  haut.  Je  me  propose  d'en  développer  ici  la  démon- 
stration, qui  est  bien  simple. 

(')  Je  traite  dans  ces  arlicles  des  iS^iialions  dilTt*rciili(!llcs  du  second  ordre;  le 
cas  des  «''quations  du  premier  ordre  nVsl  cvidemnirnt  qu'un  cas  particulier  de 
ce  cas  plus  péncral. 
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II  iinporlc  d'abord  de  préciser  les  inlcgrales  dont  il  s'agil.  Nous 
supposons  que  ce  sont  des  fonctions  analytiques  de  z,  qui,  dans 
un  certain  domaine  autour  de  l'origine,  n'ont  d'autre  point  sin- 
gulier que  ce  dernier  point;  de  plus,  elles  tendent  vers  zéro,  quand 
z  tend  vers  zéro,  pourvu  toutefois  que  son  argument  reste  fini. 

Ceci  posé,  je  dis  d'abord  que,  si  c  est  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (2)  qiii  s'annule  pour  ;;  r=  o,  la  limite  de  -^»  quand  z  tend 

vers  zéro,  est  une  quantité  finie  différente  de  zéro.  Suivons,  pour 
le  faire  voir,  une  marche  analogue  à  celle  qui  a  été  emplovée  par 
MM.  Briot  et  Bouquet,  dans  le  cas  où  b  était  un  nombre  négatif. 
Nous  écrirons  Téquation  sous  la  forme 

où  'I  est  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  c,  et  sans 
terme  constant.  En  divisant  par  i  4-  '}(^)  les  deux  membres,  nous 
aurons 

—  (i  -h  ai;  -Ha',p*-H.. .)  =  o  -^  -+-Xt(<^,  z)az, 

V  z  " 

'/i  étant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  \?  et  z. 

Prenons  un  point  :î|,  dans  le  voisinage  de  l'origine,  où  une  des 
déterminations  Ci  de  l'intégrale  considérée  r  soit  différente  de 
zéro.  Joignons  ce  |)oint  à  l'origine  par  un  chemin  arbitraire  C 
(la  ligne  droite?,  par  exemple),  et  soit  :;,  une  des  déterminations 
de  la  fonction  z^  au  point  z^.  En  intégrant  le  long  du  chemin  C, 
depuis  le  point  Zi  jusqu'à  un  point  varial>le  z,  nous  aurons 

.,        -A 

.  _.  —  —  f>r 

/  étant  une  fonction  de  z,  (|ui,  pour  l'origine,  a  une  valeur  finie. 
Par  suite,  quand  z  partant  du  point  Zi  (z^  avant  au  début  la  déter- 
mination z^^)  tend  vers  zéro  en  suivant  le  chemin  C,  •;^  tend  vers 

une  valeur  (inie  parfaitement  déterminée  et  différente  de  zéro, 
que  nous  désignerons  par  Ao- 

Nous  poserons  maintenant  r  rrr  a;^*,  hi  détermination  de  3*  sur 
le  chemin  C  étant  celle  qui  a  été  précédemment  considérée;  nous 
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avons  dit  que  X  satisfera  à  IVqnation 

Nous  voulons  considérer  les  intégrales  de  celte  équation,  qui 
tendent  vers  X©  quand  z  tend  vers  zéro,  en  suivant  le  chemin  C. 
Nous  avons  obtenu,  sous  forme  de  série,  une  intégrale  )^|  rem- 
plissant cette  condition,  il  faut  montrer  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autre. 
Posons  7w  =  Xi  4-  (Ji,  [JL  satisfera  à  une  équation  de  la  forme 

S'il  existe  une  intégrale  autre  que  X|,  cette  dernière  équation 
admettra  une  intégrale  [jl,  qui  tendra  vers  zéro  quand  z  se  rappro- 
chera de  l'origine  en  suivant  le  chemin  C.  Mais  cela  est  impos- 
sible; on  le  voit  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été 
fait  plus  haut;  on  a 

oten  intégrant  sur  le  chemin  C  depuis  un  point  :;i,  où  [jl  a  une  va- 
leur dillerente  de  zéro  jusqu'à  un  point  variable  5,  on  voit  que  le 
premier  membre  augmenterait  indéfiniment,  tandis  que  le  second 
resterait  fini. 

L'équation  (2)  n'a  donc  d'autres  intégrales  égales  à  zéro,  pour 
^  =  o,  que  celles  qui  sont  données  par  les  développements  en 
série,  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  et  5*~*. 


Sur  les  transformations  impartantes  des  différentielles 

elliptiques;  par  M.  Louis  Raffv. 

(Séance  du  f\  avril  i88'|.) 

1.  Dé/initions.  —  Soit/(j?)  une  fonction  rationnelle,  et  K{x) 
un  polynôme  entier  du  troisième  ou  du  quatrième  degré.  Nous 
dirons  que  la  différentielle  elliptique 

/(T)flj' 
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esl  susceptible  d'une  transformation  invariante,  s'il  existe  une 
ibnction  y  de  .r,  telle  qu'on  ail 

/(^)=-/0'), 

ainsi  que 

dx  dy 


v/R(7)  v/H(j) 

La  transformation  invariante  consiste  dans  le  changement  de 
variable  qui  substitue  j'  à  x;  elle  est  déterminée  par  Féquation 
qui  définit  y  comme  fonction  de  x. 

2.  Théorème  I.  —  Toute  différentielle  elliptique  y  susceptible 
<Vune  transformation  invariante,  s^ intègre  en  termes  finis. 

D'après  leur  définition  même,  les  transformations  invariantes 

de  la  différentielle 

f{^)dx 

sont  toutes  (si  elles  existent)  des  solutions  de  l'équation  d'Euler, 

dr dy 

Si  donc  on  ])osc 

R(  j*  )  =  a  H-  3 j'  H-  yj^'  -f-  ox'  -h  ex*, 

elles  sont  comprises  parmi  les  fonctions  y,   que  définit,  pour  les 
diverses  valeurs  de  l'arbitraire  G,  la  relation 

^^'    \      +2(y*— 4a£--!3o  — GM.n'-r-2(;Y0  — '^Ps  — oG)(>-hj)jrj-f-(o»— 4£G)x«7«: 

intégrale  générale  de  l'équation  d'Eiiler  (*).  Soit  r  l'une  d'elles. 
On  a 

<roù  résulte 

f{jr)dx        ,  .  .      ^-      d.r 


v/K(x)  •  *       /K(7) 


(')    Voir    I.A«;nAN(;E,   Œuvres   rompirtcs.   t.   II.   p.    iiS.   (.9///-  l'intci^ratinn  de 
quelques  cquutions  dilTerentielIcs.) 
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Or  la  différence  f{x) — /{}')  est  égale  au  produit  de  x — >• 
par  une  fonction  symétrique  de  x  et  de  v,  c'est-à-dire  par  une 
fonction  rationnelle  de  x-\-y  et  de  xy.  Posons 

s  =x-T- V,  p  =  xy\ 
il  vient 

cp  désignant  une  fonction  rationnelle  de  a^  et  de  p.  Par  suite,  on  a 

f{x)  dx  _   x^y 

Mais  rintégrale  générale  de  Téquation  d'Euler  peut  se  mctlre 
sous  l'une  des  deux  formes  (  *  ) 

dx  dx 


*<C-a?)-4-/R(^)=(ar— 7)v/G-H8(j^-i-7)-+-E(j7-+-^)», 


pour 


*^<.^)-/H(7)  =  (^-7)^G-+-o(^-f-^)-i-e(^-h^)«,     •—      ''^     -  "^^ 


pour 


Dans  les  deux  cas,  on  peut  écrire,  en  divisant  les  deux  membres 

par  v^RÔr), 

"'^       y]\(x) 
De  cette  relation,  on  tire,  en  écrivant  5  à  la  place  de  (x  +^>'), 

/R(x)      /gTôTTIT»  \       ^^/ 

Substituant  dans  l'expression  de   la  différentielle  proposée,  il 
vient 

if{x)dx  ^         r^is.p)  ^  ^  ^(s,p)ds 

Notre  théorème  sera  évidemment  prouvé  si  nous  montrons  que 


(')  Voir  I^ACRANGE,  loc.  cîf.,  p.  17-18.  Signaloiis  quelques  fautes  d'impression 
dans  ce  passage;  dans  loulcs  les  équations  des  pages  17  et  18  (sauf  les  deux  der- 
nières de  la  page  18),  il  faut  partout  lire  G  au  lieu  de  iP.  Dans  les  «leux  der- 
nières équations  de  la  page  18,  le  roefficient  du  terme  en  x  -\- y  doit  èlre  pris 
égal  à 

et  non  pas  à 
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p  est  une  fonction  rationnelle  de  s  et  du  radical  y/G  4-  05  -h  ts-. 

Pour  le  faire  voir,  reprenons  Tintcgrale  de  l'équation  d'Euler, 

sous  la  première  forme  citée  plus  haut,  et  introduisons  5  et  y?  à  la 

place  de  (^-f-JK)  et  de  xy.  Nous  trouvons,  après  avoir  ordonné, 

I         -|-[(G  — y)'  — 4«]j'-^[--i20-f-(G  — Y)?]5-i-P»  — 4aG  =  o; 
d'où  Ton  lire 


/Qx     „^  [(G  —  Y)o  -T-  'i^sjj  -+-  2G(G  —  Y)  -h  ?o  =b  9./^  /G  -H  05  -I-  ts^ 
\^ )    [j      _ ; — _ , 

0*  —  1  eG 
en  posant 

X  =  G[(G  —  Y )»  —  4 3t£ ]  -I-  (G  -  y) ?ô  H-  ao«  -f-  £?>. 


Ainsi/?  est  bien  une  fonction  rationnelle  de  s  et  de  y^G  -f-  05  -f-  s^**, 
ce  qui  démontre  notre  théorème.  Si  ô=*  —  ^tÇt  était  nul,  p  serait 
une  fonction  rationnelle  de  s  :  d'où  la  même  conclusion. 

3.  Remarque,  —  Les  raisonnements  précédents  tombent  en 
défaut  lorsque  la  transformation  invariante  est  définie  par  l'équa- 
tion 

X  -\- y  z=  s  =z  const.  =  G. 

Dans  ce  cas,  le  polynôme  R(j")  ne  peut  être  que  du  quatrième 
degré,  comme  nous  l'établirons  un  peu  plus  loin.  De  plus,  nous 
verrons  que,  si  l'on  pose 

la  transformation  invariante  en  question  ne  peut  être  que  la  sui- 
vante : 

.r  -r-  >'  =  flr  H-  6  =  r  -h  ^/. 

Alors  on  a 


p  —  xy  =  xia-T-  h  --  X) 


.7*  —  y  =^  X  —  [a  -j~  h  —  X  )  =  rt.lx    '  • 1 
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en  sorte  que  la  différentielle  considérée  prend  la  forme 

•^  v/[('-^)"-'-m'.l[('-^)'---m'] 

Elle  devient  immédiatement  inlégrable  en  prenant  pour  nouvelle 
variable  (x ; —  j  • 

4.  Théorème  IL  —  Pour  qu'une  diffé  rende  lie  elliptique 

/(x)  dx  __  /(^)  dx 

•vo/V  susceptible  d^une  transformation  invariante,  il  faut  et  il 
suffit  : 

Ou  bien  que  l'équation 

mise  sous  la  forme  entière 

^(Pi  s)  =  o,     (p=z  j-r,  s  =  x  -1  v;, 

riit  son  premier  membre  divisible  par 

G  étant  Vune  des  racines  de  Inéquation 

X(G)  =  G[(G  — Y)'  — 4«]-+-(G  — Y)?o-^-a^«^-e?^  =  o; 

Ou  bien  qu^on  puisse  disposer  de  G,  de  manière  que  le  pre- 
mier membre  de  V équation  F(/?,  5)  ==  o  devienne  divisible  par 
le  premier  membre  de  V équation 

l  (3*-.i£G)/>«-2[(G-Y)S  +  2?£]/>5-f-[(G-Y)*-4«l5» 
^^  )       -2[2G(G-Y)-4-?ô]/?-2[2a8-i-(G-Y)?]*-+-?'-l3tG  =  o. 

En  effet,  soit  v  une  solution  de  l'équation  (i),  telle  qu'on  ait 
f{x)-\-f{y)=^o.  Cette  fonction  j^'  est  une  solution  commune 
aux  deux  équations  (1)  et  f{x)  4-/(\>')  =  o.  Le  premier  membre 
de  l'équation /(x) -f-/(\>')  =  o  est  donc  divisible  par  celui  de 
Téquation  (i),  si  cette  dernière  est  irréductible,  ou  par  l'un  des 
facteurs  de  ce  premier  membre,  si  Téquation  (1)  représente  une 
courbe  décomposable. 
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Voyons  ce  (|iii  arrive  dans  ce  dernier  cas.  Pour  que  Téqualion  (i) 
se  décompose,  il  faut  et  il  suffit  visiblement  qu^il  en  soit  de  même 
de  l'équation  (2),  c'est-à-dire  qu'on  ait 

).(G)  =  o; 

mais  alors  l'équation  (2)  a  pour  premier  membre  le  carré  de 

T  =  (oî-  |cG)^_[(G-Y)o-h9.fts]5    -[2G(G  — 7)-hpoJ, 

et,  comme  le  premier  membre  de  Téquation  f{x)  -\-f{y)  =  o  est 
divisible  par  ce  que  devient  le  trinôme  linéaire  T  quand  on  j  rem- 
place p  par  xy  et  s  par  x  -4-^',  le  premier  membre  de  l'équation 
V(Pj  s)  =  0  est  divisible  par  ce  trinôme  lui-même,  comme  nous 
l'avions  annoncé,  sous  la  condition  A  (G)  =  o. 

Si  l'équation  (i)  est  irréductible,  son  jircmier  membre  divise  le 
premier  membre  de  l'équation /(jr) -l-/(j')  =  o,  ce  qui  revient 
à  dire  que  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  divise  le  premier 
membre  de  l'équation  F(/?,  5)  =  o  quand  on  attribue  à  G  la  va- 
leur particulière  qui  donne  la  transformation  invariante  que  nous 
considérons. 

Réciproquement,  si  Tune  des  conditions  dont  nous  venons 
d'établir  la  nécessité  est  réalisée,  il  existe  une  transformation 
invariante.  En  eflet,  dire  que  le  premier  membre  de  l'équation 
F(y?,  s)  =  u  est  divisible  par  \c  trinôme  T  ou  par  le  premier 
membre  de  l'équation  (2),  c'est  dire  q^e  /(.r) -f-/(j')  s'annule 
quand  on  y  remplace  >'  par  sa  valeur  tirée  soit  de  l'équationT^o, 
soit  de  l'équation  (>,).  Dans  le  premier  cas,  ré(|uallon  T=o  dé- 
finit une  transformalion  invariante;  dans  h»  second,  l'équation  (2) 
en  définit  aussi  une.  La  proposition  énoncée  est  donc  établie. 

5.  Elle  fournit,  comme  on  le  voil  immédiatement,  une  mélhode 
régulière  pour  reconnaître  si  une  dillérenliellc  (elliptique  donnée 
admet  ou  n'admet  pas  de  iranslorniallon  invariante.  En  appliquant 
cette  méthode  à  une  dinérentielle  convenablement  choisie, 

jr        i         f/r              ^    .                     i.r  --  i  )i 
^-^r=:  =  ^  a  me  tan j,' ■     - 

-''  -■-  ^'  ^j'^  -     I  i  v'.'*  —  ' 

par  exemple,  on  s'assure  qu'une  diUercntielle  elliptique  peut  être 
intég^rable  en  termes  finis,  sans  être  susceptible  d'aucune  trans- 
formation invariante. 
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Ce  qui  fait  Tintérél  des  transformations  invariantes ,  c'est 
qu'elles  permettent  d'indiquer  des  classes  très  étendues  d'inté- 
grales pseudo-elliptiques,  et  de  retrouver,  en  les  généralisant, 
certains  exemples  connus  de  différentielles  en  apparence  ellip- 
tiques, qui  s'intègrent  en  termes  finis.  Nous  allons  faire  connaître 
les  types  les  plus  simples,  ceux  qui  se  rattachent  aux  transfor- 
mations invariantes  du  premier  ordre. 

A  cet  effet,  nous  chercherons  toutes  les  transformations  du  pre- 
mier ordre,  qui  reproduisent,  au  signe  près,  la  différentielle  ellip- 
tique de  première  espèce,  en  supposant  successivement  que  le 
radical  porte  sur  un  polynôme  du  troisième  et  sur  un  polynôme  du 
quatrième  degré. 

6.  Proposons-nous  de  trouver  toutes  les  transformations  du 
premier  ordre,  qui  reproduisent,  au  signe  près,  la  différentielle 

dz 


^(z  —  a){z  —  b)(z  —  c) 

Nous  savons  que  la  nouvelle  variable  /  est  liée  à  z  par  une  équa- 
tion symétrique  en  z  et  /.  Soit 

Ntz  =  Lit-hz)-^  M 

la  relation  qui  définit  /.  On  en  tire 

z  =  • 

Substituons  cette  valeur  dans  la  différentielle  proposée;  il  vient 


(  T^  ^  _  L\î      /(  L  —  N  rt  )  r  -+-  La  -h  M  {L—  ^b)t-r^h 
ou  bien,  en  faisant  abstraction  du  signe, 


b-hM)  {h  —  Nc)t-hLc-\-M 

y  t  —  L 


V'iN^— L)l(L  — .Na)<-i-Lrt-^MJ[(L  — .\6)/-T-L^-4-MJl(L  — I\c)/-r-Lc-î-MJ 
Je  dis  d'abord  que  cette  expression  ne  peut  être  identique  à 


dt 

—  » 


yf^t~a){t  —  b){t-c) 


—  58  - 
si  N  est  nul.  En  eflel,  elle  prend  alors  la  forme 

IJdt 


Mais,  dans  ce  cas,  on  peut,  sans  restreindre  la  généralité  de  la 
transformation,  supposer  L  réel  et,  par  suite,  L^  positif.  En  divi- 
sant haut  et  bas  par  L^,  on  trouve 

dt 


Cette  diflerentielle  ne  peut  jamais  être  rendue  identique  à 

dt  dt 


\/(t  —  a){t^b){t'-c)        /-{-/»-4-... 

N  étant  différent  de  zéro,  nous  pouvons  désormais  le  supposer 
égal  à  I .  Il  vient  alors 

(L«-4-M)rf< 

V^(/  — L)[(L  — a)/-^-La-+-MJ[(L  — 6)r-i-L6H-M][(L-c)rH-LcH->J| 

Pour  que  cette  expression  soit  identique  à 

dt 


\/{t  —  a){t  —  b)(t--c) 

il  faut  d'abord  que  la  quantité  sous  le  radical  s'abaisse  au  troisième 
degré,  c'cst-à-dirc  que  L  ait  une  des  trois  valeurs  a,  6,  c.  Prenons 
L  =  a,  ce  qui  donne 

(a«-f-MW/ 

- —  —  • 

v/( aï -i-  M  ) ( /  —  rt ) [( a  —  b)t-hab-^M ] [("a  —  c)t -{- ac -^  M] 

Il  faut  encore  que  le  ]>rodnil 

[(a  —  b}t-{-ab^yi][{a  —  c)t-r-ac-hM] 

s'annule  pour  t=  h  cl  pour  t  =  c^  et  <|ue  son  terme  en  t^  ait  pour 
coefficient  (a-  -f-  M),  afin  que  le  fadeur  (a'^  -f-  M)  soit  commun 
aux  deux  termes  de  la  fraction.  Celle  dernière  condition  s'exprime 
par  la  relation 

in  —  h)(a    -  r }  =  a2  —  VI 

ou  bien 

(or  —  h  )r    ;    ah    •    "M  r^:  o. 
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équation  en  vertu  de  laquelle  le  facteur  binôme 

[(a  — 6)^-4- a6 -4- M] 

s'annule  pour  t  =  c.  Il  reste  donc  à  exprimer  que  le  facteur  bi- 
nôme 

[(a  —  c)/-h  ac-h  M] 

s^annule  pour  t  =:  b;  d'où  la  relation 

(a  —  c)b  -hac  -\-M  =o, 

qui  n'est  autre  que  la  précédente. 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  différen- 
tielle proposée  se  reproduise,  au  signe  près,  par  la  transformation 

at  —  M 

.^  —  ~~^^~^^~"~ 
t  —  a 

est  qu'on  prenne  pour  M  la  valeur 

M  =  bc  —  a{b  -^  c), 

La  transformation  cherchée  est  donc  entièrement  connue.  On 
€n  déduira  deux  autres  en  permutant  les  trois  lettres  a,  6,  c. 
En  résumé,  l'on  a 

ds . ±dt 

^(z  —  a){z  —  b)(z  —  c)       y/(t  —  a)t  —  b){t  —  c) 

si  Ton  prend 


at  -^  bc  —  a{b  -+-  c  ) 


ou  bien 


ou  encore 


t- 

-  a 

> 

bt 

-\-  ca- 

-  b{c  -H  a) 

t  - 

b 

ct-^ 

^  ab  — 

c(a  -4- 

*). 

/  — c 


et  ce  sont  là,  d'après  ce  qui  précède,  les  trois  seules  transforma- 
tions du  premier  degré  qui  répondent  à  la  question. 

Si  l'une  des  racines  a,  b,  c  était  nulle,  c  par  exemple,  la  trans- 
formation correspondante  serait 


ab 
t 
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et  les  deu\  autres  transformations  seraient 

t-b 

z  ■=^  a  » 

t  — a 

z  —  b  r* 

t  —  b 

7.  Remarque,  —  ConsiJi*rons  maintenant  la  diflerentielle 

(iz  iiz 


et  soit  Ç  l'une  des  racines,  supposées  distinctes,  de  l'équation 
R(-3)  =  o.  Un  calcul  lacile  donne,  pour  les  trois  transformations 
du  premier  ordre  qui  reproduisent,  au  signe  près,  la  différentielle 
proposée,  cette  expression  générale 


^~^~3;(/-;)rf;P'^(0] 


Si  l'équation  Il(:;)  =  o  admet  une  racine  nulle,  la  transforma- 
tion correspondante  est 

fit 

8.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  toutes  les  transfor- 
mations du  premier  ordre,  qui  reproduisent,  au  signe  près,  la  dif- 
férentielle 

—  •  '     ■  '        —  ■ 

V^(.r  —  a)(x  —  b){x  —  c){x  —  cl)        \^{\{x) 

boit 

une  telle  transformation.   Elle  change   la   diirérentielle    proposée 

(Ix 

,  en 


Supposons  d'abord  que  ^i  ne  soil  pas  nul,  et  prenons  N=:  i,  ce 
qui  donne 


^[(L  —  a)y-^La-^M\[(L--'b)y-hLb-r'M\[[L~c)yM^ 


«I  — 

Pour  que  celte  dinerentielle  soil  identique  à 

d:  dv 


il  faut  d'abord  qu'on  ail 

(L>-f-M)«  =  (L  — a)(L  — 6)(L  — c)(L  — rf). 

Il  faut  ensuite  que  les  racines  du  polynôme  sous  le  radical  soient 
a,  6,  c,  d. 

Examinons  si  le  premier  binôme  peut  s'annuler  pour  j'  =  rt. 

Posons 

La  -^  M 

y  =  =—  =  a. 

a  —  L 

La  racine  a  de  Ff^qualion  R(^)  =  o  vérifie  la  relation 

x^  —  iLx  —  M  =  o. 

On  ne  peut  pas  admettre  que  la  même  relation  soit  vérifiée  par 

plus  de  deux  racines  de  Téquation  R(:c)  =  o;  car  alors  les  deux 

équations 

R(j?)  =  o,    x^  —  iLx  —  M  =  o 

auraient  en  commun  plus  de  deux  racines,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  la  première  est  supposée  avoir  toutes  ses  racines  distinctes. 
Supposons  maintenant  que  la  relation 

x^  —  2  L  jr  —  M  =  o 

soit  vérifiée  seulement  par  deux  des  racines  a^  b  de  Téquation 

R(x)  =  o.  On  aura 

«  -f-  /> 
L  = ,     M  =  —  ab. 

Substituons  ces  valeurs  dans  la  première  condition 

(L>-f-M)«  =  (L-a)(L  — A)(L-r)(L  — rf); 

elle  devient 

a  —  b\*  a -h  b  —  2C  a-^b — ne/ 


/a  —  by  _       /g^by  a-hb 


'A 


1  •  •  air.  (  ^  —  ^)*  •      •  I 

OU  bien,  en  supprimant  le  facteur — ,  qui  n  est  pas  nul, 

{a  —  by-  —  —  {  a  -^-  b  )^  -T-  9.i  a  -'-  b  )  (  r   -  (/  )  -h  ^  rd. 
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ou  encore 

Mais  il  faut  en  outre  que  la  troisième  racine      _  .     du  radical  soit 

éfçale  à  d,  et  la  quatrième     , ^    égale  à  c;  ces  deux  condition» 

s'expriment  par  la  seule  équation 

L(c-4-t/)  =  cû?— M, 

ou  bien 

(a  -h  b){c  -hd)  z=z  ^(ab  -+-  cd). 

Comparant  cette  condition  avec  celle  qui  vient  d'être  obtenue,  on 
trouve 

Ainsi  l'hypothèse  présente  doit  être  rejetée;  il  est  impossible  que 
deux  racines  de  l'équation  R(^)==:o  appartiennent  à  l'équation 
x^  —  'ihx  —  M  =  o. 

Mais  je  dis  même  qu'on  ne  peut  pas  supposer  qu'une  seule  ra- 
cine a  soit  commune  à  ces  deux  équations;  car,  si  l'on  prend  égale 

à  c  la  seconde  racine  -\  __  .    >  de  l'égalité 

'=-b^::r 

on  déduit,  en  rosolvant  par  rapport  à  h, 

f?  =-.  — , 

c  —  L 

c'esl-à-dirc  que  la  troisième  racine  du  radical  est  égale  à  6;  il 

faudrait  donc  que  la  quatrième     ,_j     fût  égale  à  d.  Alors  deux 

racines  a  et  d  vérifieraient  l'équation  x-  —  vlLx  —  M  =  o,  ce  qui 
est  contre  rhvpothèse. 

On  ne  peut  donc  obtenir  l'identification  cherchée  qu'en  grou- 
|)ant  les   quatre   racines   a,  b,  c,  d  par  groupes    de   deux,   tels 

que  si  x  est  une  des  racines  du  groupe, =—  est  l'autre.  Soient 

a  et  b  les  deux  racines  .qui  composent  un  tel  groupe.  On  a,  par 
livpothrse.  les  deux  relations 
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qui  reviennent  à  la  condition  unique 

De  là  résulte 

L«  -f-  M  =  IJ  —  (a  4-  ^) L  -+-  a6  ==  (L  —  a)(L  —  6). 

Portons  cette  valeur  dans  Téquation  où  figure  L^-f-M  ;  il  vient 

(L  — a)«(L  — 6)«  =  (L  — a)(L  — 6)(L  — c)(L  — </), 

ou  bien 

{L  —  a)(L  —  h)  =  {L  —  c)(L  —  d)y 
d'où  Ton  tire 

ah  —  cd 


L  = 


{U  -r-  Ù)  —  {C  -h  d)* 

par  suite,  on  obtient 

M  =  aO  —  (a-^  b)L  =  - — 7 ] -j: —  • 

^  ^  {a-hb)  —  (c-\-  d) 

D'après  cela,  la  transformation  cherchée  ne  peut  être  que 


T  = 


_  {ab  —  cd)y  -^(a-^  b)cd  —  {c-\-d)ab 
[(a -\- b)  —  (c -^  d)\y  —  {ab  —  cdY 


Il  faut  encore  vérifier  que,  si  l'on  y  fait^  =  c,  on  trouve  x-=zd. 
C'est  ce  qui  a  lieu.  La  symétrie  de  la  formule  montre  alors  que, 
en  y  faisant  y  =  cl,  on  trouvera  j:  =  c. 

Ainsi  les  seules  transformations  du  premier  ordre,  qui  repro- 

dx 
duisent,  au  signe  près,  la  différentielle  <  sont  les  trois  trans- 

.  ^^^-^^ 

formations  que  fournit  la  formule  précédente  quand  on  y  prend 

successivement,  pour  a  et  6,  deux  quelconques  des  quatre  racines 

de  l'équation  K(^)  =  o,  et,  |)ar  conséquent,  pour  c  el  d  les  deux 

autres. 

9.  Il  reste  pourtant  à  examiner  l'hypothèse  N  ==  o.  Dans  ce  cas, 
L  ne  peut  être  nul;  nous  prendrons  L  =  i,  ce  qui  donne 

.r  4-  V  -4-  IM  =  o, 
et,  par  suile, 

d.r  —  dv 


V^( r  —  rt  )  (  X  —  ^  M  JT — f  )  (  .r—d  )        /(,)'  —  a  t-  M  ) (  V  -f.  6  H-  iM  ){y  H-  r  -+-  M  ) (.>'  H-  r/-h  M  ) 


-  CA  - 

On  no  peut  supposer 

rt  -f-  M  =  —  a. 

Car  il  faudrait  qu'un  des  trois  autres  binômes  t  +  M,  c  +  M, 
fl-\-M  fût  égal  à  son  premier  terme  changé  de  signe,  et  qu'on 
eût,  par  exemple, 

d'où  résulterait 

M  =  26  =  2«. 

L'équation  R(a:)  =  o  aurait  deux  racines  égales,  contrairement  à 
nos  hypothèses. 
Soit  donc 

on  déduit  de  là 
et 

Il  faut  encore 
c'est-à-dire 


M  -—{a-^b) 
/>  H-  M  =  —  a. 

,;  -H  M  =  —  d,    ^  -h  M  =  —  c, 

M  =  —  (c  -\-  ci). 


De  la  comparaison  des  deux  valeurs  trouvées  pour  M  résulte  lu 

condition 

a  -^  b  =  c  -^  (L 

Ainsi  il  n'v  a  de  transformation  du  Ivpe 

X  -I-  y  -f-  M  =  o 
que  quand  les  racines  de  Téquation  R(x)  =  o  vérifient  la  relation 

^/  -h  />>  =  c  -h  r/, 

et  alors  on  a 

AI  =—  (a--  b)  =  —  (r  -r-  r/ ). 

Il   n\  a   visiblement  qu'une  seule   transformation  de  ce   type 

l\  =  ():  car  les  deux  formules 

J^  -r- 7'  =  rt  H-  b,     X  -\-y  =  c  -^  d 

ne  donnent  qu'une  seule  et  mémo  transformation,  et  il  est  impos- 
sible (pToii  ait  à  la  fois 

ft      -  b  --  r        f/.      (t    ■-  r  r-r  h  —  d . 


—  or»  — 

car  de  ces  deux  équations  résulterait 

Voyons  ce  que  devient,  pour  les  différentielles  de  l'espèce  par- 
ticulière qui  nous  occupe,  la  transformation  trouvée  dans  le  cas 
général.  Introduisant  Thypothèse  c  -\-  d^^  a  -\-  h^  on  trouve 

{ab  —  cd)y  -  -  ia-^  i?)(ab  —  cd)  , 

T  =  — -, P ■  —  a  -^-  0    -  >', 

—  {ab~c(l) 

ce  qui  n'est  autre  chose  que  la  transformation  spéciale  à  ce  ca?. 
Le  lype  général 

_  (ab  —  f^cf)y   -  (a  -^  b)cd  ~  (c    -  d)ab 

^  ~        [{--b)  —  Ce  ^   û^)J j  —Tâb~'cd) 

comprend  donc  toutes  les  transformations  du  premier  ordre,  qui 
reproduisent,  au  signe  près,  la  différentielle 


En  particulier,  pour  la  différentielle 

cLr  _  dx 


on  trouve  les  trois  transformations 


.r  r-.— j,     .r  =  -J-.     X 


A-7  h' 

'  •  d.x 

10.  Etant  donnée  une  différentielle  *  où  R(^)  est  un  polv- 

/Wx) 

nome  du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  nous  pouvons  désor- 
mais consWérer  comme  connues  les  trois  transformations  du  pre- 
mier ordre,  qui  reproduisent,  au  signe  près,  cette  différentielle, 
et  nous  les  représenterons  par 

L  et  M  avant  les  valeurs  données  précédemment. 
Il  est  aisé  de  voir  que  les  deux  fractions 


r—  L-^v^L^       M        .ri-^ig(x—  L)       M 


.. ,      — . 


XII. 
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dont  la   seconde  contient  un  coeiïicient  g^  complètement  arbi- 
traire, se  reproduisent,  changées  de  signe,  quand  on  y  fait 


y     1^ 


D'après  cela,  si  Ton  désigne  par  P(//)  et  Q(tt)  deux  polynômes 
entiers  en  u  de  degré  in  et  ne  contenant  que  des  puissances 
paires  de  //,  mais  à  coefficients  quelconques,  les  deux  fonctions 


—  L  —  )/V 


V— L  — v/M-4-M/ 
M       /jr— L-^v/L«-f-M\  ' 
\x  — L  — v/L«-H-IVl/ 

ar«H-2^(y— L)-f-M       Var— L  —  y/L'-^M/ 

V  -  L  -h  A«-+-M/ 

se  reproduiront,  changées  de  signe,  par  la  transformation 

Lv  -+-  M 


X  = 


Par  suite,  les  deux  différentielles 

admettront  la  transformation  invariante 

:r  =  ~ — 

r  —  J. 

La  fonction/,  (x)  est  le  quotient  de  deux  y)olynAmes  d'orclre  impair 
•m  -\-\\  la  seconde  f^i-^)  le  quotient  de  deux  polynômes  d'ordre 
pair  2//  -f-  sè.  Nous  arrivons  donc  à  celle  conclusion  : 

Théorème  111.  —  Etant  donnée   la  différentielle  elliptique 
— ■>  il  existe  toujours  une  infinité  de  fractions  rationnelles 

f{x)  de  de<^ré  donné  ni  pair  ou  impair^  telles  que  la  différen- 
tielle  —---^-  ndmottp  une  transformation  invariante  du  pre- 

niirr  ordre. 


-  (»7  - 

Il   n'y   a   d'exception  que  pour  m  =  i.    On   ne   trouve,  pour 
/;?  =  I,  que  les  six  (lifFérentielles 

X  —  L  r^  y/L»  -h  M      dx 
x  —  Ll^  v/L  -h  M»  v^Tïô^ 

H.  Nous  allons   compléter  ces   résultats  en  faisant  connaître 
toutes  les  diflerentielles  dépendant  d'un  radical  elliptique  donné 

y^K(j?)  ,qui  admettent  des  transformations  invariantes  du  premier 
ordre,  et  conséquemment  s'intègrent  en  termes  finis. 

* 

Théorème  IV.  —  Etant  donnée  une  différentielle  elliptique 
dx 


f(x)dx 
, )  toutes  les  différentielles  de  la  forme   •^,  qui  ad- 

mettent  une  transformation  invariante  du  premier  ordre ^  sont 
comprises  dans  le  type 

hx  -«-  M  \     dx 


le  symbole  ^  désignant  une  fonction  rationnelle  quelconque,  et 

Lr-r-M 


X  = 


7-L 


étant  l'une  des  trois  transformations  du  premier  ordre,  qui 
reproduisent^  au  signe  près,  la  différentielle 

En  effet,  la  transformation  invariante  qu'admet  la  différentielle 

'  ]J. ne  peut  être  qu'une  des  trois  transformations 

Lx-^M 

V    =    7—9 

X  —  L 

dont  nous  avons  appris  à  calculer  les  coefficients.  Mais  on  a,  en 
général,  pour  l'expression  de  la  fonction  f(x), 

ainsi  que  nous  Tavons  montré  à  propos  du  théorème  I.  Or  commo 
ici  l'on  a 

xy  =  L(.r-hj')-+-  >'» 

il  vient 

'Af(x)  =  (x  ^y)(^[x-^y,L(jr-^y)-^  M], 
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ce  qu'on  peut  écrire 

Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

Remarque  I,  —  Il  est  aisé  de  voir  que  les  difTérentîelles  qui 
font  Tobjet  du  théorème  précédent  peuvent  aussi  être  mises  sous 
la  forme  équivalente 


x-h-  t/L«  ^  M  *  \  ^  -  L  / 


Remarque  IL  —  Si  Téquation  R(^)  =  o  est  telle  que  les  ra- 
cines a,  6,  c,  d  vérifient  la  relation 

a  -\-  b  =  c  -T  d, 
il  faut  adjoindre  aux  deux  types  dérivés  de  la  relation 

2/(^)  =  (^  —y)  ?[^  -^r»  L(^  -+-r)  -»-  m] 

le  type  signalé  dans  la  remarque  du  n"  3. 

12.  Applications,  —  Nous  allons  retrouver  et  généraliser  cer- 
tains résultats  connus  concernant  les  intégrales  pseudo-elliptiques  : 

dz 
1°  Considérons  la  différentielle  "  La  valeur  de 

yz{z  —  ci){z  —  b) 
L  relative  à  la  racine  nulle  du  radical  estL  =  o;  la  valeur  cor- 
respondante de  M  est  M  =  ab.  Donc,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
voir,  toutes  les  différentielles  de  la  forme 

z  ■&:  ^Tïb  ,  /  -3'  -f-  ab  \  dz 

z-^^ab     \       ^       /  ^z{z  —  a){z  —  b) 

s'intègrent  en  termes  finis,  quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  ^. 
En  prenant  avec  les  signes  supérieurs  'i  ^=  i ,  on  retrouve  un  ré- 
sultat donné  dans  le  Recueil  complémentaire  d^ exercices  sur  le 
Calcul  infinitésimal  de  M.  Tisserand,  p.  i'?.'j. 
Pareillement,  les  deux  différentielles 


z  --  a  -'-  ^a{a  —  h)   ^  /  z^  —  ab\ *l^     _ 

-^^a-)/^{^—b)  "^X    -  — «  /  \/z{z-a)^^z~~ 
z  —  b  -r-  yjb  {b  —  (i)      l  «*  —  aly  \  dz 


b) 


z    -  b  —  ^b(b  —  a  \    '       '*'       "    :   ^ ZKZ  —  a){  z  —  ti\ 
s'iritègrcnl  en  termes  finis,  quelle  que  soit  la  fonction  rationnelle  i. 
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2**  Considérons  la  différentielle  -«  On 

voit  immédiatement,  sans  recourir  aux  formules  établies  plus  haut, 
qu'elle  se  reproduit,  au  signe  près,  quand  on  y  changeur  en  -•  Donc, 
si  on  la  ifkultiplie  par  une  fonction  rationnelle  quelconque  chan- 
geant de  signe  quand  on  change  x  en  -  »  on  aura  une  différentielle 
intégrable  en  termes  finis.  La  différentielle 

I  rh  a^'*  dx 


1  .,1  x'^  ^a  _^  ^j.  .^  Y^^'-H  ?-p''^  OLX^ 

signalée  par  M.Réalis  (*  ),  est  une  des  différentielles  de  cette  classe 
qu'il  serait  facile  d'étendre  encore. 

13.  Voici,  pour  terminer,  une  proposition  qui  va  nous  per- 
mettre, connaissant  une  différentielle  elliptique  susceptible  d'une 
transformation  invariante,  d'en  déduire  une  infinité  d'autres  jouis- 
sant de  la  même  propriété,  et  qui,  par  suite,  s'intégreront  en 
termes  finis. 

Si,  dans  une  intégrale  pseudo-elliptique,  on  remplace  la  variable 
par  une  fonction  rationnelle  quelconque,  on  obtient  encore  une 
intégrale  qui  s'exprime  en  termes  finis;  mais  elle  a  en  général 
l'apparence  d'une  intégrale  hyperelliptique.  Si  l'on  effectue  le 
changement  de  variable  spécial  auquel  on  donne ,  d'après  Jacobi 
et  Abel,  le  nom  de  transformation,  l'intégrale  pseudo-elliptique 
se  change  en  une  autre  intégrale  pseudo-elliptique. 

Si  l'on  effectue  une  transformation  d'ordre  quelconque  sur 
une  différentielle  ellipticfUe  susceptible  d'une  transformation  in- 
variante, on  obtiendra  une  nouvelle  différentielle,  également 
elliptique  et  également  intégrable  en  termes  finis.  Nous  allons  voir 
qu'elle  est  également  susceptible  d'une  transformation  invariante. 

Théorème  V.  —  Toute  transformation  (au  sens  de  Jacobi), 
effectuée  sur  une  différentielle  elliptique  susceptible  d'une 
transformation  invariante,  donne  une  différentielle  elliptique 
susceptible  d^une  transformation  invariante, 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  p.  389;  i8Hj. 
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dz 


Soit  une  difrérentielle  elliptique  que  la  transformation 

z  =  '}(x)  change  en    ^L-> 

Celte  même  transformation  chani^rera  la  différentielle  ^,  en 

La    transformation    t  =  6(y)    changera   -7=-  en         -^        el 

y/RU)  /Ri(r) 

Donc,  si  Ton  suppose  l  tel  que  Ton  ait 

Az)-^/(t)  =  o 

avec 

flz  (if 


on  aura,  par  suite, 

ainsi  que 

dx dy 

Donc,  si  z  et  /  sont  liés  par  la  relation  cp(c,  /)  =  o,  la  relation 
9['|(j:'), '{/(  r)]  =  0  définira  une   transformation  invariante  de  la 

,.|,v         ,•    Il      f\^{T)\dx 

(liliorenlielle  ^-^^  —  — — 

Application.  —  11  résulte  des  formules  du  n**  6  que  la  diflé- 

dz 
rentiellc  —  ^  admet  les  trois  transformations  inva- 

riantes 

I  i  —  A^t  I  — / 

9  ^    — ;•    y  ^ 


Considérons  maintenant  la  différentielle 

f(  z  )  dz 
(lu  ---  — 


■,.k^ z(z  -x){z       1^ 
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Si  l'on  a 


/(ïb)=--^<^)' 


la  difTérentielle  admet  la  transformation  invariante  z=  j-r-^ 
Si  Ton  a 

la  difTérentielle  admet  la  transformation  invariante  z  =  rrr — tt 

A«(i  — 0 

Si  Ton  a 


/(r^)  =  --^(^)' 


I  —  2 

la  différentielle  admçt  la  transformation  invariante  z  = 


Effectuons  maintenant  la  transformation 
H  vient 


du  = 


Donc,  si  la  fonction  f{x^)  vérifie  Tune  des  trois  relations 

la  différentielle  du  s'intègre  en  termes  finis.  C'est  là  le  résultat 
donné  par  M.  Hermite   dans  son  Mémoire   Sur  une  formule 
d^Euler  {Journal  de  Liouville,  i88o). 
L'intégrale  générale  de  l'équation 

dx  _  dy 

est 

—  4 G  -+-  [( A:«  — 1)«  -+-  2(A:«  -h  i)  G  +  G«] (ar«  -+-7») 

i[{k^  —  0*  —  ^^]3py  —  4  A:«Gar«7«  =  o. 


Les  trois  transformations  invariantes,  considérées  par  M.  Her- 
mite, s'en  déduisent,  la  première  en  faisant  G=:  —  (Arziii)^,  la 
deuxième  en  faisant  G  =  Ar^  —  i ,  la  troisième  en  faisant  G  =  i  —  k^* 
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Quelques  propriétés  des  parallèles  et  des  anti-parallèles  aux 
côtés  d^un  triangle  ;  par  M.  Emile  Lemoihe^  ancien  élève  de 
l'Ecole  Polytechnique. 

(Scaace  du  6  juin  1884). 

Nous  avons  signalé  pour  la  première  fois  {Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  iSjS),  puis  au  Congrès  de  Y  Association  scien- 
tifique pour  ravancement  des  Sciences,  et  depuis  dans  divers 
journaux  de  Mathématiques,  les  propriétés  d'un  certain  point  et 
de  certaines  droites  du  plan  d'un  triangle;  nous  avons  nommé  le 
point  :  centre  des  médianes  anti-parallèles^  et  les  droites  :  mé- 
dianes anti-parallèles  ;  comme  les  travaux  sur  les  questions  qui 
s'y  rapportent  se  sont  multipliés  de  tous  côtés,  et  que  de  nom- 
breux géomètres  :  en  France,  MM;  Brocard,  Morel,  d'Ocagne, 
G.  Tarry,  etc.  ;  en  Allemagne,  MM.  Stoll,  Kiehl,  Furhmann  et 
divers  collaborateurs  de  la  Zeitschrift;  en  Belgique,  MM.  Neuberg, 
Cesàro,  etc.;  en  Angleterre,  M.  Tucker,  etc.,  se  sont  occupés  du 
même  sujet,  nous  croyons,  quoique  ces  considérations  soient  élé- 
mentaires, pouvoir  intéresser  encore  en  donnant  ici  quelques 
résultats  qui  nous  semblent  nouveaux  ('  ). 

NOTATIONS. 
(  .\BC,  un  Iriaugle;  O,  un  point  du  plan.) 

Par  O,  iiuus  menons  l'anti-parallcle  : 

1°  à  BG,  qui  coupe  BC  en  ij,  AG  en  ij,  AB  en  I3: 
•2**  à  GA,  »  2i,       ))        9.J,       »        23; 

3**  à  AB,  ))  3i,      w        3i,       ))        33. 


(')  Nous  venons  de  recevoir  un  Mémoire  fort  étendu  et  fort  intéressant  de 
M.  Neuberg,  Mémoire  lu  le  a  février  188^  à  rAcadcmic  de  Belgique,  et  imprimé 
in  extenso  dans  les  Mémoires  de  l'Académie.  Dans  ce  travail,  où  sont  généralisés 
de  la  façon  la  plus  élégante  et  étendue  au  tétraèdre  une  foule  de  théorèmes  se 
rapportant  au  triangle,  M.  Neuberg  nous  fait  l'honneur  d'appeler  point  de 
Lemoinc  le  centre  des  médianes  anti-parallèles.  Le  litre  du  Mémoire  est  :  J/c- 
moirc  sur  le  tétraèdre. 
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Par  O,  nous  menons  une  parallèle  : 


1°  à  BG,  qui  coupe  BA  en  A^,  AC  en  \c\ 
2*  à  CA,  »  GB  en  B^,   BA  en  B^; 

3°  à  AB,  ..  AG  en  Ca,  GB  en  G/,. 


Nous  appellerons  ç,     r^,     ![   les  trois  longueurs  2i3i,      Stit,     Ist'-^s; 


)) 

Z,    Y,    Z 

» 

"c^^j    ^a  A^»,   A^Hfj^ 

i) 

^!»   ^1>   ^1 

)( 

AcAfr,   BfjBt.,  CfrGaî 

w 

^t»  Yj,  Zj 

)> 

If  «3»       2321,       3|32. 

Nous  rappellerons  que  le  centre  des  médianes  anti-parallèles  est 
le  point  de  concours  des  trois  droites,  qui  joignent  chaque  sommet 
du  triangle  aux  milieux  des  anti-parallèles  à  ce  côté.  Chacune  des 
droites  divisant  Tanti-parallèle  en  deux  parties  égales  s'appelle 
médiane  an  ti-para  lié  le . 


\B  U 


On  a,  pour  tout  point  O  du  plan  : 


u" 


X,  ^  Y, 

z, 

a          b 

C 

\        Y 

L 

€1         b 

c 

I. 


La  première  relation  est  fort  connue,  et  la  seconde  s'en  déduit 
immédiatement. 


3" 


W 


T,/>« 


>'/»î 


ros  A 
\^  ros  A 


;  =  'xabc\ 


a 


rosB        cosC 

Vj  cosB        Zj  vnsC 
•    -      ,     -  -^ I- 


-  74  - 

5"  Si  O  se  trouve  sur  la  médiane  anti-parallèle  partant 
de  C,  la  droite  x^'^s  est  parallèle  à  AB. 

Si  O  se  trouve  sur  la  parallèle  à  AB  menée  par  G,  la  droite 
i2  24  est  parallèle  à  la  médiane  anti-parallèle  partant  de  C. 

4$/  O  se  trouve  sur  la  hauteur  partant  de  C,  la  droite  i2  2| 
est  anti-parallèle  à  AB. 

Si  O  se  trouve  sur  r anti-parallèle  à  AB  menée  par  C,  la 
droite  i^'^x  sera  parallèle  à  la  hauteur  partant  de  G,  etc. 

Ces  théorèmes  et  d'autres  analogues  sur  les  directions  des 
droites  AcB^  sont  des  corollaires  de  la  proposition  générale  sui- 
vante : 

Par  deux  points  O  et  0\  je  mène  : 

i"  OA,  O'A'  parallèles  entre  elles  et  coupant  en  A  et  en  A' 
une  droite  coAA'; 

2"  OB,  O'B'  parallèles  entre  elles  et  coupant  en  B  et  en  B' 
une  droite  coBB'. 

Si  A'B'  et  coO'  sont  parallèles^  AB  et  tùQ  le  seront  aussi. 

Cette  proposition  se  généralise  encore  d'une  façon  intéressante 
par  projection  conique. 

6®  Le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels  on  a 

Ç  -h  7)  -r-  Ç  =  const., 
est  une  droite. 

7°  Le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels  on  a 

;2  -^  T^î  -+-  ;«  =  const., 

est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  le  point  dont  les  coordonnées 
homogènes  sont 

a'  ô^  r' 

cos*A      cos*  B      co8*C 

et  pour  lequel  cette  somme  est  un  minimum. 
8"  Le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels  on  a 

est  un  cercle  concnilricpie  an  cercle  circonscrit  ^  K  esl  maximum 
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lorsque  O  est  au  centre  de  ce  cercle,  nul  pour  tout  point  de  la 
circonférence. 

9°  Le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels  on  a 

ÇX  -4-  T,  Y  -f-  !JZ  =  const., 

est  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  de  concours  des  hauteurs. 
io°  Le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels 

YZ  -+-  XZ  -h  XY  =  consl., 

est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  le  point  dont  les  coordonnées 
homogènes  sont 


ii''^'-^)'  z{''-'-'-t)'  K"'^'' 


ab\ 

-7)' 


pour  ce  point,  la  constante  a  un  minimum. 

Il**  Les  longueurs  Xa,  Y,,  Zj  sont  proportionnelles  a  a,  ^,  c, 
pour  le  point  dont  les  coordonnées  homogènes  sont 


I  I  1 

f'a^a^      rbl^h       rchc* 


f'ay  Oj  /'o  /*/!>  I^by  ^c  étant  Ics  rayous  des  cercles  exinscrits  et  les 
hauteurs,  et  aussi  pour  les  points 


I  I  I 

>  — ; — ' 


rha  f'c/tb  r-bhc^ 

I  I  1      ^ 

t'cha^  rhb  t'ahc' 

I  I  I 

-^^^^^  •  «  •     —  I       . 

/*///'«  f'ahb  rhc 

12**  Si,  par  le  centre  d'un  des  cercles  tangents  aux  trois  côtés 
d'un  triangle,  on  mène  une  parallèle  à  un  côté  et  Fanti-parallèle 
à  ce  même  côté,  la  partie  de  la  parallèle  comprise  entre  les  deux 
autres  côtés  est  égale  à  la  partie  de  Tanti-parallèle  comprise  entre 
ces  deux  mêmes  côtés,  c'est-à-dire  que,  pour  le  centre  du  cercle 

inscrit,  on  a 

Xi  =  Xj,     Y|  —  Yj,     Z]  =  Z{. 

Pour  le  centre  du  cercle  cxinscrît  tangent  au  côté  BC, 
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i3"  Le  lieu  des  points,  pour  lesquels  on  a 

Xf-i-YÎ  -t-Z»  =const. 

est  une  ellipse  qui  a  pour  centre  le  point  pour  lequel  X2,  Yj,  Z^ 
sont  proportionnels  à 

CO9A         COSB  COSC  ».  n  ry 

?    — -, —  j    y     OU     col  A,  cotB,  cote, 

a  o  c 

et  pour  lequel  les  coordonnées  homogènes  sont 

a(c^  -r-b^  —  3a*),     bia^  -+-  c*  —  36*),     c{a*  -+-  ^>«  —  3c*), 

point  pour  lequel  X^  +  Y*^  -\-  'L\  est  un  minimum. 

i4"  Pour  le  centre  de  gravité,  ç,  t^,  Ç  sont  proportionnels  à 

cosA      cosB      cosC^ 
"^^'    T^'    ~c^' 

pour  les  points  dont  les  coordonnées  homogènes  sont 

tangA,        tangB,        tangC; 

—  tangA,        tangB,        tangC; 

langA,  — tangB,        tangC; 

langA,        tangB,  — tangC: 

on  a  en  valeur  absolue 

il  est  facile  d'étudier  de  même  le  lieu  des  points  pour  lesquels 

\|   r-Y*       Z|,     Xî    -Yf-ZJ,     Xî^Y*  — Z* 

ont  une  valeur  constante,  etc.,  etc. 

i5"  Pour  tous  les  points  d'une  même  anti-parallèle  à  AB,  on  a 

a\--br^  —  cÇ  —  const. 

16"  Appelons,  avec  M.  de  Longchamps,  points  réciproques 
deux  points  O  et  O,,  tels  que,  si  Ton  joint  ces  points  aux  trois 
sommets,  les  droites  ainsi  obtenues  coupent  le  côté  opposé  en 
deux  ])oinls  symétriques  par  rapport  au  milieu  de  ce  côté. 

6^/,  par  le  point  réciproque  de  Vun  des  centres  des  cercles 
tangents  aux  trois  côtés  d^un  triangle,  on  mène  des  parallèles 
aux  trois  côtésy  la  longueur  que  deux  de  ces  parallèles  inter- 
ceptent sur  le  troisième  est  la  même  pour  les  trois  côtés. 


—  /i  — 
C'esl-à-clire  que,  pour  ces  poinls,  on  a 

\    r-   Y   rz.   Z 

Les  coordonnées  homogènes  de  ces  points  sont 


I       r      I  I       I      I         I  I      I         I       I 


c 


i 


Si  l'on  a  :  bc  -\-  ac  =  ab,  Tun  de  ces  quatre  points  disparait 
à  00  . 

Remarquons  que,  si  Ton  prend  les  arguésiens  (  *  )  de  ces  points, 
arguésiens  dont  les  coordonnées  sont 

la  ligne  qui  joint  Tun  d'eux  à  un  sommet  divise  le  côté  op- 
posé en  deux  segments  proportionnels  aux  cubes  des  côtés  ad- 
jacents. 

Ces  théorèmes  sont  des  cas  particuliers  intéressants  de  la  pro- 
position suivante,  qui  pourrait  à  volonté  en  fournir  d'autres  pour 
ainsi  dire  à  Tinfini  : 

17"  Si  o('X,  \,  Z,  X|,  Y|,  Z,,  X2,  Ya,  Za,  $,  T,,  Ç)  =  o  est  une 
fonction  de  degré  n  des  diverses  quantités  qui  entrent  dans 
la  parenthèse  y  le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels  o/i  a  ç  =  o, 
sera  en  général  une  courbe  du  n'^'"^  degré. 

La  proposition  est  presque  évidente;  car,  si  l'on  considère  que, 
les' distances  du  point  O  aux  trois  côtés  étant  a,  j3,  v^  on  a 

..  a(b^-\-  c^()         ..        cr*a  a(by  -h  c^) 

A|  —    — ^ y  \  =  — ^  »         Aj  =   -^ ; 

_   binoL-^  a*()                 ft*3                   b(ay  -^  col) 
1 1  — — ^ 1       1  =  — -^-  î      1  î  =  ^ ; 

L\    =   -  -7 ^        L  =  — —  j       Aj  = ; 

•2  b  a  b  a  b 

^        a^cc'OsA 

'  =  — s~  ' 

P  ac  cos  B 

■'•  ~  — s"~  ' 


's 


S 


(')  L'arguésien  d'un  point  O  est  ici  \e.  scrond  foyer  de  la  conique  inscrite  au 
triangle  et  qui  a  pour  foyer  ce  point  O. 
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Le  lieu  du  point  O,  pour  lequel  la  relation  f  =  o  est  satisfaile, 
sera,  en  coordonnées  homogènes,  généralement  du  n**"^  degré, 
puisque  ces  quantités  sont  des  fonctions  linéaires  de  a,  p,  y,  qui 
peuvent  être  prises  comme  coordonnées  homogènes.  Nous  avons 
dit  généralement  du  /i»'"*^  degré,  car  la  fonction  çp  pourrait  être 
constante  :  c'est  le  cas  des  théorèmes  i",  2",  3",  4"  {voir  plus 
haut). 

Le  degré  pourrait  aussi  s'abaisser  si  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  s'annulait  identiquement,  etc. 

Ainsi  le  lieu  des  points  O,  pour  lesquels  on  a 

X,Y,Zi^XYZ=  K», 

représente  une  ellipse  concentrique  à  l'ellipse  minima  circonscrite 
au  triangle  et  homothétique  avec  elle,  c'est-à-dire  que  le  lieu  est 
l'ellipse 

?J   ;    ?ï    .    ÎË  _  in 
abc 

et  non  une  courbe  du  troisième  degré. 

11  est  clair  qu'en  prenant,  dans  le  triangle,  d'autres  éléments  x^ 
r,  z  s'exprimant  linéairement  en  fonction  de  a,  p,  y?  ^^  pourrait 
les  ajouter,  dans  la  fonction  f ,  aux  éléments  examinés  dans  cette 
étude  et  faire  à  leur  sujet  les  recherches  analogues. 


Sur  une  série  à  loi  alternée;   par   M.   Maurice  d'Ocagke. 

(Sranre  du  jo  juin   1884.) 

1.  ]\ous  rappellerons,  en  commencjant,  une  formule  que  nous 
avons  donnée  dernièrement  dans  les  Aouvelles  Annales  de  Ma- 
thématiques  (S*"  série,  l.  III,  p.  jij. 

Considérons  une  série  définie  par  la  loi  de  récurrence 

rt    les  valeurs   des  lernHîs    initiaux  Lo  et   U|,    supposées  absolu- 
ment ([nelc()n([n(*s. 
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Nous  appelons  série  fondamentale  de  la  proposée  celle  fpii 
s'oblient  en  conservant  la  même  loi  de  récurrence 

Un  =  aUn-i  -h-  blln-i. 

et  en  prenant  pour  valeurs  des  termes  Initiaux 

Mo  =  o,     Ux  =\. 

On  sait  que  le  terme  Un  d'une  telle  série  est  donnée  par  la  for- 
mule 

a  et  P  étant  les  racines  de  \ équation  génératrice 

z^  —  az  —  b  =  o 

[formule  (7)  de  notre  Mémoire].  Nous  avons  démontré  [for- 
mule (12)]  que  les  termes  de  la  première  série  peuvent  se  déduire 
de  ceux  de  sa  série  fondamentale  par  la  formule 

(2)  Va  =  UiM«-T-6UoW/i-l, 

dont  la  présente  Note  n'est  qu'une  application. 

2.  L'idée  de  la  série  à  loi  alternée  dont  nous  allons  parler 
nous  a  été  suggérée  par  la  question  de  Géométrie  suivante  : 

JE  tant  donné  un  triangle  ABC,  on/orme  le  triangle  Aq  Bq  Co  (*) 
qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC,  puis 
le  triangle  Ai  Bt  d  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  côtés 
du  triangle  AqBoCo,  et  ainsi  de  suite.  Trouver  les  coordonnées 
des  sommets  de  l'un  quelconque  A^B^Ca  des  triangles  de  cette 
suite  en  fonction  des  coordonnées  des  sommets  du  triangle 
ABC. 

Nous  représenterons  les  coordonnées  de  A  par  x  et  j',  celles 
de  B  par  x'  et  y ^  telles  de  C  par  x"  et  >-",  et,  d'une  manière  gé- 
nérale, celles  de  A^  par  Xk  et  va,  celles  de  Ba  par  x\  et  j)^,  celles 
de  Ca  par  x\  et  r]^.  Nous  appellerons  de  plus  le  triangle  AaBaCa 
triangle  (A*). 


(')  On  suppose  que  le  point  A^  ost  le  milieu  de  BC,  le  point  B,  le  milieu  de  AC 
et  le  point  C»  le  milieu  de   VH. 
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Il  nous  suffit  de  considérer  les  abscisses,  le  calcul  des  ordonnées 
étant  identiquement  le  même. 
Un  calcul  direct  donne 

x'  -X-  t'  ,   _  j-  -4-  x'  ^  __  X  -^  t' 

Xq  =   ^ }  Xq  =    ^^^ *  Xq  — 

-xx -•-- x' -^  x'  ,         ..         ^^        ^ 

Xt  —   : »  .r,   — ,  X.  — 


I 


9.  J^  -«-  3  .r  -i-  3  X 


f 

X  -^  X 

^0 

À 

A 

X  -^  IlX'  -^  X' 

1 

t 

'\x-^.-'xx^-'^x' 

.        X^ 

8 

1 
m* 

'yx  -^  6^-»-  ')x' 

1 


n 


.Tj    tt: «  Xm    = »  Xm    =^ 


2         ' 

X  -^x'-i- 

2^ 

• 

•1 

f 

3x-^3x'-^'kT' 

8 

}x-¥-  5j?' 

r>T' 

6m^  f  m  t 

X  ->-  ix  -:-  .')  X 

l].  Il  suffît  d'observer  la  façon  dont  se  foi*nient  méthodique- 
ment ces  expressions  successives  pour  en  saisir  immédiatement 
la  loi. 

Pour  les  dénominateurs,  aucune  difficulté;  au  triangle  [k)  cor- 
respond le  dénominateur  a*^*. 

Pour  les  numérateurs,  la  loi  est  assez  longue  à  énoncer  : 

Prenons  le  triangle  (A*);  les  numérateurs  de  x^y  x\  et  Xi^  sont 
des  trinômes  du  premier  degré  en  x^  x!  et  x",  dont  les  coefficients 
sont  les  trois  mêmes  nombres  permutés  circulairement.  Le  plus 
petit  de  ces  nombres  est  égal  au  plus  grand  moins  un,  et  le  troi- 
sième est  égal  au  plus  grand  ou  au  plus  petit,  selon  que  k  est  pair 
ou  impair.  Cette  remarque  ramène  la  recherche  des  trois  coeffi- 
cients à  celle  du  plus  grand  seulement.  Représentant  celui-ci  par 
Uv?  nous  voNons  que  les  trois  coefficients  sont 

\k^     \h.     U/.    -I 
si  k  est  pair,  et 

si  k  est  impair. 

Comment,  dans  chaque  expression,  répartir  les  trois  coeffi- 
cients entre  x,  x-  et  j?"?  Que  k  soit  pair  ou  impair,  deux  des 
coefficients  sont  égaux  et  le  troisième  différent;  nous  appellerons 
ce  coefficient  le  roef/icient  à  part.  Cela  posé,  nous  pourrons 
(lire  que  le  coefficient  à  part  aflectc  .r  dans  l'expression  Ai*  .r/^,  r' 
dans  IVxj  ression  de  x'f.  el  .r"  dans  l'expression  de  j'].. 
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4.   Si  donc  nous  supposons  /r  pair  (/»  —  j»/!),  nous  avons 


^j« 


.j^in-hi 


que  nous  pouvons  écrire 

l  ifi  (  r  -»-  y  -^  t"  )  —  T 


^tn 


.J^«7-^-l 


Posant  X  H-  x'-|-  ^"=  S^;,  et  supposant  que  Ton  remplace  suc- 
cessivement le  signe  (  )  par  Tabsence  de  signe,  par  le  signe  prime 
et  par  le  signe  seconde,  on  aura,  d'une  manière  générale, 

Si  nous  supposons  maintenant  k  impair  (/»*  =  2// -f- 1) ,  nous 
avons 

^*«-^»  -  ^iTpi 

ou 

» 

et,  d'une  manière  générale,  en  employant  la  même  notation  que 
précédemment, 

0  ^U,„-H,  -- I  )  S.r -h  .r(  ' 

o.  Les  formules  (3)  et  (4)  peuvent  être  réunies  en  une  seule, 
plus  générale,  comprenant  à  la  ibis  les  cas  où  A*  est  pair  et  ceux  où 

il  est  impair^  il  suffit  pour  cela  de  représenter  par  R  ( -)  le  reste 

de  la  division  de  A*  par  ?.,  reste  qui  est  i  ou  o;  on  a  alors,  quel 
que  soit  Tenticr  A*, 

,.,       [t'.-H(^)]s.-(-.)^.u 
par  suite,  de  même 


,,_h-«(l)>^-(-^ 


(5',  y\!=-^—-      '"'j,,'     '      "— . 

XII.  0 
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Les  formules  (5)  el  (5')  résoudront  complèlenienl  le  problème 
lorsque  nous  aurons  obtenu  l'expression  de  U^  en  fonction  de 
son  rang  A*,  expression  que  nous  allons  roebercher  maintenant. 

6.  On  aperçoit  immédiatement  la  loi  de  formation  récurrente 
des  nombres  U^  on  a 

Uo  =  i, 

U,  =  2U,-I, 


et  d'une  manière  générale 

Uj,t        =  2Uj/,_|  —  I, 

Au  lieu  de  faire  le  calcul  direct  des  termes  de  celte  série,  nous 
allons  généraliser  la  loi,  quitte  à  remplacer  ensuite,  dans  les  résul- 
tats obtenus,  les  coefficients  généraux  par  les  valeurs  particulières 
qu^ils  ont  dans  la  série  précédente. 

7.  Considérons  donc  la  série  définie  par  la  valeur  initiale 
et  les  deux  formules  de  récurrenc*' 

^^in-\  =  ^^in-i  -r-  ?' 

a,  p,  Y,  0  et  a  étant  absolument  quelconques. 

Éliminant  U2/i_i  entre  les  deux  formules  précédentes,  on  a 

de  même, 

Uî/i-î  =  «7  'Jîrt-v  H"  ?V  -+-  ^• 

Retrancbant  ces  deux  égalités  Tune  de  Taulrc,  nous  avons 
Représentant   alors  les  termes  de  rang  pair  de  la  série  par  la 


-  83  - 
lellre  P,  de  façon  que  • 

nous  voyons  que  ces  quantités  forment  à  leur  tour  une  série  ré- 
currente définie  par  les  valeurs  initiales 

Po  =  a, 

P,  =  «ay  -r-  ^^(  -i-  0 

et  par  la  formule 

P,,   -rr  (av  -f-  l)P/,-l  —  «YP/i-î, 

c'est-à-dire  rentrant  dans  le  Ijpe  de  celles  dont  il  a  été  parlé  au 
n"  1. 

La  série  fondamentale  de  cette  série  est  définie  par 

Pi  =  u 

Pn  =  («Y  -M  )pn-\  —  ^-^Pn-t  ; 

son  équation  génératrice  est 

et  a  pour  racines 

Zi  =  a^, 

Par  suite,  l'application  de  la  formule  (i)  montre  que 

(  oLy)^  —  I 
Pn  = 

Il  en  résulte,  d'après  la  formule  (2),  pour  P„,  la  valeur 

V„  =  {a7.y-\-  Sv  -t-  0)  — ' aav  — 

ou,  après  réduction  et  remplaçant  P,,  par  U2,,, 

(6)  U,«-  ^^— ; 

On  a  ensuite 

(  7  >      «Jî/ï^t  =  * «-'««  -^  r  — 1:;; — ; 
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8.   I-.es  formules  (G)  et  (7)  peuvent  encore  éire  réunies  «n  une 

-  )  le 

-  jla  par- 
tie entière  du  quotient  de  A*  par  2,  on  voit  que  la  formule 


(«)     Ia  = 


_  (  gy  )^(  »)a'^(l)[^(  gy  -  1  )  -^  ?v  ->-  8]  -  (a"^^^  ^  -^  7*^^  ^'\) 


gy  —  I 


résume  les  deux  précédentes  et  convient  à  toute  valeur  de  k. 

Remarquons  que,  dans  le  cas  où  a  =  v,  cette  formule  se  sim- 
plifie beaucoup,  parce  qu'on  a 


la  formule  devient  donc  alors 

_  g^IflrCg*— i)-f- ^g-t- o] 


(H') 


-(a"(î)8^«"(T^)3) 


1 


9.  Pour    la   série  particulière  d'où  nous  sommes  parti,  nous 

avions 

g  =  y  =  2,     ?  =  o,    o=  — I,    a  =  i; 

la  formule  (8')  donne  par  ces  substitutions 


(«>» 


Va  - 


0. 


Ar-H 


^Mi) 


i 


(]elte  dernière  formule,  rapprochée  des  formules  (5)  et  (5'),  ré- 
sout le  problème  que  nous  nous  étions  proposé  en  commençant; 
on  a 

k 


.(  ■'  


i 


S.r-(-i)A\r<) 


.jA-*  l 


OU 


(  10  I 


-■*-"  ., 


—  \)^  X'    '■ 


.;>/+- 1 


—  8.^  — 
De  nièinr. 


\^-"(i}h-<-'^r'' 


y-i;  =  y 1^, 

10.  Si  nous  posons  Xk  4-  ^It-  -h  ^^  =  Sx. ,  nous  avons^  en  rem- 
plaçant successivement  dans  la  formule  (lo)  ^J^'  par  Xk,  x\  et  x\j 
et  faisant  la  somme  de  ces  trois  expressions 

r2«(i)_3R(^')_(_,)Ais, 

Or  on  vérifie  aisément  que,  quel  que  soit  l'entier  A*,  pair  ou 
impair,  on  a  identiquement 


./(i)_.3k(^^)-(-,)A=„; 


par  suite, 
de  même, 


s     —  s  • 

'^x  1^.  —  '^X  • 


s     —  s 


Ces  deux  égalités  montrent  que  le  triangle  Ay^BytC;^  a  même 
centre  de  gravité  que  le  triangle  ABC,  propriété  qu'il  est  bien 
aisé  de  démontrer  par  la  Géométrie. 

H.  Dans  l'expression  (lo)  de  x^,  le  premier  terme  est  indé- 
pendant de  A';  le  second  terme  a  un  numérateur  qui  ne  contient 
que  des  fonctions  de  k  finies,  quel  que  soit  /r,  tandis  que  son  déno- 
minateur croît  indéfiniment  avec  k  :  ce  second  terme  tend  donc 
vers  zéro  lorsque  k  croît  au  delà  de  toute  limite.  Par  suite,  quand 
k  tend  vers  l'infini, 

*  3 

c'est-à-dire  que  la  limite  commune  des  positions  qu'occupent  les 
trois  sommets  des  triangles  que  nous  considérons,  lorsqu'on  pro- 
longe indéfiniment  l'inscription  de  ces  triangles  les  ans  dans  les 


i 


—  m  — 

autres,  est  le  centre  de  gravité  commun  de  tous  ces  triangles,  ce 
qui  était  bien  évident.  Nous  avons  ainsi  des  sortes  de  vérifica- 
tions de  nos  formules. 

12.  Nous  signalerons  une  remarque  qui  résulte  de  la  for- 
mule (()).  Si  l'on  pose 

(II)  ay  —  X, 

(  I  •*  )  j^Y  -h  0  =   |JL, 

cette  formule  s'écrit 

{lô)  ^in—  =i ; • 

A  ~~~  1 

La  valeur  de  Uow  ne  dépend  que  de  X,  [x,  a;  si  donc  on  conserv*.^ 
la  même  valeur  a  pour  le  terme  initial,  et  que  Ton  choisishc 
pour  a,  ^,  y,  o  des  svstèmes  de  valeurs  quelconques,  mais  satisfai- 
sant aux  relations  (i  i)  et  (12),  on  formera  autant  de  séries  dans 
lesquelles  les  termes  de  rang  pair  seront  les  mêmes,  à  rang  égal. 

13.  Nous  allons  donner  maintenant  la  formule  générale  qui 
permet  de  calculer 


\  1/  =  Lo- -  U,  -I  .  ..-T-  IJa, 


1=0 


quel  que  soit  A*,  U/  étant  le  terme  dont  l'expression  résulte  de  la 
formule  (8)  après  remplacemenl  de  /{  par  /.  On  a,  d'après  cette 
formule, 


izrk  _      ir     A 


(14)     2é^'"=    '  ^,^ _ ;  —  2d^(^'^'^    ""    -1 

i-O  «  =  0 


*         L  '  0  '=0 


Évaluons  les  trois  sommes  qui  figurent  au  second  membre.  Pour 
la  première,  on  voit  immédiatement  (pie,  si  k  est  pair  (/»'  =  '>.ft). 
on  a 

'y    [(aY)'-(l),"('^)]  =  (^Y)""'-i +  '[(»•; >"-i| 


1  =  0 


a*'  —  1 
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ol  si  A'  est  impair  (A*  =  'in  -f- 1), 


y  [( ^..)«(î) ■.«(-,)] _t«T )'•"'- ■-^-'K'ïy-'-ii 


i  =  0 


Nous  pourrons  réunir  ces  deux  formules  en  une  seule,  conve- 
nant à  toute  valeur  de  l'entier  A*,  de  la  manière  suivante  : 

1  =  0 

en  représentant  par  G  (  -  )  la  difFérence  A*  —  ï^(  r  )* 

On  obtient  encore  immédiatement 

1  =  1/1.      -  ■     . 


1=0 
1^  J/l  4-1 


^  (x*Kî)a)  =  af,i-Hi-H(,i^i)aj, 


1  =  0 


formules  qui  conduisent  ù  la  suivante  : 

(.6)  Ï(«"^-'^'^)  =  ^[Kï)--"K^)J 

1  =  0 

On  trouve  de  la  même  façon 

2    vï^  *  ^^)  =?[n-^{n-^iy:l 


1=0 
1=  J/H-l 


^    (y"^'^'\v  =  ?1«-'-(«  +  i)ïI; 


1  =  0 


d'où  l'on  conclut  que,  d'une  manière  générale, 

„„  |(r"(-)?)»?jo(i)-.,r.(i>.]{. 


1^0 
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Le  rapprochement  des  formules  (i4)>  ('5),  (i6)  et  (17)  montre 
que 

<■'.  2^'  -    -(.V-.,(»[e(|)^...G(0]^^lc(i).,[.(^).,]!) , 

Si  ac=  Y,  il  est  facile  de  voir  que  l'on  a,  quel  que  soit  l'entier  A*, 

(aï;^(l)"^'_|.4-a[(a*)^^*L,J  =  (aA-4-i_,)(a+,); 

par  suite,  dans  ce  cas, 

/  frt(a*— i)-i- a3-+- o](a*+»  — i)(a-4-i) 

( (^^î3ôi ^!- 

14.  La  sommet   U/  croît  indéfiniment  avec  A*,  mais  le  quo- 


i  =  0 


tient  de  cette  somme  par  A*,  lorsque  ay  est  inférieur  à  l'unité,  tend 
vers  une  limite  qu'il  est  facile  d'obtenir.  En  effet,  remarquons  que, 
dans  ce  cas, 

liiii(otY)   ^*         —  lim(aY;   ^  *^  =  <>, 

V{    (|IIC 

^Cï)      ''(1) 


k  k  2 

On  v\\  conclut  que,  si  ay  <^  i ,  on  a,  lorsque  A*  tend  vers  Tinfini, 

I-     M    Vit    \       o(i-4-a)-:- fid -I- Y) 

(i())  I»in|    7    y^^i\~  ■ —^ 

•'  y  A  Jmà       J  21 1  —  otY) 

cl,  si  a  --  y, 


1  . .  A 


/  ^         /       -A  (  f  —  a  ) 
1  =  0 


lo.    Nous  remarquerons,  pour  terminer,  que  dos  forinuIe>  rir- 
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nionlrées  pour  la  série  à  loi  alternée  qui  vient  d^étre  étudiée  on 
déduit  les  formules  correspondantes  relatives  à  la  suite,  non  al- 
ternée, qui  est  définie  par 

Vo  =  a 
et 

quel  que  soit  A\ 

Il  suffit  pour  cela  de  faire  ,3  =  5  dans  les  formules  (8'),  {iS')  et 
(19'),  où  l'on  a  déjà  supposé  a  ■-=:  v. 

Dans  la  formule  (8'),  nous  avons  l'expression 

qui,  pour  S  =  [3,  devient 

Or,  sur  les  deux  quantités  R  (  -  )  et  Rf  — ; —  )'  *^  y  en  a  toujours 
une  nulle  et  l'autre  égale  à  l'unité;  par  suite, 

et  la  formule  (8')  donne,  après  division  haut  et  bas  par  1  -\-ol^ 
pour  l'expression  du  terme  U^, 

(20)  Ua- = — ■ —^ =-• 

a  —  I 

Dans  la  formule  (18'),  où  l'on  fait  ^  =  0,  on  trouve  l'expres- 
sion 

-1  [formule  ('5)],  on  a 
par  suite,  la  formule  (18')  devient,  après  division  haut  et  bas,  par 

i=k 
(-21)  >    U/  =    ■ — ■ 

^  (a  — D* 


or 


-  m 


Enfin,  si  l'on  suppose  a<  i,  la  formule  (i\)')  montre  que  l'on  a, 
lorsque  A*  devient  infini. 


i=k 


(2i)  lini(  j,^^i 


? 


I  —  a 


1  =  0 


Note  sur  la  théorie  des  ensembles  ;  par  M.  Paul  Tawiiery. 

(Séance  du  20  juin  1884.) 

1.  Le  très  important  travail  :  Une  contribution  à  la  théorie 
des  ensembles,  publié  par  M.  Gcorg  Cantor  dans  le  Journal  de 
Borchardt,  t.  84,  1877,  et  réédité  dans  les  Acta  mathematica 
de  M.  Mittag-Lefler,  2,  /\  (p.  3i  i-SaS),  i883^  contient  une  lacune 
évidente  que  l'auteur  n'a  pas,  au  reste,  cherché  à  dissimuler. 

Après  avoir  établi  que  les  ensembles  linéaires  se  groupent  en 
au  moins  deux  classes  distinctes,  dont  la  première  comprend  ceux 
de  même  puissance  que  la  série  des  nombres  entiers  positifs,  et 
la  seconde,  ceux  de  même  puissance  que  Tensemble  de  toutes  les 
valeurs  réelles  entre  o  et  i,  M.  Georg  Cantor  admet,  par  induc- 
tion,  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  classes,  c'est-à-dire  d'autres  espèces 
de  puissances  pour  les  ensembles  infinis. 

Comme  il  a  d'ailleurs  établi  que  la  puissance  de  la  première 
classe  est  la  plus  j)etite  (pour  les  ensembles  infinis),  il  est  clair  que 
l'induction  dont  il  s'a^n't  se  ramène  à  deuv  négations  bien  dis- 
tinctes : 

1"  Il  n'y  a  |)as  de  puissance  intermédiaire  entre  celle  de  la  pre- 
mière classe  et  celle  de  la  seconde; 

■>/'  Il  n'y  a  pas  de  puissance  supérieure  à  celle  de  la  seconde 
classe. 

Dans  ses  Fondements  d^une  théorie  générale  des  ensembles 
{Annales  mathémati<jues  de  Leipzig^  t.  XXI;  Acta  mathema- 
tica,  p.  SBi-'îoH),  M.  Georg  Cantor,  pour  donner  une  solution 
complète  et  exacte  de  la  question,  est  entré  dans  un  ordre  d'idées 
où  tous  les  géomètres  ne  seront  peut-être  pas  également  dlsjxisés  à 
lesuiMc;  (mi  tout  ras,  il  a  seulement  annoncé  eowinie  prochaint^ 
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la  démonstralion  de  la  première  négation,  et,  tout  en  maintenant 
la  seconde  en  ce  qui  concerne  les  systèmes  de  points  infinis,  il  s'est 
élevé  à  la  conception  de  classes  de  nombres  supérieurs. 

Si  on  laisse  de  côté  cette  dernière  conception  et  si  l'on  fait 
également  abstraction  de  toutes  celles  qui  s'y  rapportent,  il  n'en 
est  pas  moins  certain,  après  les  beaux  travaux  de  M.  GeorgCantor, 
que,  pour  la  seconde  négation,  il  n'y  a  pas  de  difficulté  réelle; 
pour  la  première,  au  contraire,  le  défaut  d'une  démonstration  reste 
sensible. 

11  ne  faut  pas  d'ailleurs  se  tromper  sur  le  caractère  que  peut 
avoir  cette  démonstration.  11  s'agit,  en  somme,  de  constituer  un 
symbolisme  algébrique  pour  représenter  les  puissances  des  en- 
sembles infinis,  et  c'est  bien  là  ce  qu'a  essayé  de  faire  M.  Georg 
Cantor,  dans  le  second  des  deux  travaux  que  j'ai  rappelés;  il  ne 
s'est  arrêté  que  devant  la  démonstration  rigoureuse  de  la  propo- 
sition :  que  la  puissance  de  V ensemble  de  tous  les  nombres  réels 
de  o  à  I  n^est  autre  que  celle  de  la  seconde  classe  de  nombres. 

Il  m'a  semblé  que  le  but  à  poursuivre  pouvait  être  atteint  par 
une  voie  plus  simple,  ou  du  moins  plus  conforme  aux  idées  géné- 
ralement admises  en  ce  qui  concerne  la  gradation  des  ordres  d'in- 
finis successifs.  On  ne  s'él,onnera  donc  pas,  en  pareille  matière, 
si  le  symbolisme  que  je  proposerai  diffère  de  celui  de  M.  Georg 
Cantor,  et  l'on  reconnaîtra  facilement  que  la  divergence,  plus  ap- 
parente que  réelle  au  fond,  tient  au  mode  d'application  qu'il  fait 
de  son  principe  de  limitation. 

En  tout  cas,  la  question  doit  être  ramenée,  comme  je  l'ai  dit,  à 
l'établissement  d'un  symbolisme  représentant  la  puissance  de  la 
seconde  classe  par  rapport  à  la  première,  c'est-à-dire  à  la  puis- 
sance de  l'ensemble  des  nombres  entiers  j)ositifs.  La  vérité  de  la 
succession  immédiate  de  ces  deux  classes  d'ensembles  sera  donc 
expressément  relative  à  la  forme  de  ce  symbolisme  supposé  bien 
établi;  je  veux  dire  que  la  possibilité  doit  rester  ouverte  en  prin- 
cipe, sinon  en  fait,  d'introduire  ultérieurement  un  nouvel  ordre 
d'idées  pour  concevoir  des  classes  intermédiaires  correspondant  à 
de  nouveaux  symboles  dérivés  des  premiers,  de  même  que,  de  la 
notion  d'espaces  à  n  dimensions,   n  étant  entier,  on  a  pu  passer 

à  la  notion  d'esnarcs  à  -    dimensions,  sans  détruire  aucunement 


-  92  - 

par  la  la  succession  logique  immédiate  entre  les  espaces  à  n  et  à 
n  -h  I  dimensions. 


2.  D'après  la  position  du  problème,  il  faut  évidemment  partir 
de  la  considération  de  la  puissance  de  la  première  classe,  celle  des 
ensembles  d'objets  (points,  nombres,  etc.)  isolés  et  en  nombre 
infini,  pour  s'élever  de  là  à  la  puissance  qui  se  présentera  comme 
étant  immédiatement  supérieure. 

Pour  employer  le  langage  de  M.  Georg  Cantor,  lorsque  chaque 
dimension  d'un  ensemble  w*p®  bien  défini  est  de  la  première 
puissance  {n  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque),  l'en- 
semble est  lui-même  de  la  première  puissance,  c'est-à-dire 
qu'on  peut  le  faire  correspondre,  élément  par  élément,  au  moyen 
d'une  opération  à  sens  unique,  avec  la  série  des  nombres  entiers 
positifs. 

Comme  l'expression  d'ensemble  à  n  dimensions  ne  se  prête 
point  facilement  à  la  représentation,  je  la  remplacerai  par  celle 
d'ensemble  à  n  entrées. 

Si,  en  effet,  le  nombre  des  entrées,  pour  les  ensembles  classés 
en  tables,  est  nécessairement  très  restreint  dans  la  pratique,  on 
peut  se  le  représenter  facilement  comme  croissant  au  delà  de  toute 
limite,  si,  par  exemple,  chaque  élément  d'une  première  table  à 
double  entrée  correspond  d'une  façon  unique  à  une  autre  table  à 
double  entrée,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  fixer  les  idées,  j'admettrai  que  l'ordre  dans  lequel  on  prend 
chacune  des  entrées  est  bien  défini,  ou  autrement  que  chacune 
d'elles  sera  complètement  déterminée,  et  dans  un  sens  unique,  par 
son  rang  //i,  variant  de  i  à  /i  inclusivement. 

Chaque  entrée  sera  considérée  de  plus  comme  se  faisant  suivant 
une  suite  de  nombres  définie  sans  ambiguïté.  Si  w,„  est  le  nombre 
des  éléments  de  cette  suite  pour  la  t?»^"™'^  entrée,  ce  nombre  iù,n 
sera  dit  Y  extension  de  ladite  entrée. 

Considérons  d'abord  un  ensemble  fini  d'éléments  classés  dans 
une  telle  table  à  n  entrées,  dont  les  extensions  tO|,  (Oo,  ...,  <o,, 
sont  finies  et  connues;  le  nombre  de  ces  éléments  ou  la  puissance 
de  leur  ensemble  sera  le  produit 

12  =z  ojj  fo» .  .  .  0)„, 
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et  si  Ton  suppose  d'ailleurs 

on  aura 

12  —  w«. 

Si  tù  croît  indéfiniment,  de  façon  à  représenter  la  puissance  de 
la  série  des  nombres  entiers  positifs,  n  étant  d'ailleurs  un  nombre 
entier  positif  quelconque,  mais  déterminé,  Q  reste  de  la  première 
puissance,  conformément  à  la  proposition  rappelée  plus  haut. 

Il  est  clair  que  Ton  ne  peut  maintenir  la  même  conclusion  si  Ton 
fait  croître  en  même  temps  n  au  delà  de  toutes  limites,  et  nous 
apercevons  dans  ce  procédé  un  moyen  d'arriver  à  nous  représenter 
un  ensemble  dont  la  puissance,  supérieure  à  la  première,  pourra 
correspondre  au  symbole  to^. 

Mais  nous  reconnaissons  immédiatement  aussi  que  nous  pou- 
vons également  dépasser  la  première  puissance,  en  faisant  croître 
encore  n  au  delà  de  toute  limite,  tandis  que  la  valeur  commune  de 
l'extension  des  entrées  reste  égale  à  un  nombre  entier  positif  a 
d'ailleurs  quelconque,  mais  déterminé  et  par  conséquent  fini. 

Nous  arrivons  ainsi  à  un  autre  symbole  a***,  dont  la  puissance 
serait  également  supérieure  à  celle  de  (o,  et  il  est  clair  d'ailleurs 
que,  dans  l'ordre  d'idées  où  nous  nous  plaçons,  il  ne  peut  y  avoir 
d'autre  puissance  intermédiaire  entre  celle  de  w  et  celle  de  a***. 
Nous  pourrons  dire,  par  conséquent,  que,  to  étant  de  la  première 
puissance,  a^  sera  de  la  seconde;  mais  il  nous  faut  démontrer  que, 
en  réalité^  il  y  a  là  deux  puissances  différentes. 

11  sufGra^  à  cet  égard,  de  faire  voir  que  l'ensemble  des  nombres 
réels  compris  entre  o  et  i  est  de  la  même  puissance  que  a***,  et 
nous  aurons  par  là  même  atteint  complètement  le  but  que  nous 
nous  étions  proposé  primitivement. 

Quant  au  symbole  w*^,  il  nous  suffira  de  faire  voir  qu'il  ne  con- 
duit pas  à  la  conception  d'une  puissance  supérieure. 

3.  La  représentation  d'un  ensemble  à  n  entrées  ne  souffre  évi- 
demment aucune  difficulté  lorsque  l'extension  des  entrées  devient 
infinie;  mais  il  est  clair  que  nous  devons,  avant  tout,  la  préciser 
lorsque  le  nombre  des  entrées  devient  lui-même  infini. 

Tant  que  n  reste  fini,  la  détermination  de  chaque  élément  se 
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présente  comme  résultant  d'une  combinaison  déflnie  d'indices 

dont  chacun  est  pris  dans  la  suite  des  nombres  de  l'entrée  corres- 
pondante, oLm  parmi  les  oj;,,  nombres  de  lan*'*"*'  entrée.  L'ordre  des 
entrées  est  déterminé  sans  équivoque,  et  la  détermination  est  com- 
plète lorsqu'on  est  arrivé  à  la  w* '"'*^  entrée. 

La  connaissance  des  indices  détermine  ainsi  l'élément  par  une 
opération  à  sens  unique,  et  il  est  également  supposé  que  la 
connaissance  de  l'élément  permet  de  déterminer  successivement 
chaque  indice  par  une  opération  à  sens  unique. 

Si  le  nombre  des  entrées  est  supposé  inépuisable,  la  détermi- 
nation de  chaque  élément  ne  sera,  au  contraire,  jamais  complète; 
mais  on  peut  la  considérer  comme  atteinte  à  la  limite  sous  la  con- 
dition suivante. 

A  chaque  combinaison  définie  ai  a^ ...  a;,  doit  correspondre,  par 
une  opération  à  sens  unique,  une  valeur  numérique  x' ^  et  n  peut 
être  pris  assez  grand  pour  que,  x  étant  une  valeur  numérique 
correspondant  par  une  opération  à  sens  unique  à  un  élément 
donné,  la  différence  x  —  x'  soit  dans  un  sens  déterminé  et  puisse 
tomber  au-dessous  d'une  grandeur  assignable  quelconque,  si  petite 
qu'elle  soit. 

Sous  la  même  condition,  la  définition  des  ensembles  de  même 
puissance,  telle  que  la  donne  M.  Georg  Cantor,  peut  être  étendue 
à  une  correspondance,  élément  par  élément,  s^obtenant  à  la  limite 
d'une  opération  à  sens  \m\(\ue  pour  suivie  indéfiniment. 

Si,  par  exemple,  on  a 

a  a-         a*  a'* 


et(juc  cliacun  des  numérateurs  a,,  a^,  aa,  ...  puisse  prendre  toutes 
les  a  valeurs  entières  o,  i,  .>.,...,  a  —  i  ;  si  l'on  admet,  d'autre 
part,  que  la  détermination  poursuivie  jusqu'à  l'entrée  n  donne 


•'    —   —  -  r-  — T  -t-  -r:  -i-  .  .  .  -+-  —  > 

a         a^        a-*  a'* 


tel  que  x  —  x'  soit  toujours  positif  et  inférieur  à  -^^,  la  condition 
énoncée  ci-dessus  sera  remplie. 


—  ori 


Or  l'expression  de  x  ci-dessus  n'est  autre  que  Ja  représentation, 
dans  le  système  de  numération  dont  la  base  est  a,  d'un  nombre 
réel  quelconque  compris  entre  cet  i ,  et  we  pommant  s^  exprimer 
sous  for  me  finie ,  Cette  dernière  limitation  est  de  rigueur,  puisque, 
si  le  nombre  pouvait  s'exprimer  sous  forme  finie,  sa  détermination 
pourrait  être  obtenue  par  une  opération  limitée,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse. 

4.  Ainsi  la  puissance  de  Tensemble  des  éléments  d'une  table  à 
un  nombre  o)  indéfini  d'entrées,  chacune  d'extension  a,  puissance 
que  nous  avons  représentée  par  le  symbole  a*^,  sera  la  même  que 
celle  de  l'ensemble  des  nombres  réels  compris  entre  o  et  i,  et  ne 
pouvant  s'exprimer  sous  forme  finie. 

Soient,  entre  o  et  i ,  Il  l'ensemble  de  tous  les  nombres  réels, 
F  celui  de  tous  les  nombres  susceptibles  d'être  exprimés  sous 
forme  finie;  on  a  donc  l'équivalence 

R  —  F  '-^  aw. 

Mais  F  est  de  la  première  puissance,  R  est  d'une  puissance  supé- 
rieure; l'équivalence  ne  peut  donc  subsister  que  si  a*^  est  lui- 
même  d'une  puissance  supérieure  et  égale  à  celle  de  R  (voir  le 
théorème  F  de  M.  Georg  Cantor,  Acta  mathematicay  p.  3ao). 
Donc 

C.    Q.    F.   D. 

En  ce  qui  concerne  le  symbole  co^,  la  représentation  donnée 
par  M.  Georg  Cantor,  pour  un  nombre  irrationnel  quelconque 


e  = 


I 

a, 


I 


«3   -+-. 


I 
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correspond  à  celle  d'une  table  à  une  infinité  d'entrées  d'extension 
indéfinie.  Elle  indique  donc  que  le  symbole  to*»»  n'a  pas  une  puis- 
sance supérieure  à  celle  de  a*^,  et  que,  par  suite,  en  restant  dans 
l'ordre  d'idée  où  nous  nous  sommes  placés,  il  n'y  a  pas  de  puis- 
sance supérieure  à  la  seconde. 


-  ÎM>  - 

Il  convient,  toiitofois,  de  remarquer  que  cette  conclusion  n'a  dr 
valeur  véritable  que  si  Ton  suppose  que  le  premier  des  deux  sym- 
boles dérive  du  second,  alors  qu'on  établit  une  relation  déter- 
minée entre  les  nombres  distincts  (|ui  croissent  au  delà  de  toute 
limite. 

On  peut  facilement  établir  une  représentation  analogue  à  celle 
que  nous  avons  indiquée  pour  les  tables  à  w  entrées  d'extension  a, 
si  Ton  suppose,  par  exemple, 

ta  =a^     et     cai  =  va^, 

a  étant  un  nombre  entier  positif  déterminé  quelconque,  et  v  par- 
courant la  série  des  nombres  entiers  positifs. 
On  a  alors 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  cette  représentation,  qui  n'offre  aucun 
intérêt  spécial. 


Sur  l'intégration  de  quelques  équations  linéaires  au  moyen 
de  fonctions  doublement  périodiques  ;  par  E.  Goursat. 

(Séance  du  20  juin  i88p) 

1.  Depuis  les  mémorables  travaux  de  M.  Hermite  sur  l'équa- 
tion de  Lamé,  les  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
doublement  périodiques  ont  été  étudiées  par  un  grand  nombre  de 
géomètres.  On  connaît  le  beau  théorème  de  M.  Picard,  d'après 
lequel,  si  l'intégrale  générale  est  uniforme,  elle  s'exprime  au 
moyen  des  fonctions  B.  J'examine  dans  cette  Note  quelques  équa- 
tions qui  offrent  une  application  du  théorème  de  M.  Picard;  ce 
sont  des  équations  à  coefficients  rationnels,  telles  que  la  variable 
et  rintégpale  générale  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  uni- 
formes doublement  périodiques  de  première  ou  de  deuxième  es- 
pèce d'un  même  paramètre.  Je  me  permettrai  de  signaler  entre 
autres  une  équation  du  troisième  ordre,  qui  contient  huit  nombres 
entiers  quelron([ues  et  un  paramètre  tout  à  fait  arbitraire. 
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Soil 

(I)  F0')=o 

une  équation  linéaire  d'ordre  m  à  coefficients  rationnels  et  à  inté- 
grales régulières,  admettant  comme  points  de  ramification,  pour 

l'intégrale  générale,  les  points  «i,  lu^ ...,  <uc\  le  point  .r^rr  — ,  zi^x  , 

que  nous  supposerons  toujours  un  véritable  point  critique.  Admet- 
tons que  les  racines  des  diverses  équations  déterminantes  fonda- 
mentales relatives  aux  points  critiques  /7|,  a^^  . .  .,  /7p,  oc  soient 
commensurables,  et  en  outre  que  l'intégrale  générale  ne  contienne 
aucun  logarithme  dans  le  domaine  de  chacun  de  ces  points.  Sup- 
posons les  racines  d'une  même  équation  fondamentale  réduites  à 
leur  plus  petit  dénominateur  commun,  et  soit  w/  ce  dénominateur 
commun  pour  le  point  critique  Oi  et  n  le  dénominateur  commun 
relatif  au  point  j^  =  oc  .  Si  les  nombres  //?|,  m^,  . .  .,  /??p,  n  véri- 
fient la  relation 


j  =  1 


Féquation  différentielle 

'=? 

(^)  ;7^ = "" n (-^ -  "' '  "" 

aura  son  intégrale  générale  uniforme,  et  Ton  sait,  d'après  les  mé- 
morables travaux  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  que  cette  intégrale 
sera  ou  une  fonction  rationnelle,  ou  une  fonction  simplement  pé- 
riodique, ou  une  fonction  doublement  périodique  de  z.  Laissant 
de  côté  les  deux  premiers  cas,  supposons  que  cette  intégrale  soit 
doublement  périodique  et  soit /(s)  celte  fonction.  Si  dans  Téqua- 
tion  (i)  on  fait  le  changement  de  variable  x  =f(^z)^  Téquation  (i) 
se  transforme  en  une  équation  à  coefficients  doublement  pério- 
diques, et  il  est  aisé  de  vérifier  que  l'intégrale  générale  est  aussi 
une  fonction  uniforme  de  z.  En  effet,  soit  ^o  "ne  valeur  de  ^  telle 
que  la  valeur  correspondante  ûTq  de  x  soit  différente  de  a,,  ^2?  •••* 
^p,  ^  ;  l'intégrale  de  l'équation  (1)  est  une  fonction  uniforme  dejr 
dans  le  voisinage  de  Xo^  et  par  suite  une  fonction  uniforme  de  z 
dans  le voisinagede  ^0.  Supposons  en  second  lieu  que,pour  ^  =  :;,, 

XII.  7 
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on  ait  x=^  ai\  posons  x  =  /7/  -H  jt'/w/;  y  sera,  par  hypothèse,  une 
fonction  uniforme  de  xf  dans  le  voisinage  du  point  x^  =  o. 
Mais,  si  Ton  fait  cette  substitution  dans  l'équation  (2),  elle  de- 
vient 

ç(x')  étant  holomorphe  pour  x'=  o;  donc  x\  et  par  suite  j',  est 
une  fonction  uniforme  de  z  dans  le  domaine  du  pointai.  On  éta- 
blirait de  même  que  j' est  une  fonction  uniforme  pour  toute  valeur 
finie  de  z  pour  laquelle  x  est  infini;  c'est  donc  une  fonction  uni- 
forme de  z  dans  toute  l'étendue  du  plan.  L'équation  obtenue  en 
posant  X  =/(z)  dans  l'équation  (i)  rentre  donc  dans  la  classe  des 
équations  auxquelles  s'applique  le  théorème  de  M.  Picard. 

2.  On  sait  que  toutes  les  équations  de  la  forme  (2),  dont  l'in- 
tégrale est  uniforme  et  doublement  périodique,  se  ramènent,  par 
une  substitution  linéaire,  aux  quatre  types  suivants  : 

(3)  (^y=gx(i^x)(i-K^x), 


,    V  làx\^ 


^x^(x—iy. 


/  dx\^ 
(5)  (^j   =^x»(x-i)', 

(r/x\^ 
—  j    =^^î(x-,)« 

(voir  Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  fondions  doublement 
périodiques,  p.  890  et  suivantes);  à  chacune  de  ces  équations  bi- 
nômes correspondent  un  certain  nombre  d'équations  linéaires,  qu'il 
est  bien  facile  d'énumérer. 

Prenons  d'abord  le  type  (3);  l'équation  linéaire  correspondante 

admettra  les  quatre  points  singuliers  o,  i ,  ^r^  >  cx>  ,  et  les  racines 

des  diverses  équations  fondamentales  devront  être  commensu- 
rables  et  admettre  2  pour  dénominateur  commun.  Comme  nous 
excluons  le  cas  où  la  différence  de  deux  racines  d'une  même  équa- 
tion serait  un  nombre  entier,  il  faudra  que  cette  équation  soit  du 
second  ordre,  et  les  exposants  de  discontinuité  seront  respecti- 
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veinent  : 


Four  or  =r.  o ).  -H  J.  )*', 

Pour  .r  =  I H^  ■+-  i»  H^'» 

Pour  ^  =  jTz V  -f- 1 ,  v', 


K» 


Pour  a:  =  -7  =  oc   /«i  -+-  i,  n, 

X,  V,  [X,  p.',  V,  v',  /î,  /i,  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  néga- 
tifs dont  la  somme  est  nulle.  On  peut  toujours,  par  une  trans- 
formation facile,  supposer  X'=[x'  =  v'  =  o  et  ).,  [jl,  v  positifs. 
L'équation  correspondante  sera  alors 

H-[KMv-J):r(i-^)H-(Hi-i)x(i-K«j:)-f-(-}-X)(i-^)(i-K«:r)]^ 
I        rK*/iC2w -t- aX -h  2U-+-2V  —  i>        Al 

'  =  L ^ '  ■"  -iF' 

si  Ton  y  pose  x  =  sns,  elle  devient 

_:L  H_( H  'j^u. 2 A )  -; 

dx*       \         ânz  ^     cnz  ^nz     J  dz 

=  [2/i(2w  -f-  2X  -f-  -h  2|Ji.-f-  2v  —  i)K*sn*-c  -H  h'\y. 

Cette  équation  est  identique  à  Féqualion  signalée  par  M.  Dar- 
boux  {Comptes  rendus,  juin  1882),  et  étudiée  depuis  par  M.  de 
Sparre  {Acta  matliematica^  t.  III).  On  le  voit  facilement,  en 
faisant  une  transformation  de  la  forme 

y  =  Y  sn«5  cnP-5  dnï.  z, 

si  l'on  fait  X  =  jx  =  v  =  o.  on  retrouve  Téquation  de  Lamé. 

Les  équations  linéaires  correspondant  aux  types  (4),  (5),  (6) 
des  équations  binômes  n'auront  que  les  trois  points  critiques  o, 
I,  00  .  Parmi  les  équations  du  second  ordre,  on  aura  quelques  cas 
particuliers  de  Téquation  d'Euler, 

(8)  x(i  -  T)y-^  [y  —  (a  -f-  3  -u  i):r]y  —  %^y  =  o; 

les  quantités   a,   ^,  y    auront  Tun  des  systèmes   de  valeurs    ci- 


dessous  : 
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1    -■      3* 


*       '    J»  P  --   3» 


A  chacune  de  ces  équations  il  faut  joindre  celles  que  Ton  en 
déduit  par  les  Iransforma lions  connues  qu'admet  l'équation  d'Eu- 
1er.  Il  est  à  remarquer  que,  dans  chacun  de  ces  cas,  l'intégration 
de  l'équation  (8)  se  ramène  à  des  quadratures,  et  l'intégrale  géné- 
rale s'exprime  bien  en  eflet  au  moyen  d'intégrales  elliptiques. 

Parmi  les  équations  linéaires  du  troisième  ordre,  nous  rencon- 
trons d'abord  un  certain  nombre  d'équations  hypcrgéométriques 
(\oir  Annaies  de  l'Ecole  Normale,  t.  XII,  p.  1*78).  Ce  sont  les 
équations  de  la  forme 

H-  [n-  ai-f-  aj-h  «3  -H«irtj-H  as^i-f-  airtî)a7  ~  6161] -^  -^«i«î«j>'  =  o, 
où  «1,  ^2>  ^'3  ont  l'un  des  systèmes  de  valeurs  ci-dessous  : 

^i  ^  3>    ^J  -^  3>    •••»       «1^0,    «2      =3,    «3  —  6»  ^i  ^  4»    ^J  ^  V>    «l^^i»    «Î^-IT    <*3^^i> 
,      »     •••1         «I  "^^   6»    ^2  ==  Y>    ^3  "-"-=«»  '^l"^^fj    ^Î^==T»    Cli  -~Oj    «2-4,    ai'--^y 

»   »  "-1     «I  ^^  T»  «2^^j»  «3^^  3»         ^i^^v  ^î^^lî  «1=^0;  a2^=-ï>  aj^— 4. 

Enfin  on  rencontre  également  une  équation  du  troisième  ordre 
avant  la  forme  suivante  : 


(9) 


\ 


('"^        '.  -h  [Ca-Cx  — 1)-+-  Dar  -f-  E(i  —  T)]x(x-  r) ^ 

—  [Fx^(x — i)-h  /ix(x^i)-hUx-\-K{x  —  i)]y  =  o: 
les  coefficients  A,   13,  G,  D,  E,  F.  Il,  K  sont  choisis  de  façon  (]iic 


les  racines  des  équations  détcrniinantes  fondamentales  soient 

Pour  j*  —  o m,     m'-\{,     //<*  f- J, 

3»      '*   -T-  », 


Pour  T  —  i w,      /i'  -H  i,     /i'  -+-  - 


P0Ur^:_:p=X p,  />'-r-J,      />'  -    f . 

/«,  m',  m",  /î,  w',  /i",  />,  p',  p"  désignant  des  nombres  entiers  quel- 
conques, dont  la  somme  est  nulle.  L^équation  (lo)  contient  en 
outre  un  paramètre  h  tout  à  fait  arbitraire,  ce  qui  la  rapproche  de 
IVquation  (-).  Si  Ton  y  fait  x  ^=/(z), /(z),  étant  une  intégrale 
de  Téquation  (6),  y  sera  aussi  une  fonction  uniforme  de  5,  et  par 
suite,  quel  que  soit  A,  l'intégrale  générale  s'exprimera  au  moyen 
des  fonctions  B. 

3.  L'analogie  entre  l'équation  (lo)  et  l'équation  de  Lamé  peut 
encore  être  poussée  plus  loin;  c'est  ce  qui  résulte  de  la  propriété 
suivante,  que  nous  allons  maintenant  démontrer  :  Le  produit  de 
trois  intégrales  convenablement  choisies,  et  en  général  dis- 
tinctes, est  une  fonction  uni/orme  dans  toute  détendue  du  plan, 
et  par  suite  un  polynôme  ou  une  fraction  rationnelle. 

Dans  le  domaine  de  chacun  des  points  d?  =  o,  j?=i,  x=oo, 
Téquation  (lo)  admet  trois  intégrales  particulières,  qui  sont  res- 
pectivement multipliées  par  les  facteurs  i,  a,  a^(a,  a^  désignant 
les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité),  lorsque  la  variable 
décrit  un  lacet  autour  de  ce  point.  Soit  j'i,  Vi^y^  le  système  fon- 
damental du  point  x  =  o  el  Ziy  z^i  ^3  le  système  fondamental  du 
point  x  =  I  ;  de  telle  sorte  que  l'on  ait,  dans  le  domaine  du  point 

J'  =  o, 

i  1 

?o  ?29  'f.i  étant  uniformes  dans  ce  domaine,  et  de  même,  dans  le 
domaine  du  point  j:  =  i , 

1  1 

'^sj  '}i?  t'.i  étant  uniformes  pour  x  =  i .  Considérons  pour  un  mo- 
ment les  lignes  indéfinies — ao o,  1 \-cc    comme 

des  coupures;  entre  les  deux  s\stèmes  fondamentaux  d'intégrales. 
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ii  existe  (les  relations  linéaires  telles  que 

(  yz  =  a'zx  -T-  b'zt  H-  c^^s, 
le  déterminant  des  eoeflicients 


a 

h 

c 

a' 

h' 

c' 

a" 

W 

c' 

A  = 


étant  différent  de  zéro.  Ces  coefficients  doivent  être  tels,  qu'après 
avoir  fait  décrire  à  la  variable  un  contour  fermé  enveloppant  les 
points  X  =  o,  vC  =  I ,  il  y  ait  trois  intégrales  particulières  qui  se 
reproduisent  multipliées  respectivement  par  i ,  a,  a^.  Cette  condi- 
tion entraîne  entre  ces  coefficients  deux  relations  qu'il  serait  facile 
de  former.  D'autre  part,  les  intégralesj^i,  j'2>  J's>  ^o  ^2^  ^s  ne  sont 
déterminées  qu'à  un  facteur  constant  près.  On  conçoit  donc  qu'on 
puisse  mettre  les  relations  (i  i)  sous  une  forme  telle  qu'elles  ne 
contiennent  plus  que  deux  paramètres  arbitraires.  Il  est  commode 
pour  cela  de  remplacer  les  systèmes  fondamentaux  par  deux  autres 
svstèmes  déterminés  comme  il  suit. 

Désignant  par  A,  B,  C  trois  constantes  indélenninées,  posons 

proposons-nous  de  déterminer  A,  H,  C  de  telle  façon  que  l'inté- 
grale Y  se  reproduise  multipliée  par  un  facteur  constant  o)  quand 
la  variable  x  décrit  un  lacet  dans  le  sons  direct  autour  du  point 
X  ^^  i  suivi  d'un  lacet  dans  le  sens  inverse  autour  du  point  jc  =o; 
cbemin  que,  pour  abréger,  je  désignerai  désormais  par  L.  Si  Y  se 
change  en  coY  après  que  la  variable  a  décrit  un  pareil  chemin,  il 
est  clair  que  l'on  devra  arriver  à  la  même  intégrale,  soit  lorsqu'on 
lait  décrire  à  la  variable  un  lacet  dans  le  sens  direct  autour  du 
point  j:^=  I,  en  prenant  au  départ  l'intégrale  Y,  soit  lorsqu'on  fait 
décrire  à  la  variable  un  lacet  dans  le  sens  direct  autour  du  point 
.T  zrz  o,  en  prenant  au  départ  l'intégrale  (•)  Y.  Dans  le  premier  cas, 
on  aboulit  à  l'intégrale 

Ainzi-':  b%Zi'.-c%-  z^)  ■  \^{a'zy-\  b''xzy-\  c'a-Cj)-  C(Vjr'C|   :- b'''xz2-{-c''x^Z3)\ 
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dans  le  second  cas,  on  est  conduit  à  Tintégrale 

eu (A^i -^B  aj't  H-  G  a'j'a)  =  u>(A a  -h  B a'a  H-  G  a'a*) ^j-H  u>(A6-^ B  oLÙ'-hC  a*6')^i 

a)(Ac  H-  Bac'-H  Ga*c')>53. 


Il  faudra  donc  que  Ton  ait 

\a  -h  Ba'-h  Ca'     _  «(A6  -h  B^^'-i-  G^)  _  ojHXc-hBc'-^Cb")  _ 
^'^^  Ao~Ba'a-+-Ga''a»  ~  A6  4-Ba6'-i-Ga»^>'""  Ac-f-Bac'-f-Ga»c'""^' 

l*éiimination  de  A,  B,  C  conduit  à  l'équation 


(i3)    ^(0))  = 


a  —  aui  a'{t  —  aw)  a'(i  —  a'w) 
6(a  —  cd)  b\oL — ao))  6'(a  —  a*(»>) 
c(a* — o))   c'(a*  —  ao))     c'(a' — a'o)) 


=  A  H-  6  u>  -h  6'  o)'  —  A  0)5  =  o. 


On  a  ainsi  pour  déterminer  w  une  équation  du  troisième  degré, 
dans  laquelle  le  produit  des  racines  est  égal  à  Tunité;  d'après  la 
signification  des  racines  de  cette  équation,  on  sait  qu'elle  serait 
la  môme,  quel  que  soit  le  système  fondamental  dont  on  partirait 
pour  l'obtenir.  Soit  Wi  une  racine  de  cette  équation;  il  y  corres- 
pond une  intégrale  particulière  Y|  jouissant  de  la  propriété  pré- 
cédente, 

Y,  =  A71  H-  Bj,  -^  G73  =  A, 5,  -f-  B,-5,  -f-  G, Z3 

ou 

Al  -  Aa-4-Ba'-hGa% 
B,  =  A6  -f-B6'-r-G6', 
Gi  =  Xc  -hBc'-4-Gc'. 

Partons  d'un  point  quelconque  du  plan  avec  l'intégrale  Y|  et 
faisons  décrire  à  la  variable  deux  lacets  successifs  dans  le  sens 
direct  autour  de  Torigine;  on  obtient  ainsi  deux  nouvelles  inté- 
grales 

Yj  =  A  vi  -i-  Baj,  -¥-  Ga»73, 

Ys  =  A7,  -h  Ba«x,  -^  Gaj3. 

De  même,  en  faisant  décrire  à  la  variable  plusieurs  lacets  suc- 
cessifs dans  le  sens  direct  autour  du  point  j:  =  1,  on  obtient  deux 
nouvelles  intégrales 

Zj  =  A  1^1  -r-  B|a^2  •-;-  Gia*-33, 
7.3=  Ai5i -;  Bia*52  !-Gja53. 
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Les  trois  intégrales  Y|,  Y,,  Y3  forment  un  système  fondamental 
pourvu  que  le  produit  ABC  soit  différent  de  zéro.  De  même,  le 
système  Y|,  Z2,  Z3  est  fondamental,  si  A|B|C|  n'est  pas  nul.  Sup- 
posons que  ces  deux  produits  soient  nuls  en  même  temps.  Il  peut 
arriver  que  deux  des  trois  quantités  A,  B,  C  soient  nulles  en  même 
temps,  ou  qu'une  seule  soit  nulle. 

Prenons  d'abord  le  cas  où  deux  des  trois  quantités  x\,  B,  C  se- 
raient nulles  à  la  fois;  soit,  par  exemple,  B=C  =  o.  Les  rela- 
tions (12)  deviennent 

Art  _  ikb'  _  a'Ac. 
Xrt  "■  "A6"  ^  TcT' 

les  trois  coefficients  a,  fr,  c  ne  peuvent  être  nuls  ensemble.  Si  a 
est  différent  de  zéro,  on  aura  fr  =  c  =  o  et,  par  suite,  j^i  =  az^  ; 
si  6  n'est  pas  nul,  on  aura  a  =  c  =  o  et  j^'i  =  frsj,  ....On  voit 
donc  que,  dans  ce  cas,  j^J  est  une  fonction  uniforme  et  par  suite 
une  fonction  rationnelle,  et  Téquation  (10)  ne  sera  pas  irréduc- 
tible. Comme  les  points  j:  =  o,  x=  i  jouent  un  rôle  identique, 
il  en  serait  de  même  si  deux  des  trois  quantités  A|,  B|,  C| 
étaient  nulles. 

Supposons  en  second  lieu  qu'une  seule  des  quantités  A,  B,  (^ 
soit  nulle  ainsi  qu'une  seule  des  quantités  A|,  B|,  C|.  Soit,  par 
exemple,  C  ^^  C|  =  o,  AB  -;à  o.  A,  B,  =x  o.  On  aura 

Vj  ^-  Aji  -h  H  a  Va, 
Zj  =  A|^i -H  B|  7.Z1  ; 

mais,  d'après  la  façon  dont  nous  avons  choisi  rintégrale  Y|,  on  a 
/j  =:  (i)i  ^  .j(i),  r^  ^  2,  c'est-à-dire 

(o,(Av,  -h  Bavj)  =  -r  A,-3,î{,a^j, 

et  celte  relation,  jointe  à  la  précédente,  nous  montre  que  Vi  et  Vj 
constituent  un  système  fondamental  d'intégrales  d'une  équation 
linéaire  du  second  ordre  à  coefficients  uniformes  L'équation  (10) 
ne  sera  pas  encore  irréductible. 

Laissant  de  coté  ces  cas  parliculiers,  qui  seront  examinés  plus 
loin,  nous  voyons  (|ue,  si  ré({uatlon  (^10)  n'admet  pas  d'intégrales 
communes  avee   une  équation   linéaire  d'ordre  moindre  à  coeffi- 
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cients  rationnels,  les  deux  produits  ABC,  A|  B|  C|  ne  pourront  être 
nuls  en  môme  temps.  Comme  rien  ne  distingue  les  deux,  points 
^  =  o,  j?  =  I,  je  supposerai  que  le  produit  ABC  est  différent  de 
zéro;  les  intégrales  Y|,  Y2,  Yj  forment  alors  un  système  fonda- 
mental, et  ces  intégrales  se  permutent  circulairement  lorsque  la 
variable  tourne  autour  du  point  x  =  o.  Lorsque  la  variable  décrit 
un  lacet  dans  le  sens  direct  autour  du  point  jr  =  i,  nous  savons 
déjà  que  Y|  se  change  en  C0|\2Î  quant  aux  intégrales  Yj  et 
Yj,  elles  se  changent  respectivement  en  rtY| -h  6  \  2 -f- cY^, 
a'Yi  H-  6' Y2  4-  c'Ys,  les  coefficients  a^  6,  c,  a'j  b\  d  n'étant  plus 
les  mêmes  que  tout  à  l'heure.  Le  groupe  de  l'équation  (10)  dérive 
donc  de  deux  substitutions  fondamentales  de  la  forme  suivante  et 
des  substitutions  inverses  : 

S(Y,,Y„Y,  :Y„Y„Y,), 

S'(Y„  Y„  Y,  :  (oi Y„  aYi  -+-  h\^  -h  cY,,  a'Y,  -t-  h'\^  -t-  c' Y,). 

Soient  )w,  [X,  v  trois  constantes  indéterminées;  par  la  substitu- 
tion S',  l'intégrale  X  Y,  -h  [x  Y2  -4-  vYs  se  change  en 

(|jLa-+- va')Y,  -f-(X(o,  -h  |jl6  -h  v6')  Y,  -h(|jlc -f- vc')Yj. 

Pour  avoir  les  intégrales  qui  sont  multipliées  par  un  facteur  con- 
stant 7y  par  cette  substitution,  on  est  conduit  aux  équations 

—  Xj  -i-  jjia  -t-  va'=  O, 
Àii>i  -t-  \i{b  —  j )  H-  V  6'  =  o, 
[XC  -h  v(c' —  j;  =  o, 

et  l'élimination  de  ).,  u,  v  conduit  h  Téquation 

(i4)       ^* —  (6  H-  c')3*-f-  (6c'— ^  //c  —  rta)i)j  —  tO|(a'c  —  nc')^-  o. 

De  même,  les  substitutions  S'  et  S,  appliquées  successivement 
à  l'intégrale  W  \  H-  [J1Y2  4-  vY^,  la  changent  en 

(|xc-h  vc')Yi  H-(;xa-4- vrt')Yj  -^-(Xtui  -^  !x6  H- v6')Y3, 

et  si  l'on  cherche  les  intégrales  qui  sont  multipliées  par  o*  après 
ces  deux  substitutions,  on  est  conduit  aux  équations 

Xj  H-  {XC  -+-  vc'  =  o, 

jx(a  —  j)  -i-  ta!  =  o, 
)  0)  I  —  «A  /;  -^  V  (  h'  —  7  )  =  o  ; 


ê 
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rélimination  de  X,  [x,  v  conduit  de  même  à  réqualion 

(i5)      cr»  — (a-f-6')7«-+-(a6'— 6a'— c'a>,)cx  — a),(a'c  — ac')  =  o. 

D'après  les  propriétés  de  l'équation  (lo),  les  deux  équations  (i  4) 
et  (i5)  doivent  se  réduire  à  a-'  —  i  =o;  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

r  6^  (  ^  -*-  c'  =  o,     hc'  —  cb'  =  ao),, 

fa-+-6'  =  o,    ab' —  ba' =  d  iùx,    (Oi(a'c  —  ac')  =  i. 

Si  les  deux  quantités  b  et  b'  sont  différentes  de  zéro,  la  substi- 
tution S',  appliquée  à  l'intégrale  b'Y^  —  6 Yj,  la  change  en 

(a6'--6a')Y, --(6c'-6'o)Ys, 
ou,  d'après  les  formules  (i6),  en 

« 

a),(cY,  -  aVa)  =  a)t(6'Y,  -  6Y,)  ; 
la  substitution  S"*,  appliquée  ensuite  la  change  en 

u>|(6'Y,-6Y3). 

Il  existera  donc  deux  intégrales  distinctes  Y|  et  VY^  —  6Y3,  qui 
sont  multipliées  par  le  facteur  constant  (0|  lorsque  la  variable 
décrit  le  chemin  L;  ce  qui  exige  que  o)|  soit  racine  double  de 
l'équation  îp(w)  =  o.  Ecartons  d'abord  le  cas  particulier  011  o(w) 
se  réduirait  à  (w  —  i)'  :  nous  pourrons  supposer  que  l'on  a  pris 
pour  (0,  une  racine  simple  de  cette  équation,  et  il  faudra  que  l'on 
ait  /;=//=  o.  Les  équations  (16)  donnent  alors  ar=o,  c'=o, 
a'cM^=z\,  Pour  l'uniformité  des  notations,  posons  0=1^2^ 
a'=z  (I);,;  les  substitutions  S  et  S'  auront  les  formes  suivantes  : 

j  S(Y„Y„Y3:Y„Y3,Y,), 
'^  (  S'(Y,,Y,,Y3:co,Y„co,Y3,a)3Y,), 

où  (0|,  0)2,  (03  sont  précisément  les  racines  de  l'équation  ç(co)  =  (), 
racines  qui  vérifient  la  relation  w,  0)3(03  =  i . 

Je  dis  qu'il  en  est  de  môme  dans  le  cas  où  'f  (w)  admet  la  racine 
triple  (0  =  1.  En  effet,  supposons  qu'il  en  soit  ainsi  et  reprenons 
le  raisonnement  précédent.  Il  n'v  a  rien  à  changer  si  les  deux  quan- 
tités bQl  i' sont  nulles;  je  remar(|uc  que,  d'après  les  relations  (16), 
si  l'une  d'elles  est  nulle,  il  on  est  de  même  de  la  seconde. 
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Supposons-les  toutes  différentes  de  zéro,  et  posons 

Z,  =      6'«Yi  --66'Y,-4-ft«Y„ 
Z,  =      6«Yi  -f-6'«Y,  — 66'Yj, 
Z,  =  — 66'Y, -h6«Y,-h6'«Y3; 

Z|,  Za,  Z3  forment  un  système  fondamental,  pourvu  que  b^-h  b'^ 
soit  différent  de  zéro.  Supposons  cette  condition  remplie;  nous 
venons  de  voir  que  la  substitution  S'  change  Zi  en  Z2  et  Zj  en  Z3, 
et  le  groupe  de  Téquation  dérivera  des  deux  substitutions 

S  ( Zi,  Zj,  Z3  :  Zf,  Z3,  Zj  ), 

S'(Zi,  Zi,  Z3  :  Zj,  Z3,  aZi  -H  6Zj  -f-  CZ3). 

On  obtiendra,  comme  plus  haut,  les  coefficients  «,  fr,  c  en  écri- 
vant que  la  substitution  S'  reproduit  trois  intégrales  particulières 
multipliées  par  les  facteurs  i,  a,  a*,  et  l'on  trouve  qu'il  faut 
prendre  ^  =  i ,  6  =  0=0.  Ces  substitutions  S  et  S'  sont  par  con- 
séquent de  la  forme  (17). 

Si  l'on  avait  b^  -{-b'^  =  o,  les  trois  intégrales  Z|,  Z2,  Z3  seraient 
identiques,  et  ZJ  serait  une  fonction  uniforme. 

En  résumé,  toutes  les  fois  que  r équation  (10)  est  irréduc- 
tible, le  groupe  de  l'équation  dérive  de  deux  substitutions  de 
la  forme  (17),  Y|,  Yj,  Yj  désignant  trois  intégrales  convena- 
blement choisies  formant  un  système  fondamental. 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  immédiatement  que  le  produit 
Y1Y2Y3  est  uniforme,  d'après  la  relation  (0|  to.jcos  =  i.  On  voit 
aussi  que  les  dérivées  logarithmiques 

I    ^Y,        I    r/Y,        1    ^/Y, 


>         T7-     — î > 


Y|    dr        Yj    dx        Y3    dx 

ne  peuvent  que  revenir  à  leurs  valeurs  initiales  ou  s'échanger  entre 
elles  lorsque  la  variable  décrit  un  contour  fermé  quelconque;  ces 
dérivées  sont  donc  racines  d'une  équation  du  troisième  degré,  dont 
les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  de  la  variable.  Soit 

y  —,—  =  U;  la  relation  /(U,  j')=  o   sera  du  genre  un ,   car  la 

fonction  U  est  ramilîrc  de  la  mémo  manière  que  la  fonction  aigé- 
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brique  u  définie  par  J'équalion 

« 

L'inlégralc  générale  de  l'équation  (lo)  s'exprimera  donc  au 
moyen  d'intégrales  elliptiques  de  première  et  de  troisième  espèce, 
ce  qui  est  bien  conforme  au  théorème  de  M.  Picard. 

Pour  effectuer  l'intégration,  on  pourra  employer  une  méthode 
analogue  à  l'une  des  méthodes  employées  par  M.  Hermite  pour 
l'équation  de  Lamé  (Annali  di  Matematicay  t.  IX,  2*  série).  On 
peut  toujours,  par  une  transformation  facile,  supposer  que  m  et /i 
sont  nuls,  et  que  m',  n',  m'\  /l'^sontnuls  ou  positifs;  cette  transfor- 
mation effectuée,  le  produit  Y|  Y2  Ys,  restant  fini  dans  toute  l'éten- 
due du  plan,  ne  pourra  être  qu'un  polynôme,  et  il  est  aisé  d'avoir 
a  priori  leAe^vé  de  ce  polynôme  d'après  la  forme  des  intégrales 
dans  le  voisinage  du  point  x  =  ao  .  Ce  produit  satisfait  à  une  équa- 
tion linéaire  du  dixième  ordre  que  l'on  sait  former,  et  l'on  pourra 
toujours  l'obtenir  sans  autre  difficulté  que  la  longueur  des  cal- 
culs. Une  fois  ce  produit  connu,  M.  Halphen  a  montré  comment 
on  pouvait  achever  l'intégration  {Comptes  rendus,  t.  XCVII, 
p.  i4o8  et  i54i  ;  t.  XCVIII,  p.  i34);  l'application  de  sa  métliode 
conduit  en  effet  à  des  quadratures. 

4.  Supposons  maintenant  que  l'équation  (10)  admette  une  in- 
tégrale commune  avec  une  équation  linéaire  à  coefficients  ration- 
nels d'ordre  inférieur  au  troisième.  Cette  équation  pourra  être  du 
premier  ou  du  second  ordre,  mais  nous  allons  voir  que  le  second 
cas  se  ramène  au  premier. 

En  effet,  si  l'équation  (10)  admet  toutes  les  intégrales  d'une 
équation  du  second  ordre  à  coefficients  rationnels  ^(r)z=o, 
dans  le  domaine  de  chacun  des  points  o ,  1 ,  00  ,  l'équation 
<^(  )')  =  o  devra  admettre  deux  intégrales  qui  se  reproduisent  mul- 
tipliées par  deux  des  facteurs  i ,  a,  a-,  lorsque  la  variable  décrit  un 
lacet  autour  de  ce  point,  et,  dans  le  domaine  de  tout  autre  point, 
l'intégrale  sera  uniforme.  On  peut  toujours,  en  multipliant  ces 
intégrales  par  un  facteur  de  la  forme  xP{x —  i)*?,  où  p  et  q  ont 
l'une  des  valeurs  o,  ^,  -jj,  supposer  que  les  multiplicateurs  relatifs 
aux]  points  o  et  1  sont  i  et  a.  Soient  )',  et  v^  les  intégrales  qui  se 
comportent  d'une  manirre  simple  dans  le  domaine  du  point  .r  rr=o 


—  KM)  — 


el  3|,  z>  celles  qui  se  comporlenl  d'une  manière  simple  dans  le 
domaine  du  point  x-^i.  Knlre  ces  intégrales  il  existe  deux  rela- 
tions linéaires,  telles  que 


(i8) 


(   y^  -^  czi  -^dzi\ 


le  déterminant  ad — bc  étant  différent  de  zéro,  comme  z^  n'est 
déterminé  qu'à  un  facteur  constant  près  ,  on  peut  supposer 
ad  —  te  =  I .  Les  équations  (lo)  peuvent  aussi  s'écrire 

Faisons  décrire  à  la  variable  deux,  lacets  successifs  dans  le  sens 
direct  autour  des  points  j:  =  o,  j:  =  i;^Vi  se  change  en  a vi -ht a ^^ 
ou  en 

De  même,  j'a  se  change  en  a(c5|  -h  dz^),  puis  en  a(c3|  -j-  rfa-i) 
ou  en 

Il  en  résulte  que  \y^  -h  [^^'2  se  change  en 
\\{ad —  a6c)  -h  \icd{iL  —  a')]/i  -+-  [^(^  —  i)a6  -f-  [jL(a*rt<'i--  a6c)]jj; 

pour  que  cette  intégrale  se  reproduise  à  un  facteur  constant  près  7, 
il  faudra  que  Ton  ait 

^{ad  —  a6c  —  d) -f-  \kcd{7.  —  a')  =  o, 
X(a  —  \)ab-¥-  [1(7} ad —  a 6c  —  d)  =  o 


et  par  suite 


ad — 7,bc  —  fj         cd(7.  —  a*) 
(a  —  i)ab        a'^ad  —  a  6c  —  a 


=  Œ* -4- da ( ae/ -h  îi6c)-4-  a«  =  o. 


Les  racines  de  cette  équation  doivent  être  distinctes  et  avoir 
Tune  des  valeurs  1,  a,  a^;  ces  racines  seront  par  suite  i  et  a^,  ce 
(jui  exige  que  Ton  ait 

I  -H  a  (  ad  H-  a  6c  )  -4-  a'  =  o 


-  no  - 

ou 

ad -^  ibc  =  \. 

Cette  relation,  jointe  à  la  condition  ad —  bc=  i,  donne  36c  =  o. 
Il  en  résulte  que  Féquation  ^(>')  =  o  admet  elle-même  une  inté- 
grale commune  avec  une  équation  du  premier  ordre  à  coefficients 
rationnels.  Ainsi,  si  U équation  (lo)  n^est  pas  irréductible j  elle 
admet  pour  intégrale  la  racine  cubique  d^ une  fraction  ration- 
nelle. 

On  peut  encore  se  proposer  dans  ce  cas  de  former  le  groupe  de 
Féquation  (lo).  En  multipliant  toutes  les  intégrales  par  un  facteur 
de  la  forme  xp[x  —  i)^,  on  peut  supposer  qu'elle  admet  une  inté- 
grale uniforme  dans  tout  le  plan.  Les  substitutions  fondamentales 
du  groupe  auront  la  forme  suivante  : 

Pour  déterminer  les  coefficients  a,  6,  c,  a',  b'y  c\  ou  emploie  la 
méthode  dont  je  me  suis  déjà  servi  plusieurs  fois;  on  trouve  ainsi 
les  conditions 

6 -f- c' -f- 1  =  o,     bc' — b'c  =  i,     6a-h  c'a*-H  I  =  o, 

d'où  l'on  tire 

b  =  oLy     c  =  a*,     b'c  —  o. 

Cette  dernière  donne  soit  6'=o,  soit  c  =  o;  comme  rien  ne  dis- 
tingue les  deux  intégrales ^2 >J^3>  nous  prendrons  c=:o.  Par  suite, 
le  groupe  de  Féquation  (10)  dérive  dans  ce  cas  de  deux  substitu- 
tions de  la  forme  suivante  : 


(19) 


)    S (7,, 7,, 73  Ij,,  aj,,  aîja), 


/  S' (7,, 7,, 73  :  ri'  «7i  H-  ^yt^  «>i  -^  ^>î-f-  ^^Vs)» 

a,  a\  y  étant  trois  coefficients  indéterminés. 

5.  Il  est  facile  de  déduire  de  là  la  forme  analytique  de  l'inté- 
grale générale.  Nous  savons  déjà  que 71  est  une  fonction  ration- 
nelle. Si  a  =  0,^2  sera  la  racine  cubique  d'une  fonction  ration- 
nelle; si  a  n'est  pas  nul,  le  rapport  —  admet  en  chaque  point  du 

4/    ' 


plan  une  infinité  de  valeurs  comprises  dans  la  formule 

"(-') 

sa  dérivée  — y^  ■   sera    donc    une   fonction  algébrique  ramifiée 

comme  la  fonction  u  =  '\'x{x  —  i  ),  et  par  suite  —  sera  une  inté- 
grale elliptique. 

Tout  pareillement,  on  reconnaît  que  si  les  deux  coefficients  a' 
et  i'  sont  nuls,  y^  est  la  racine  cubique  d'une  fraction  ration- 
nelle. Si  b'  est  nul,  sans  que  a'  le  soit,  le  rapport  —  est  une  inté- 
grale elliptique;  si  a  et  b'  sont  nuls  et  a'  difiiérent  de  zéro,  *^  sera 

une  intégrale  elliptique.  Si  a  et  b'  sont  tous  deux  difi'érents  de 
zéro,  en  posant 

on  reconnaît  que  la  fonction  U  admet  en  chaque  point  une  infinité 
de  valeurs  qui  sont  comprises  dans  la  formule  a'"U-|-C;  U  est 
donc  une  intégrale  elliptique. 

6.  Si  l'on  suppose  nuls  tous  les  nombres  m  et  /i,  l'équation  (lo) 
prend  la  forme 


Pt  P'f  P^'  désignant  trois  nombres  entiers  dont  la  somme  est  nulle. 
Considérons  l'équation  différentielle 

/^y  =  6v/3(i-4-K«)^j-«(ar-.,)t, 

qui  admet  l'intégrale 

X  =  — h  —  \/i  H-  K*  sn  ^  en  ^  dn  z. 


(^1) 
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le  module  K*  ayant  la  valeur  particulière  donnée  par  ré(]uation 

f(HK*)«]-îK*=o. 

Si  dans  Féqualion  (20)  on  remplace  .r  par  la  fonction  précé- 
dente, on  trouve  Téquation  transformée 

G  v/J(i-4-Kî)^  [/Xy-^-  i^  ^P'^hi'  -^  — /1-+-K2  sn5  cn5  dn^  j  -h  h\y  =  o. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  trois  nombres  />,  />',  y>''  soiil  nuls, 
cette  équation  se  réduit  à 

_Z  -f-6v/3(n-Kî)2/ij  =  o; 
il  en  résulte  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  (20)  sera 

si  A  n'est  pas  nul,  et,  si  h  ==.  o, 

Il  y  a  encore  deux  autres  cas  où  Von  peut  efifeclncr  TiiUrgralion  : 
c'est  d'abord  celui  où  Ton  a  jj  z-zz  \  ^  p  --  o,  //^=  —  1  ;  en  tenant 
compte  de  la  valeur  parliculière  du  module  K-,  Tcqualion  (21) 
peut  s'écrire 

-^  -^-(14-  K*— 3Kîsn2  3)  ^  -•(//,  — 3  K^sn  son  c  (In  c)r=^  o. 
dz"»  dz 

Cette  équation  rentre  dans  une  catéé^oric  d'équations  du  troi- 
sième ordre,  dont  M.  Mittag-Lelflcr  a  fait  connaître  Tinté^rale 
générale  [Ueber  die  Intégration ,  etc,  (Acta  Socielatis  Fcn~ 
nicœ,  t.  XII,  p.  65.  Comptes  rendus,  22  mars  et  5  avril  1880  j. 
L'équation  dont  il  s'ap:it  ici  admet  les  trois  intégrales  particu- 
lières 

M(  -3  -^  Cl)  )      --T r 

)'    z=.     —    t»       WifD) 
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ui   étant  donné  par  Téquation 

/il  -4-  K'  sn(i>  cnco  dri  w  =  o. 

Enfin,  si  l'on  suppose  /?  =  o,  /?'=  i,  /?"=  —  i,  Téqualion  (21) 
devient 

c'est  un  cas   particulier  d'une  équation  intégrée  par  M.  Picard 
(Comptes  rendus  y  t.  XC,  p.  128). 

Dans  le  cas  général,  la  méthode  d'intégration  indiquée  plus  haut 
pourréquation(io)sembledevoirconduireà  des  calculs  compliqués. 
En  premier  lieu,  cette  méthode  exige  la  formation  d'une  équation 
du  dixième  ordre,  et  la  recherche  d'un  polynôme  satisfaisant  à 
cette  équation.  Connaissant  ce  polynôme,  l'application  de  la  mé- 
thode de  M.  Halphen  paraît  elle-même  exiger  d'assez  longs  calculs. 
Peut-être  pourrait-on  opérer  pluç  simplement  en  cherchant  la  dé- 
rivée logarithmique;  si  dan^  Téquation  (10)  on  pose  j^  =  c-^"*'-', 
on  est  conduit  à  une  équation  du  second  ordre  en  u,  qui  admet, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu,  une  intégrale  algébrique.  Soit 

l'équation  qui  donne  cette  intégrale  algébrique;  P,  Q,  R,  S  sont 
des  fonctions  entières  de  Xj  dont  il  est  aisé  d'avoir  le  degré,  ou  du 
moins  une  limite  supérieure  de  ce  degré.  Soit  F  (a:)  le  polynôme, 
produit  des  trois  intégrales  Y| ,  Yj,  Y3  ;  la  fonction  u  ne  peut  avoir 
que  des  pôles  du  premier  ordre,  et  ces  pôles  seront,  outre  les 
points  G,  1 ,  00  ,  les  racines  de  F(j:)  =  o;  comme  on  peut  trouver 
a  priori  le  degré  de  F(j:),  P,  Q,  R,  S  ne  contiendront  qu'un 
nombre  limité  de  coefficients  indéterminés,  et  tout  se  réduira  à  un 
calcul  d'identification. 

L'équation  (21)  peut  s'écrire,  en   tenant  compte  de  la  valeur 
particulière  du  module, 

^  -+-  (3/>/>'-  3/>/>M-  3/>>'-f-  3/>  --  ^p'-^p")  [3 K^sn^z  -  (i-^  K«)]  ^^ 

-^  [ 3/? ( 3/)' -f-  7.) ( 3/)' -•■   o^)K*  sn z  en  z  dn z  -h  hi]y  —  o, 

Quelle  que  soit  la  valeur  du  module  R^,  cette  équation  admet  les 
points  critiques  5=  iK'+  2/wK-|-  2m'/K',  et  les  racines  de  l'équa- 
tion déterminante  sont  3/?,  3/>'-+-i,  3^" -h  *>.;  maison  sait  que,  pour 
XII.  8 


-  lii  - 

que  rintégrale  générale  soit  uniforme,  deux  autres  conditions  sub- 
sidiaires doivent  être  remplies.  Lorsque  K^  a  la  valeur  particulière 
définie  par  Téquation  [(HK^)^] —  3K^  =  o,  nous  venons  de  voir 
qu^elles  sont  toujours  remplies;  mais,  dans  les  deux  cas  particu- 
liers que  nous  avons  examinés,  elles  le  sont  aussi,  quel  que  soit  K^. 
Il  y  a  donc  lieu  de  se  demander  si  Téquation  précédente  n^aurait 
pas  son  intégrale  uniforme,  quel  que  soit  le  module  K^,  et  les 
nombres  entiers  Pip\  p"  vérifiant  la  relation  />+/>' -h/?"  =o.  Il 
ne  semble  pas  qu'aucune  méthode  simple  puisse  être  appliquée  au 
cas  général. 


Sur  la  droite  moyenne  d^un  système  de  droites  quelconques 
situées  dans  un  plan;  par  M.  Maurice  d'Ocagne 

(Séance  du  i8  juillet  1884.) 

1.  Soient  A|,  Â2,  . .  • ,  A^,,  p  droites  quelconques  données  dans 
un  plan;  supposons  qu'une  droite  se  déplace  dans  ce  plan  en  res- 
tant parallèle  à  une  direction  fixe  A,  et  coupe  à  chaque  instant  les 
p  droites  données  en  des  points  que  nous  désignerons  par  ai, 
a^j  . . .,  ap\  le  centre  des  moyennes  distances  g  des  points  ai, 
aa,   . . .  ^  ap  décrit  une  droite  G. 

Nous  dirons  que  la  droite  G  est  la  droite  moyenne  des  droites 
A,,  A2,  .  .  . ,  A^  relativement  à  la  direction  A. 

Si  les  droites  A, ,  Aa,  .  .  . ,  A^,  passent  par  un  même  point  O,  on 
voit,  en  menant  par  le  point  O  une  droite  D  parallèle  à  la  direc- 
tion A,  que  la  droite  G  est  conjuguée  harmonique  de  la  droite 
D  par  rapport  aux  droites  K^^  K^^  ...,  A^,  c'est-à-dire  que 
si  une  droite  quelconque  coupe  la  droite  G  au  point  g  y  la  droite  D 
au  point  rf,  et  les  droites  A| ,  A2,  .  .  . ,  A^  aux  points  a^ ,  aa,  . . . , 
apy  le  point  g  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques  du 
point  d  par  rapport  aux  points  «,,  r/.j,  .  .  . ,  ap, 

î2.  Soit  A/  Tune  quelconque  des  droites  du  système.  Nous  pren- 
drons l'équation  de  cette  droite  sous  la  forme 

y  --  nii.r  --  /i/  =  (), 
et  nous  poserons  i'  —  miX —  ;?/  =  A/,  en  sorte  (jue  les  équations 


des  diverses  droites  considérées  seront 

Al  =  o,     Af  =  0,     •  •  M     A;>  =  o. 

Cherchons  Péquation  de  la  droite  moyenne  du  système  relative- 
ment à  la  direction  A,  définie  par  le  coefficient  angulaire  [x. 
Si  nous  coupons  la  droite 

y  —  ntiX  —  n/  =  o 
par  la  droite 

nous  avons  pour  coordonnées  du  point  de  rencontre  ai^ 

V  —  71/  niiV  —  UL/l/ 

Xi  = ,    yi  = i-— . 

Les  coordonnées  du  centre  g  des  moyennes  distances  des  points 
Oi,  «2,  , .  ,^  ttp  seront  donc  données  par 

i=p  i-p  i=p 

^x = y  *'  --"'-  -- .  y  —^ —  y  — "'  - 

'^  .^d  m/  —  |x         ^^  nti  —  \L       ^^  mt  —  ji 

i  -  I  i  -  1  i..\ 

et 

i  =  p  1-=/»  i  =  ;» 

py  =  > 1- —  —  t'  > «A  > 

i=l  1-1  «=i 

Uéquation  de  la  droite  moyenne  G,  obtenue  par  Félimi nation 
du  paramètre  v  entre  les  deux  équations  précédentes,  sera,  par 
suite, 

i  =  p  i  =  p  i  =  p  xi-p  i  =  p  V 

p^y— — P'^y-^^-^y-^^iy-^ — i-y---- Y 

*=1  |:=1  i  — 1  \l  =  l  I— I  / 

mais  observons  que 

i=p  i=p 

V^      m/  ^        r        _ 

^  m/  —  jx       '   ^  //j|  —  |A  ~ 

i  =  l  II 

l'équalion  deviendra  donc,  après  division  par  />, 

i  =  /»  i-p  i-p 

y  y  _' —  r  y  _?"' .  _  y ..  "••  _  -.  „ 

*^   ^^  mi  -    |x  ^^  mi        ;x        .^irf  w/        «x 

Il  /     I  I  -  I 


ou 

(0  y— ^=o. 


mi—  [L 
1  =  1 


Donc  : 


Règle.  —  Pour  ai^oir  l'équation  de  la  droite  moyenne  d'un 
système  de  droites  relativement  à  une  direction  A  donnée,  il 
faut  : 

1**  Mettre  les  équations  de  ces  droites  sous  la  forme 

y  —  mx  —  n  =  o; 

a**  Diviser  chacune  de  ces  équations  par  l'excès  du  coeffi- 
cient angulaire  correspondant,  sur  le  coefficient  angulaire  de 
la  direction  A  ; 

3**  Faire  la  somme  des  équations  ainsi  préparées. 

3.  Remarquons  que,  si  toutes  les  droites  données  sont  paral- 
It'les,  l'équation  (i)  se  réduit  à 


1  =  1 


^A^-o. 


\,  L'équation  (i)  met  en  évidence  ce  fait,  à  savoir  que  la  droite 
moyenne  de  p  droites  relativement  à  une  direction  A  coupe 
chacune  de  ces  droites  au  même  point  que  la  droite  moyenne 
des  p  —  1  autres  droites  relativement  à  la  même  direction  A. 

5.  Comme  application  de  cette  remarque,  déterminons  la  droite 
moyenne  des  trois  côtés  d'un  triangle  ABC  relativement  à  une 
direction  A  donnée. 

Menons  à  la  direction  A  une  parallèle  quelconque  qui  coupe  le 
côté  AB  au  point  C,  le  côté  AC  au  point  B',  et  le  côté  BC  au 
point  A'.  Soient  respectivement  a,  ^,  y  les  milieux  des  segments 
B'C,  A'C,  A'B';  les  droites  Aa,  Bp,  Cy  sont  respectivement  les 
droites  moyennes  des  systèmes  de  droites  (AB,  AC),  (BC,  BA), 
(CA,  CB),  relativement  à  la  direction  A.  Donc,  d'après  la  re- 
marque précédente,  si  a  est  le  point  de  rencontre  de  Aa  et  de  BC, 
h  celui  de  B,3  el  de  AC,  r  celui  de  Cv  et  do  AB,  les  points  n,  />,  r 
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sonl  en  ligne  droite,  et  la  droite  abc  est  la  droite  moyenne  des 
trois  côtés  du  triangle  ABC,  relativement  à  la  direction  A. 

6.  Une  autre  conséquence  de  Téquation  (i),  c'est  que  la  droite 
moyenne  d'un  système  de  droites  relativement  à  la  direction  de 
l'une  quelconque  d'entre  elles  se  confond  avec  cette  droite  elle- 
même  ;  il  est  bien  facile  de  se  rendre  compte  de  ce  fait  géomé- 
triquement. 

7.  Si  l'on  considère  un  système  de  droites  fixes  A| ,  Aj,  . . . ,  A^, 
à  chaque  direction  A  correspondra  une  droite  moyenne  G.  On  peut 
chercher  à  se  rendre  compte  de  la  façon  dont  ces  droites  moyennes 
sont  distribuées  dans  le  plan,  ou,  en  d'autres  termes,  à  déterminer 
l'enveloppe  de  la  droî|te  G,  lorsqu'on  fait  varier  la  direction  A. 

L'équation  de  cette  enveloppe  s^obtient  par  l'élimination  de  \k 
entre  les  équations 


et 

V         A/ 
(a)  >   n  =  «• 

1  =  1 
Posons 

F(|i)  =  (m|--[x)(m,  —  îx)...(/n^  — |x) 
et 


FAit(|x)  = 


(m/»  — {x)(mA.  —  [Ji) 


F([jl)  et  Faa([x)  sont  des  fonctions  entières  de  |jl;  la  première  de 
degré  /?,  la  seconde  de  degré  p  —  a. 

Employant  la  notation  connue  ai  b^  —  a^b^^^  [ai  6,],  nous  po- 
serons encore 

(p([x,  a,  6)=  [a,  6,]  (m,  —  m,)  (F„(jji))'-h  [«i  6,]  (m,  —  /w,)(Ft3(|x))'-l-... 
-T-  [ai  bp]  (nti-^mp)  (F,p(|x))'-r-[a,  63](/n,  — m3)(F,3(fx))»-+-... 
-f-  [a,  bp]  (m,  —  ntp)  (F,p([x))*  -{-... 
-T-  [a^_,  bp](mp^i  —  mp){Fp-ip ( |x))'. 

On  voit,  par  des  calculs  un  peu  longs,  mais  qui  n'ofl'rent  au- 
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cune  difficulté,  que  des  équations  (i)  et  ('i)  résultent  pour  j;  et^ 
les  valeurs 

(3)  x=?;^-'>^;, 

(4)  ?(|x.m,n) 

Les  équations  (3)  et  (4),  qui  peuvent  être  prises  pour  équa- 
tions de  l'enveloppe  cherchée,  définissent  une  courbe  unicursale 
de  Tordre  ^{p  —  2). 

8.  Cette  courbe  est  tangente  aux />  droites  A|,  Aj,  ••.,Ap. 
Cherchons  le  point  où  elle  touche  Tune  quelconque  de  ces  droites, 
Aj  par  exemple. 

A  cet  effet,  éliminods  m^  —  [jl  entre  les  équations  (1)  et  (a).  Il 
vient 

(5)  V^'/^^J^'^p^o. 

i  =  J 

Nous  avons  ainsi  Téquation  d'une  droite  passant  par  le  point  de 
contact  de  la  droite  moyenne  considérée  avecf  son  enveloppe. 

Pour  [JL=  /W|,  la  droite  moyenne  se  confond  avec  la  droite  A|  et 
Téquation  (5)  devient 


2 


{rnt  —  mx) 


=  O. 


Cette  équation  définit  la  droite  moyenne  des  droites  Aa,  A3,  ..., 
A^  relativement  à  la  direction  de  la  droite  K^. 

Or,  cette  droite  coupe  la  droite  A|  au  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  points  où  A|  est  coupée  par  les  droites  A,,  A3,  . . ., 
A^.  Donc  : 

U enveloppe  de  la  droite  moyenne  d'un  système  de  p  droites 
est,  en  général,  une  courbe  unicursale  de  V ordre  i{p  —  2), 
tangente  à  chacune  de  ces  droites  au  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  points  où  la  droite  considérée  est  coupée  par  les 
p  —  I  autres  droites. 

9.  Si,  en  particulier,  nous  considérons  la  droite  moyenne  des 
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trois  côtés  d'un  triangle,  nous  voyons,  d'après  le  théorème  précé- 
dent, que  cette  droite  a  pour  enveloppe  la  conique  inscrite  dans 
le  triangle,  et  qui  touche  ses  trois  côtés  en  leurs  milieux. 

On  voit  immédiatement  que  cette  conique  a  pour  centre  le 
centre  de  gravité  du  triangle. 

On  trouve  d'ailleurs,  par  des  réductions  faciles,  que  si 

Al  =  o,     A,  =  o,    A,  =  o 

sont  les  équations  des  trois  côtés,  mises  sous  la  forme 

^  —  mx  —  n  —  o, 

Téquation  de  cette  conique  peut  s'écrire 

AJ(m,  — /wa)*-!- AJ(//ij  — mi)»-^-  A*(//ii  —  //i,)« 
-f-  2A1  AjC/Hs  -—  mi)(mz  —  nii)  -f-  2Aj  A3  (/«|  —  nit){nii  —  m^)  . 

-  -  2  A3  A|  (  /;ij  —  /113  )  (  //ît  —  //i|  )  =  o. 

10.  Nous  développons,  dans  un  Mémoire  qui  va  paraître  pro- 
chainement dans  les  Nouvelles  Annales,  une  méthode  de  trans- 
formation géométrique  qui  permet,  entre  autres  applications,  d'éta- 
blir un  très  grand  nombre  de  propriétés  des  droites  moyennes. 
Toutes  les  propositions  qui  suivent  ont  été  obtenues  par  l'emploi 
de  cette  méthode. 

11.  Soient  données  deux,  droites  A|  et  Aj  et  une  direction  A; 
coupons  les  droites  A|  et  A2  par  une  droite  quelconque  U  rencon- 
trant la  droite  A|  au  point  a^  et  la  droite  A2  au  point  ^2;  menons 
parles  points  a\  et  a-i  des  parallèles  à  la  direction  A;  la  pre- 
mière des  droites  ainsi  menées  coupe  la  droite  A2  au  point  a\^  la 
seconde  coupe  la  droite  A|  au  point  a\  ;  joignons  les  points  a\  et 
a'j  par  une  droite  Û'.  On  voit  que  les  droites  Û  et  Û'  ont  même 
droite  moyenne  par  rapport  à  la  direction  A  que  les  droites  A| 
et  A.^  • 

Nous  exprimons  d'une  manière  abrégée  la  construction  précé- 
dente, un  peu  longue  à  énoncer,  mais  bien  simple  par  le  fait,  en 
disant  que  la  droite  H'  est  obtenue  en  retournant  la  droite  1}, 
suivant  la  direction  A,  entre  les  droites  A|  et  A^. 

Cela  posé,  nous  pourrons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Soient  Al,  A2,  ...,  V^,  p  droites  données  dans  un  plan;  cou- 


pons  ce  système  par  une  droite  Q  quelconque;  retournons  la 
droite  Û  suivant  une  direction  donnée  A  entre  les  droites  A|  et 
A2,  ce  qui  nous  donne  une  droite  Û|  ;  retournons  ensuite  Û,  sui- 
vant A,  entre  û|  et  A,,  ce  qui  nous  donne  û,  ;  puis  Û,  toujours 
suivant  A,  entre  Û2  e/  A4,  ce  çr«e  noi/5  donne  U3,  e/  ainsi  de 
suite;  nous  finirons  par  obtenir  une  droite  Ûy,_i  ; 

I**  Les  droites  ùp_\  et  û  se  coupent  sur  la  droite  moyenne  G 
du  système  des  droites  A,,  Ao,  .  .  ,  A^,  relativement  à  la  di- 
rection A; 

2"  Si  les  droites  G,  û  et  Cly,_i  coupent  respectivement  aux 
points  g,  if}  et  (0;,_,  une  parallèle  quelconque  à  la  direction  ày 
on  a 

iag  I 

De  là  résulte  une  construction  de  la  droite  movenne  d^un  svs- 
tème  de  droites  relativement  à  une  direction  donnée. 

12.  Soit  G  la  droite  moyenne  des  droites  A|,  A2,  .  . . ,  A^,  rela- 
tivement à  la  direction  A.  Si  nous  retournons  la  droite  G,  suivant 
la  direction  A,  entre  les  droites  A|  et  K^j  nous  obtenons  la  droite 
B^;  de  même,  la  droite  G  retournée,  suivantla  direction  A,  entre  B, 
et  A3,  donne  la  droite  B3  ;  G  retournée,  toujours  suivant  A,  entre 
B3  et  A^, donne  Bj  ;  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  une  droite  Bjt  quel- 
conque. Les  droites  B^,  AA^_^,  ...,  A^  ont  pour  droite  moyenne ^ 
relativement  à  la  direction  A,  la  même  droite  G  que  les  droites 

nL\  ^   -T.2i    .  •  •  <   ^p» 

13.  La  droite  moyenne  joue  un  rôle  intéressant  dans  certaines 
questions  relatives  aux  coniques.  En  voici  quelques  exemples  : 

I.  Si  un  triangle  se  déplace  en  restant  inscrit  dans  une  co- 
nique C  et  circonscrit  à  une  autre  conique^  la  droite  moyenne 
des  trois  côtés  de  ce  triangle^  relativement  à  l'une  ou  à  l'autre 
des  directions  asymptotiques  de  la  conique  C,  passe  par  un 
point  fixe. 

II.  L'enveloppe  de  la  droite  moyenne,  relativement  à  une 
direction  fixe  A,  des  côtés  d'un  polygone  inscrit  et  circonscrit 
à  deux  coniques  données  y  est  une  conique  homologique  de  celle 
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à  laquelle  le  potygone  reste  circonscrit,  le  centre  d^homologie 
étant  à  V infini  dans  la  direction  A  (*  ). 

III.  Soient  maintenant  H  et  H'  deux  hyperboles  telles  que  les 
tangentes  à  ces  hyperboles,  parallèles  à  la  droite  qui  joint  leurs 
centres  O  et  O',  soient  les  mêmes.  Appelons  H|  et  H',  les  hyper- 
boles complémentaires  (^)  de  H  et  H'.  Nous  aurons  ce  théorème  : 

Si  un  polygone  P,  d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  se  meut 
en  restant  inscrit  dans  l'hyperbole  H|  et  circonscrit  à  V hyper- 
bole Hj,  la  droite  moyenne,  relativement  à  la  direction  00', 
des  tangentes  à  l'hyperbole  H|,  menées  par  les  sommets  du  po- 
lygone V,  passe  par  un  point  fixe  A  qui  est  le  point  de  rencontre 
des  diamètres  deM{  et  de  H',,  conjugués  de  la  direction  00'. 

De  là  ce  corollaire  : 

Si  Von  mène  par  le  point  A  une  parallèle  D  à  OO',  le  point  K 
est  constamment  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  oii 
la  droite  D  est  coupée  par  les  tangentes  à  V hyperbole  H|,  me- 
nées par  les  sommets  du  polygone  P. 

14.  Mais  la  notion  de  la  droite  moyenne  intervient  aussi,  comme 
on  va  voir,  dans  des  propriétés  beaucoup  plus  générales  des 
courbes.  Exemples  : 

I.  Etant  données  une  droite  D  et  une  courbe  C  de  la  clause 
p,  si  par  chaque  point  de  la  droite  D  on  tire  les  p  tangentes 
que  l'on  peut  mener  de  ce  point  à  la  courbe  C,  et  que  l'on 
prenne  la  droite  moyenne  de  ces  p  tangentes  relativement  à  la 
direction  de  la  droite  D,  cette  droite  moyenne  passe  par  un 
point  fixe. 


C)  Je  gcncralise  ainsi  ce  Ihéorènie  : 

La  polaire  d'un  point  fixe  A,  par  rapport  aux  côtés  d'un  polygone  inscrit 
et  circonscrit  à  deux  coniques  données,  enveloppe  une  conique  homologique 
de  celle  à  laquelle  le  polygone  est  circonscrit,  le  centre  d'homologie  étant 
confondu  avec  le  point  A. 

9 

(')  Etant  menées  à  une  hyperbole  deux  tangentes  parallèles,  on  forme  le  paral- 
lélogramme qui  a  pour  diagonales  les  asymptotes,  et  ces  deux  tangentes  pour 
rôles;  les  deux  autres  cotés  de  ce  parallélogramme  enveloppent  une  seconde  hy- 
perbole, qui  a  mêmes  asymptotes  que  la  première,  et  que  nous  appellerons  sa 
complénientairv. 
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II.  Une  droite  qui  se  déplace,  en  restant  parallèle  à  une 
direction  fixe  A,  coupe  à  chaque  instant  une  courbe  d^  ordre  p 
en  p  points;  la  droite  moyenne,  relativement  à  la  direction  A, 
des  tangentes  en  ces  p  points  est  fixe  et  se  confond  avec  la 
droite  moyenne  des  droites  qui  joignent  deux  à  deux  tous  les 
points  de  contact  de  la  courbe  donnée  et  de  ses  tangentes  paral- 
lèles à  la  direction  A. 

III.  Considérons  deux  courbes  C|  et  C2  et  une  direction  A  quel- 
conque. Menons  à  chacune  de  ces  courbes  toutes  les  tangentes  que 
Ton  peut  leur  mener  parallèlement  à  la  direction  A.  Appelons  (C|) 
l'ensemble  des  points  de  contact  ainsi  déterminés  sur  C|,  (C2)  l'en- 
semble de  ceux  qui  sont  déterminés  sur  (C2). 

Soient  de  plus  (T)  le  système  des  tangentes  communes  aux 
courbes  C|  et  C2,  (T|)  le  système  des  tangentes  que  Ton  peut  me- 
ner de  tous  les  points  du  système  (C2)  à  la  courbe  C| ,  (T2)  le  sys- 
tème des  tangentes  que  l'on  peut  mener  de  tous  les  points  du  sys- 
tème (C|  )  à  la  courbe  C2,  (D)  l'ensemble  de  toutes  les  droites  qui 
joignent  deux  à  deux  les  points  du  système  (C|)  aux  points  du 
système  (C2).  Nous  aurons  ce  théorème  : 

Les  systèmes  de  droites  (T),  (T,),  (1%)  et  (D)ont  même  droite 
moyenne  relativement  à  la  direction  A. 

IV.  Supposons  données  une  courbe  C  et  une  direction  A.  Pre- 
nons sur  la  courbe  C  un  point  c,  et  soit  T  la  tangente  en  ce  point; 
par  le  point  c  menons  à  la  direction  A  une  parallèle  et  supposons 
que  cette  parallèle  coupe  au  point  y  une  droite  quelconque  prise 
pour  base  d'une  involution;  an  point  y  correspondra  dans  cette 
involution  un  point*/;  par  le  point  v  menons  à  A  une  parallèle 
qui  coupe  la  tangente  T  au  point  c' ;  lorsque  le  point  c  décrira  la 
courbe  C,  le  point  c'  engendrera  une  courbe  C  Gela  posé,  nous 
aurons  ce  théorème  : 

Si  une  parallèle  à  la  direction  A  coupe  la  courbe  C  aux 
points  C|,  C2,    ...,  Cp^  que  T|,  T^,  ...,  T  p  [formant  le  sys- 

tème  (T))  soient  les  tangentes  à  cette  courbe  en  ces  points,  que 
r'^,  c'j,  .  . . ,  Cp  soient  les  points  de  CJ  correspondant  à  C|,  Ca,  ..., 
Cp,  que  T\y  T.,,  ....  T^  [formant  te  système  (T'))  soient  les 
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tangentes  à  Q  aux  points  c\j  c\,  . . . ,  c'p,  les  systèmes  (T)  et 
(T')  ont  même  droite  moyenne  relativement  à  la  direction  A. 

15.  La  droite  moyenne  d^un  système  de  droites  par  rapport  à 
une  direction  donnée  se  confond  avec  la  polaire,  relativement  à  ce 
système  de  droites,  du  point  situé  à  Tinfîni  dans  la  direction  don- 
née. Cette  remarque  conduit  à  une  généralisation  facile  des  propo- 
sitions du  numéro  précédent;  on  obtient  ainsi  les  théorèmes  sui- 
vants : 

I.  a  tant  donné  un  point  A,  une  droite  D  passant  par  ce 
point  et  une  courbe  G  de  la  classe  p^  si  par  chaque  point  de  la 
droite  D  on  tire  les  p  tangentes  que  Von  peut  mener  de  ce 
point  à  la  courbe  C,  la  polaire  du  point  h.  par  rapport  à  ces 
p  tangentes  passe  par  un  point  fixe, 

II.  Une  droite  qui  se  déplace,  en  passant  constamment  par 
un  point  fixe  A,  coupe  à  chaque  instant  une  courbe  d^ ordre  p 
en  p  points;  la  polaire  du  point  A  par  rapport  aux  tangentes 
en  ces  p  points  est  fixe  et  se  confond  avec  la  polaire  du  point  A 
par  rapport  aux  droites  qui  joignent  deux  à  deux  tous  les 
points  de  contact  de  la  courbe  donnée  et  des  tangentes  à  cette 
courbe  issues  du  point  A. 

III.  La  polaire  d^un  point  A  par  rapport  aux  tangentes 
communes  à  deux  courbes  C|  ^/  C^  se  confond  :  i°  avec  la  po- 
laire du  point  A  par  rapport  aux  droites  qui  joignent  les 

points  de  contact  des  tangentes  menées  de  A  à  Ci  aux  points 
de  contact  des  tangentes  menées  de  A  à  Cj  ;  a**  avec  la  polaire 
du  point  A  par  rapport  aux  tangentes  à  C|  issues  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  de  A  à  C^'j  3**  avec  la  polaire 
du  point  A  par  rapport  aux  tangentes  à  C2  issues  des  points  de 
contact  des  tangentes  menées  de  A  à  Ci. 

La  première  partie  de  ce  théorème  III  a  déjà  été  donnée  par 
M.  Laguerre  (Bulletin  de  la  Soc.  math.,  t.  III,  p.  176). 
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Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes  ; 

Par  M.  H.  Poincarê. 

1 .  Tous  les  lecteurs  de  ce  Bulletin  connaissent  les  remarquables 
travaux  de  M.  Picard  Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes, 
qui,  après  avoir  paru  dans  divers  numéros  des  Comptes  rendus  des 
séances  de  V  Académie  des  Sciences  y  ont  été  réunis  ici  même  en 
un  Mémoire  unique.  La  même  question  a  été  l'objet  des  recherches 
des  géomètres  étrangers,  et  en  particulier  des  géomètres  allemands. 

En  1874»  M"*  Kowalevski  a  envoyé  à  l'Université  de  Gôttin- 
gen  un  Mémoire  qui  va  paraître  dans  les  Acta  Mathematica. 
Dans  ce  Mémoire  (£/i?6er  die  Réduction  einer  bestimmten  Klasse 
Abel'schen  Intégrale  3'*'*  Ranges  auf  elliptische  Intégrale)^ 
elle  cite  les  deux  théorèmes  suivants,  dus  à  M.  Weierstrass  : 

Si  Von  envisage  un  système  de  p  intégrales  abéliennes  de 
rang  p,  parmi  lesquelles  il  y  en  a  une  qui  est  susceptible  d^étre 
réduite  aux  intégrales  elliptiques,  et  si  Von  considère  égale- 
ment la  fonction  6  correspondante  : 

I**  Cette  fonction  6  d  p  variables  peut  être  changée,  par  une 
transformation  d'ordre  k,  dans  le  produit  d'une  fonction  6  à 
une  variable  et  d'une  fonction  S  à  p  —  i  variables. 

2°  Elle  peut  également  par  une  transformation  linéaire, 
c'est-à-dire  du  premier  ordre,  être  amenée  à  une  forme  telle 
que,  le  tableau  des  périodes  s' écrivant  comme  il  suit  : 


I     o 


(A)  ^^     ' 


O    o 


o  Tu  Tij  ...  T|p, 

0  X,!  Tjj  ...  Tjp, 
.  ...  .«>  ...  ••■j 

1  "^pi  "^pî  •  •  •  "^pp 


avec  les  conditions  habituelles 


fap  =  'fpa» 


la  période  7,2  soit  commensurable  et  que  les  périodes 

'iJï  "^i*)  •  •  •  »  "^ip 
soient  nulles. 


Ii5    - 

Le  premier  de  ces  ihéorèmes  a  été  communiqué  à  M.  Konigs- 
berger  et  le  second  à  M"*  Kowalevski  par  des  lettres  de  M.  Weier- 
strass.  Mais  ils  ne  paraissent  pas  avoir  été  publiés. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  peut  se  généraliser  comme  il  suit  : 

Si  Ton  envisage  un  système  de  p  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière espèce  et  de  rang  p,  parmi  lesquelles  il  y  en  a  [x  qui  sont 
susceptibles  d'être  réduites  au  rang  [a,  la  fonction  6  correspon- 
dante à  p  variables  peut  être  changée  par  une  transformation 
d Wdre  A*,  dans  le  produit  d'une  fonction  6  à  p  variables  et  d'une 
fonction  6  à  p  —  [x  variables. 

Le  second  théorème  est  également  susceptible  d'une  généralisa- 
tion, ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin. 

Il  n'est  pas  douteux  que  ces  généralisations  ne  soient  connues 
de  M.  Weierstrass  ;  mais,  comme  il  serait  difficile  en  France  de 
s'en  procurer  la  démonstration,  je  crois  qu'il  ne  sera  pas  inutile 
de  la  développer  ici,  ignorant  d'ailleurs  si  la  marche  que  je  vais 
suivre  est  la  même  qu'a  employée  l'illustre  analyste  allemand. 

2.  Soit 

un  système  quelconque  de  2p  périodes.  Posons 

*=ip 

x\,  x\^  .. . ,  x^  désignant  un  nouveau  système  de  ap  périodes,  et 
les  coefficients  a/A  étant  entiers.  Il  est  clair  que  toute  fonction  qui 
admetti*a  les  nouvelles  périodes  x^  admettra  également  les  an- 
ciennes périodes  x. 

Si,  de  plus,  le  déterminant  des  aïk  est  égal  à  +  i,  les  nouvelles 
périodes  x^  pourront  réciproquement  s'exprimer  linéairement  à 
l'aide  des  anciennes  par  des  expressions  à  coefficients  entiers.  Les 
deux  systèmes  de  périodes  seront  alors  équivalents. 

Soit  une  fonction  de  p  variables  admettant  2p  périodes  linéaire- 
ment indépendantes.  Ces  a  p  périodes  formeront  un  système /?ri- 
mitif,  si  toute  autre  période  s'exprime  à  l'aide  des  ap  périodes 
considérées,  par  une  expression  linéaire  à  coefficients  entiers. 
Tous  les  systèmes  primitifs  sont  équivalents. 


-  ii6  — 

Un  système  de  [Jl  périodes ([jl<C  ap)  sera  un syslème  incomplet; 
il  sera  primitif  si  on  peut  le  compléter  en  lui  adjoi^ant  2p  —  |x 
nouvelles  périodes  convenablement  choisies,  de  telle  façon  que  le 
système  ainsi  complété  soit  lui-même  primitif. 

Soit 

un  système  complet  primitif.  Formons  un  système  incomplet 

l  ^pt,i«a?i-Hût|ji„tarj-h...-+-ajx,îp^Tp= -2^14» 

où  les  coefficients  sont  entiers.  Pour  que  ce  système  soit  primitif, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  déterminants  compris  dans  la  matrice 

a\x      util     . . .     ai,tp 

v^H      4  •••  •••  •••• 

•    ••  •»•  •••  •••• 

C^M     4  •••  •«•  «••• 

aient  pour  plus  grand  commun  diviseur  Tunité. 

Envisageons  Tensemble  des  périodes  qui  peuvent  s'écrire 

les  a  étant  commensur'ables  et  les  x'  étant  toujours  les  périodes 
du  syslème  incomplet  (2  ).  Toutes  ces  périodes  pourront  s'expri- 
mer linéairement  à  Taide  de  jji  d'entre  elles  x"^^  x\^  . . . ,  x^  par 
une  expression  à  coefficients  entiers.  Si  le  système  des  x'  est  pri- 
mitif, il  est  équivalent  au  syslème  des  x" ,  Si  le  système  des  x' n'est 
pas  primitif,  le  système  des  x'\  qui  est  toujours  primitif,  pourra 
s'appeler  la  base  du  syslème  (2). 

Dire  que,  dans  un  syslème  de  p  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière espèce  et  de  rang  p,  il  y  en  a  jjl  linéairement  indépendantes, 
(jui  sont  susceptibles  d'élrc  réduites  au  rang  [jl,  c'est  dire  que 
l'on  peut  trouver  un  système  de  ap — 2u.  périodes  qui  sont  nulles 
à  la  fois  dans  ces  u.  intégrales. 

On  peut  toujours  supposer  que  ce  syslème  incomplet  est  primi- 
tif; car,  s'il  existe  un  syslème  incomplet  non  primitif  de  ap  —  2[jl 
périodes  qui  soient  nulles  à  la  fois  dans  [x  intégrales,  la  hase  de 
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ce  système  non  primitif  jouira  de  la  même  propriété.  D'où  la  con- 
séquence suivante  : 

On  peut  toujours  trouver,  pour  nos  p  intégrales  abélîennes,  un 
système  primitif  de  ap  périodes^  de  telle  façon  que  les  ap  —  2|x 
dernières  périodes  soient  nulles  dans  [a  des  p  intégrales  consi- 
dérées. 

3.  Mais  ce  système  primitif  ne  sera  pas  en  général  un  système 
de  périodes  normales. 

A  chaque  système  primitif  de  périodes  de  p  intégrales  abé- 
Hennés  est  attachée  une  forme  bilinéaire  à  deux  séries  de  2p  va- 
riables 

Si  dans  cette  forme  on  remplace  X\y  x^,  ...,  x^p  par  les  pé- 
riodes (formant  le  système  primitif  considéré)  d'une  de  nos  p  in- 
tégrales abéliennes  et  jKi>  J^'s,  •  • . ,  J^jp  par  les  périodes  correspon- 
dantes d'une  seconde  intégrale,  la  forme  s*annule. 

Si  Ton  y  remplace  les  x  par  les  parties  réelles  des  périodes  d'une 
des  intégrales  et  les  j^  par  les  parties  imaginaires  de  ces  mêmes 
périodes,  le  résultat  de  cette  substitution  sera  positif» 

La  forme  F  est  une  forme  bilinéaire  identique^  c'est-à-dire 
que  Ton  a  identiquement 

On  sait  que  les  formes  bilinéaires  identiques  ont  un  seul  inva- 
riant qui  est  le  déterminant  où  le  m^*^"*  terme  de  la  /i*^"*  colonne 
est  le  coeilicient  de  Xm^n»  Cet  invariant,  qui  est  toujours  un  carré 
parfait,  est  égal  à  i  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 

Une  force  bilinéaire  d'invariant  i  est  réduite  lorsqu'elle  s'écrit 

( 3 )  ar,7s  —  Xf}'i  -\-  j-s  Vi  —  xv  V3  -i- . . .  ;-  J^jp-i  Jip  —  ar,p7,p_i. 

Le  système  primitif  considéré  est  alors  un  système  de  périodes 
normales, 

Qu'arrive-t-il  maintenant  lorsque  l'on  passe  d'un  système  pri- 
mitif à  un  autre  système  primitif  équivalent?  Posons,  comme  plus 

haut, 

*=îp 

(1)  JTir-.^aaT'A, 


k  -\ 


-lis- 
tes Uik  étant  (les  entiers  dont  le  déterminant  sera  égal  à  i .  Les  x' 
ibnneront  comme  les  x  un  système  primitif,  et  si  l'on  désigne  par 
y\  la  période  de   la  seconde  intégrale  qui  correspond    à  x\y  on 
aura 

(i  bis)  yi^.  ^  ajky'k' 


A=l 


En  remplaçant  dans  F  les  x  et  les  j^'  par  leurs  valeurs  (i)  et 
(i  6w),  on  obtiendra  une  forme  bilinéaire  en  x'  et  en  /',  arithmé- 
tiquement  équivalente  à  F  et  d'invariant  i.  Ce  sera  la  forme  bili- 
néaire correspondant  au  système  primitif  des  x'. 

On  pourra  toujours  choisir  la  substitution  linéaire  (i),  de  telle 
façon  que  la  forme  F  ainsi  transformée  soit  réduite,  et  par  consé- 
quent que  le  système  primitif  des  x'  soit  un  système  de  périodes 
normales  (C/.  Clebsch  et  Gordan,  Abelsche  Functionen,  p.  106). 
Il  existe  également  des  substitutions  linéaires  qui  changent  la  forme 

(3)  en  elle-même  et  qui,  par  conséquent,  changent  un  système  de 
périodes  normales  en  un  autre  système  de  périodes  normales  {loc. 
cit.,  p.  3oo).  C'est  ce  qu'on  appelle  les  transformations  linéaires 
ou  du  premier  ordre. 

Imaginons  maintenant  que  dans  les  relations  (1)  et  (i  bis^  les 
Qik  soient  encore  entiers,  mais  que  leur  déterminant  soit  égal  à 
A(A  >>  1).  Alors  le  système  des  x^  ne  sera  plus  un  système  de  pé- 
riodes de  nos  intégrales  abéliennes,  mais  ce  sera  un  système  de 
périodes,  primitif  ou  non,  à^ autres  intégrales  abéliennes. 

Si  l'on  remplace  dans  F  les  x  et  les  j^*  par  leurs  valeurs  (i)  et 
(i  ftw),  on  obtiendra  une  forme  bilinéaire  identique  en  x^  etj^-', 
d'invariant  A^. 

Je  dirai  qu'une  pareille  forme  est  réduite  lorsqu'elle  s'écrira 

(4)  ^i(^i7s  — -^^iji)  +  ^î(a^37*  —  ^473) -+- . . .  -^  ^p(-2^îp-i7îp  — -^îp/îp-i )> 

et  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  peut  toujours  réduire  une  forme  bi- 
linéaire identique  par  une  substitution  linéaire  à  coefficients  en- 
tiers et  de  déterminant  i. 

Supposons  en  particulier  que  la  forme  F  soit  réduite,  de  telle 
façon  que  les  x  soient  les  périodes  normales  des  intégrales  abé- 
liennes données.  Supposons,  de  plus,  qu'après  la  transformation 
notre  forme  soit  encore  réduite,  c'est-à-dire  qu'elle  se  réduise  à 


une  expression  telle  que  (4),  el  de  telle  sorte  que 

A'i  ;=:  A'j  ^^  •  .  •  ^^  A'p  =^  A'. 

Alors  les  x'  seront  les  périodes  normales  d'un  nouveau  système 
d'intégrales  abéliennes;  par  conséquent  la  substitution  (i)  aura 
changé  un  système  de  périodes  normales  en  un  autre  système  de 
périodes  normales,  mais  appartenant  à  de  nouvelles  intégrales. 
Elle  s'appellera  alors  une  transformation  d^ordre  k. 

4.  Ces  préliminaires  posés,  passons  à  la  démonstration  du  pre  • 
mier  théorème  de  M.  Weierstrass,  généralisé. 

Nous  avons  supposé  que,  les  x  formant  un  système  primitif  de 
périodes  et  F  étant  la  forme  correspondante,  les  2p  —  2  »jl  dernières 
périodes  étaient  nulles  pour  [jl  de  nos  p  intégrales.  Posons  encore 

les  ^/A  étant  entiers,  mais  leur  déterminant  étant  en  général  plus 
grand  que  i. 

Si  les  20  —  2  UL  dernières  périodes  du  nouveau  système  ne  dé- 
pendent que  des  2  p —  :>.  [JL  dernières  périodes  de  l'ancien  système, 
si,  en  d'autres  termes,  on  a 

(t  =  2JX-4-I,    •2{X-f-2.     ....    -20  —  1,    '2p;       A=I»    -2,     ...,    1  \ï. f,    2  {JL  ), 

les  2p  —  2[JL  dernières  périodes  du  nouveau  système  seront  nulles 
comme  celles  de  l'ancien  pour  les  \k  intégrales  dont  il  vient  d'être 
question. 

Si  l'on  peut  trouver  une  substitution  linéaire  de  la  forme  (i)  sa- 
tisfaisant aux  conditions  (5)  et  réduisant  le  système  de  périodes  à 
un  système  de  périodes  normales  des  intégrales  transformées;  si, 
en  d'autres  termes,  on  peut  trouver  une  pareille  substitution  qui 
réduise  la  forme  F  à  une  expression,  telle  que  (4),  avec  les  condi- 
tions 

A'i  ^=-  A"j  =  . .  .  =  A*p  ^=  A*, 

le  théorème  énoncé  sera  démontré. 

Remarquons  même  qu'il  le  sera  encore,  si  nous  arrivons  au  même 
résultat  en  appliquant  successivement  à  notre  forme  F  plusieurs 
substitutions  assiijenies  aux  conditions  que  nous  venons  d'énon- 
XII.  «» 
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cer;  car  la  résultante  de  deux,  pareilles  substitutions  satisfait  éga- 
lement à  ces  mêmes  conditions. 

Quand  dans  la  forme  F  on  annule  les  2p  —  a[jL  derniers  x  et 
les  2p  —  2(JL  derniers  jK,  il  reste  une  forme  bilincaire  F,  admettant 
deux  séries  de  2  [jl  variables,  j? i ,  X2 ,  •  • .  ^  ^2|ji  î  J^4  >  J^2 »  •  •  • ,  JKaii-  Je 
puis  toujours  supposer  qu'elle  est  réduite  et  s'écrit 

Fi  =  A-i(^,7,  —  iTjji)  -h  A-îCar,/;  —  rr;73)-4-. . . 

■+•  ^'|jl(-^î|i-i7î|ji— ^î|i7f|Ji-i); 

car,  si  cela  n'était  pas,  on  ferait  subir  aux  variables  une  substitu- 
tion linéaire  de   déterminant  1,  ne  portant  que  sur  les  2^l pre- 
mières périodes  ^  et  qui  réduirait  la  forme  Fj. 
Nous  pourrons  alors  écrire 

F  =  F,-hF,4-F3, 

F|  ne  contenant  que  les  2  jjl  premières  périodes,  F^  ne  contenant 
que  les  2  p  —  2  [jl  dernières  et  F3  représentant  Tensemble  des  termes 
qui  dépendent  à  la  fois  d'une  des  2[jl  premières  et  d'une  des 
2p  —  2[x  dernières. 

Nous  allons  chercher  par  une  suite  de  substitutions  linéaires  à 
faire  disparaître  successivement  tous  les  termes  de  F3. 

Soit,  par  exemple,  à  faire  disparaître  un  ternie 

.ri  étant  une  des  :>. p  —  2ul  dernières  périodes;  nous  poserons 

de  nicnie,  si  Ton  veut  faire  disparaître  un  terme 
on  posera 

.r|  =  .7*1  H—  uXf^     Xi  =  a'i  J^;'. 

et  ainsi  de  suite. 

Toutes  ces  substitutions  satisfont  aux  conditions  (5)  et  l'on  ob- 
tiendra finalenuînt  une  forme  F'  transformée  de  F  qui  s'écrira 

(Gj  F=F;-r-F'5, 

V\  ne  (It'peudaiit  que  des  2ul  premières  etF'jdes  2p  —  2  jjl  dernières 
[)ériodcs  du  nouveau  système  :  les  deux  catégories  de  périodes 
sont  sr/Hirrrs.   I^a  iorme  F,,  ne  différant   d'ailleurs  de  F|   qu'en 
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ce  que  les  anciennes  variables  sont  remplacées  par  les  nouvelles, 
sera  réduite.  On  réduira  ensuite  la  forme  F'^  par  une  substitution 
linéaire  de  déterminant  i  ne  portant  que  surles  2p  —  2[jl  der- 
nières périodes;  la  forme  F'  transformée  se  réduira  alors  à  une 
expression  telle  que  (4),  d'où  il  est  aisé  de  passer  à  l'expression 

C.   Q.  F.  D. 

5.  Mais  on  peut  craindre,  en  suivant  la  marche  qui  précède, 
d'être  conduit  à  employer  une  transformation  d'ordre  trop  élevé. 
C'est  ce  qui  nous  amène  à  nous  poser  le  problème  suivant  : 

Trouver  toutes  les  substitutions  satisfaisant  aux  condi- 
tions (5)  et  qui  ramènent  la  transformée  F'  de  F  à  la  forme  (ti)^ 
oii  les  deux  catégories  de  périodes  sont  séparées. 

Ce  problème  se  ramène  au  suivant  : 

Trouver  toutes  les  substitutions  linéaires  portant  sur  las 
';tp  —  îijjL  dernières  périodes  et  telles  qu* après  la  transformation 
tous  les  coefficients  des  termes  qui  contiennent  à  la  fois  x^  ou 
Xi  et  une  des  2  p  —  2  [jl  dernières  périodes  soient  divisibles  par  k^  : 
que  tous  les  coefficients  des  termes  qui  contiennent  à  la  fois  j-^ 
ou  Xx  et  une  des  2p  —  2[jl  dernières  périodes  soient  divisibles 
par  kz\  etc. 

Soit 

F3  =  1  bik  (  xty'k  —  Xkj'i  ) 

Posons  maintenant 

Xk=I./,Ck/iX'/, 

d'oii 

Fj  =  X  bikCkhiXiy'h  —  x),yi). 

I^es  conditions  énoncées  se  réduisent  à 

(en  supposant  /=2/ou  :>. / —  1). 

Le  nombre  lolal  drs  conj^^rueiices  (j)  est  :>, UL(!>p  —  '^■^)'  Il  est 
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aisé  de  voir  de  quelle  forme  en  est  la  solution  générale;  on  trouve 

Dans  celte  expression,  les  d  ont  des  valeurs  déterminées; 
les  a  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  né- 
gatives; enfin  l'indice  m  varie,  comme  les  indices  A"  et  A  eux- 
mêmes,  depuis  2[jL  -r-  I  jusqu'à  'j.z.  Il  résulte  de  là  que  la  substi- 
tution 

peut  être  regardée  comme   la  résultante  des  deux   substitutions 
suivantes  : 

La  substitution  (8)  est  la  plus  simple  de  toutes  les  substitutions 
linéaires  qui  satisfont  aux  congruences  (7),  pendant  que  (9)  est 
une  substitution  linéaire  quelconque  à  coeffîcients  entiers. 

Ainsi  l'on  obtiendra  toutes  les  substitutions  qui  satisfont  aux> 
dites  congruences  en  faisant  suivre  la  plus  simple  d'entre  elles 
d'une  substitution  quelconque  à  coefficients  entiers.  Nous  pour- 
rons donc  nous  borner  à  envisager  la  substitution  (8)  elle-même. 

Vppliquons  donc  à  notre  forme  F"  la  substitution  (8);  tous  les 
coeflicienls  de  F.-,  salisferont  aux  coni^ruences  (").  Par  exemple,  le 
coelllcicnt  du  terme  .r,  »-. —  >'i.r,,  .r.  étant  une  des  '^o  —  2a  (1er- 
nirrcs  périodes,  sera  divisible  [)ar  A,,  el  ce  terme  s'écrira 

de  sorle  ([u'on  pourra  le  faire  disparaître  en  posant  simplement 

c'est-à-dire  par  une  substitution  de  dcterminant  i. 

Ce  sera  là  la  manière  la  plus  simple  de  faire  disparaître  lous  les 
termes  de  F3.  Si,  après  avoir  séparé,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
les  deux  catégories  de  périodes,  on  applique  à  la  forme  F  une  sub- 
stitution linéaire  quelconque  ne  portant  que  sur  les  2  jjl  premières 
périodes,  puis  une  substitution  linéaire  quelconque  ne  portant 
(jue  sur  les  20 —  jijjl  dernières  périodes,  il  est  clair  que,  dans  la 
forme  ainsi  transformée,  les  deux  catégories  de  périodes  seront  en- 
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core  séparées.  On  est  ainsi  conduit  à  une  infinité  de  manières  de 
faire  disparaître  tous  les  termes  de  Fj,  et  il  est  aisé  de  voir  qu'/7 
rCy  en  a  pas  d^ autres. 

6.  Occupons-nous  maintenant  de  démontrer  le  second  théo- 
rème de  M.  Weierstrass.  Nous  supposons  qu'une  intégrale  est 
réductible  aux  intégrales  elliptiques,  et  par  conséquent  [jl  =  i. 
Dans  le  système  primitif  d*oii  nous  partons,  les  20  —  2  dernières 
périodes  sont  nulles.  Il  s'agit  de  ramener  ce  système  à  un  système 
normaly  mais  cette  fois  par  une  transformation  de  déterminant  1 . 
Nous  devons  de  plus  supposer  que  dans  le  nouveau  système  les 
2p  —  3  dernières  périodes  ne  dépendent  que  des  2p  —  2  dernières 
périodes  de  Tancien  système  (de  façon  qu'elles  soient  nulles  dans 
l'intégrale  réductible),  et  que  la  deuxième  et  la  troisième  nouvelles 
périodes  ne  dépendent  que  des  2p  —  i  dernières  périodes  de  l'an- 
cien système  (de  façon  qu'elles  soient  commensurables  entre  elles 
dans  l'intégrale  réductible). 

Quand  la  possibilité  d'une  pareille  réduction  sera  établie,  le 
théorème  de  M.  Weierstrass  sera  démontré. 

Nous  avons  encore  notre  forme 

F  =  Fi  -+-  Fj  -f-  F3 
qu'il  s'agit  de  réduire.  Ici 

F,=  ^i(J"i72  — J^î^i)' 
F,  =  2a/( x,7/--  XiYi)  -i-  y:bi{xtyi    -  jt/Jj )• 

Nous  poserons  d'abord 

Ti  =  x\ , 

rtf^J-i-  «3^3-f--  •  «-^  ^îp^jp     '■=  ^'it 

a,xt-h  aaars-}-.  ..-4- ajpo^jp    =  ^'s, 

C'est  là  une  substitution  linéaire  satisfaisant  aux  conditions  énon- 
cées, pourvu  que  son  déterminant  soit  égala  i.  Or,  les  coeffi- 
cients a^,  ^s,  ...,aap  devant  être  premiers  entre  eux,  puisque 
l'invariant  de  F  est  égal  à  i ,  on  pourra  toujours  choisir  les  a  et 
les  ^  de  telle  façon  que  ce  déterminant  soit  égal  à  i. 
Après  celte  substitution  la  forme  F  se  changera  en 

f'-f;-+-f;-  f'„ 
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où 

^'\  =  A  y'i  -  ^'tïx ,     n  =  ^  ci(x\yi-  x)y,  ). 

Il  suffira  pour  faire  disparaître  Fg  de  poser 

Après  cette  nouvelle  transformation,  la  forme  F  deviendra 

11  reste  à  réduire  F'^,  mais  de  telle  façon  que  les  2p  —  3  der- 
nières périodes  du  nouveau  système  ne  dépendent  que  des  'ip  —  3 
dernières  périodes  deTancien.  Cela  peut  se  faire  absolument  de 
la  même  manière. 

Nous  pouvons  écrire,  en  effet,  en  supprimant  les  accents, 

F;  =  s  di  {x^yi  —  x/ 73  )  +  S  c/ (  xi,yi  —  Xiy^  )  -+-  F;  , 

où  /  est  plus  grand  que  3  et  où  F^^  ne  dépend  que  des  20  —  /{  der- 
nières périodes.  Nous  poserons  alors 

j'\  =  d,,x^  -r-  d^Xi   -f  . .  .-^  dipXip, 

en  choisissant  les  0  de  façon  que  le  déterminant  de  cette  substitu- 
tion linéaire  soil  égal  à  i. 

Il  viendra  après  transformation 

■ 

V[  ne  dépend  ([uc  des  io    -  4  dernières  périodes.   Nous  poserons 

(Foù,  après  la  Iransibrmation, 

Il  resle  enfin  à  réduire  F^',  mais  celle  fois  par  une  substitution 
quolcanquc  <le  déterminant  i,  ce  (jui  se  fera  aisément. 

Le  second  tliéorème  de  M.  Weiersirass  est  donc  démontré. 

7.  Occupons-nous  maintenant  de  {généraliser  ce  résultat  en  sup- 
posant ([ne,  an  lieu  d'une  intégrale  réductible  aux  fonctions  ellip- 
ticjues,  nous  avons  |jl  intégrales  réductibles  au  genre  ix.  Supposons. 
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pour  fixer  les  idées,  [jl  =  a,  de  telle  façon  que  les  vip  —  4  dernières 
périodes  de  notre  système  primitif  soient  nulles  pour  nos  [x  inté- 
grales. Notre  forme  F  s'écrira  encore 

F  =  Fi  H-  F,  -r  F3 

et  nous  pourrons  supposer  que  F|  est  réduit  de  telle  sorte  que 

F,  =  ai(J^ijî  —  ^j/i  )  -H  ^v(^3r*  — -Tija). 
F,  =  2  a/  (  a?!  7,  —  xiyi)  -+- :ùbi(  x^yi  —  Xiy^  ) 


(10) 


^Ci{Xfyi—Xiyi)-^y:di(x^yi—Xiy^),     ii>  4). 
Posons 

Xi  —  X^  f      X^  —  Xj, 

(  cifXf~haiX$-\-aQXn-T-,..-+-afpXip  =  x\. 


\  bi,x^-¥-  biX6-hbaXQ-\  . ,  .-f-6,pXjp  =  x\, 


Xi=  :L7.ikXk^ 


{k  =  i,  4,  5,  6,   ...,  -ip),     (t=  5,  6,   ...,  ap). 

L'invariant  de  la  forme  F  étant  égal  à  +  1,  les  déterminants  con- 
tenus dans  la  matrice 

o      bi,     bi     65     ...      bip 

sont  premiers  entre  eux.  Il  en  résulte  que  Ton  peut  choisir  les  a, 
de  telle  sorte  que  le  déterminant  de  la  substitution  linéaire  (10) 
soit  égal  à  i . 

Après  cette  transformation,  la  forme  F  deviendra 

F'=F',-f-F;-hF'3, 

011 

1.'"         '     '         '    /    I      '     '         '     ' 

On  posera  alors 

X^  —  J7j  -r  ^CiJ'if  X^  —  X.^  -\-  ^CtiXf-j 


et  la  forme  F  se  réduira  à 


F'2  ne  dépendant  que  des  2p  —  4  dernières  périodes.  11  reste  à  ré- 
duire Fj.  Celte  réduction  une  fois  opérée,  le  système  des  périodes 
sera  ramené  à  un  système  normal ,  et,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  s'en 
assurer,  l'une  quelconque  des  ap  —  4  dernières  périodes  s'expri- 
mera linéairement  à  l'aide  de  la  deuxième  et  de  la  quatrième  par 
une  expression  à  coefficients  commensuraLles. 

Or  nous  pouvons  toujours  supposer  que  la  deuxième  période 
est  égale  à  i  dans  la  première  de  nos  deux  intégrales  réductibles  et 
à  zéro  dans  la  deuxième,  et  que  la  quatrième  période  est  égale  à 
zéro  dans  la  première  de  ces  deux  intégrales  et  à  i  dans  la 
deuxième.  Voici  quel  sera  alors  le  Tableau  des  périodes  de  ces 


deux  intégrales 

A 

I     B 

0    «5 

«6 

CliQ 

A' 

0     B' 

1     *s 

b,    .. 

.      bia 

les  a  et  les  b  étant  cont mens f trahies. 

Il  s'agit  maintenant  de  simplifier  ce  Tableau  en  transformant 
les  périodes,  mais  de  façon  qu  elles  ne  cessent  pas  d^étre  des 
périodes  normales. 

Or,  I**  les  périodes  ne  cesseront  pas  d'être  normales  si  l'on  ap- 
plique à  une  période  de  rang  impair  et  à  la  période  de  rang  pair 
(lui  la  suit  uno  substitution  linéaire  à  deux  variables  et  de  déter- 
minant  i . 

Ainsi  l'on  peul  poser,  par  exemple, 

et  reni])la(*er  dans  le  Fableau  a^  vA  ao  par  «'^  et  a].;  le  système  de 
pi'rioJes  ainsi  défini  sera  encore  normal. 

On  choisira  les  coefficients  de  cette  substitution  de  telle  façon 
(jur  a\.  soit  nul;  on  opérera  de  la  même  manière  sur  chacune 
(les  0  —  >.  dernières  paires  de  périodes,  de  façon  à  faire  dispa- 
raître dans  chacune  d'elles  les  périodes  de  rang  pair  de  la  pre- 
mière intégrale;  par  consécpient  on  peut  toujours  supposer 


(f,;  —  (f»  ■'    ''|o  ~   .  .  .    -  fl-ir,  —  <). 


2"    Posons 


I  •     ) 
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Si,  dans  le  système  des  périodes,  on  remplace 

par 

/  If  t 

ce  système  restera  normal. 

Appliquons  la  substitution  (12)  en  faisant 

|X=  p,     V  =  p  — I. 

En  choisissant  les  coeflicients  de  la  substitution,  nous  pourrons 
faire  disparaître  a2p_M  sans  que  «ap  et  a2p«2  cessent  d'être  nuls. 
On  appliquera  ensuite  la  même  substitution,  en  faisant 

et  Ton  fera  disparaître  ^ap.s- 

Et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  tous  les  a,  excepté  a^y  soient 
nuls;  on  aura 

fle  =  ^7  =  ^8  =  •  •  •  ^  ^ip  =  o* 

Opérons  maintenant  sur  les  6.  Appliquons  la  substitution  (11) 
aux  p  —  3  dernières  paires  de  périodes,  de  façon  à  faire  dispa- 
raître dans  chacune  d'elles  les  périodes  de  rang  pair,  ce  qui  s'écrit 

^8  =  ^10  =  .  .  .  =  Ôjp  =  o. 

Nous  ne  pouvons  opérer  de  même  sur  la  paire  b^b^,  sans  quoi 
«0  cesserait  d'être  nul. 

Appliquons  maintenant  la  substitution  (12)  aux  deux  dernières 
paires,  de  façon  à  faire  disparaître  62p.  1,  puis  aux  paires  de  rang 
p  —  2  et  p  —  I ,  de  façon  à  faire  disparaître  ôap-s»  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  l'on  ait 

On  ne  peut  opérer  sur  les  troisième  et  quatrième  paires,  de  façon 
à  faire  disparaître  67,  sans  quoi  a^  cesserait  d'être  nul. 

Toutes  ces  réductions  faites,  le  Tableau  des  périodes  s'écrit 

A      I     B     o    «5     o      000...      (» 
A'    o    B'     I     65     ^^6    ^7    o    o     . . .       o 

\\   reste  à  faire  disparaître  60.   Pour  cela  nous  appliquerons  la 


-  138  — 

substitution  (12)  à  la  deuxième  et  à  la  troisième  paire,  de  façon  à 
faire  disparaître  la  sixième  période  de  la  deuxième  intégrale;  le 
Tableau  des  périodes  s'écrit  alors,  après  cette  dernière  transfor- 
mation, 

A      i     Bj     o     (X -I- |xBi)    o    o     ...     o 

A'    o    B\     1     ()x'-4-|xB;)    o    V      ...     o 

où  X,  [X  et  V  sont  commensurables  et  où  il  est  aisé  de  voir  que 
A'  =  B,. 

Le  résultat  ainsi  obtenu  se  généralise  aisément  pour  le  cas  de 
[JL  >•  2,  la  démonstration  étant  absolument  la  même.  Pour  énoncer 
ce  théorème,  je  supposerai,  pour  fixer  les  idées,  [jl  =  3,  p  =  7,  et 
j'imaginerai  que  le  Tableau  des  périodes  ait  été  écrit  sous  sa  forme 
habituelle  (A). 

On  aura 

"^17  =  f  Î7  =  f  37  =  f  16  =  "^16  =  O» 

"36=^3»       "fU  =  ^1-+-  ^l'^ljH-  ^3*^13) 

"^1*='  1^1-4-  XjT„H-  XaT,3,       Xst=  Vj-f-  XjTjs-i-  X3T33, 

les  "ky  fes  \k  et  les  v  étant  commensurables.  Ce  qu'il  faut  surtout 
retenir,  c'est  qu'on  peut  choisir  le  système  normal  des  pé- 
riodes, de  telle  façon  que  les  [jl  premières  intégrales  normales 
{Cf.  Clebsch  et  (ioiu)Aw ,  Abelsclie  Functioneny  p.  107),  qui 
correspondent  à  ce  système  soient  précisément  [jl  des  intégrales 
réductibles. 

Dans  ces  jjl  intégrales  normales,  les  ))ériodes  de  rang  2jjl-j-2, 
2a-h4,  2|i.4-(),  ...,  jp  —  2,  2p  sont  nulles;  de  plus  il  y  a  des 
relations  linéaires  à  coefficients  entiers  : 

r*  Entre  les  périodes  de  rarïg  •>. [x-f-i,  1,  j,  6,  ...,  2[jl,  3,  5, 
7,  ...,  2|x  — 1; 

>/*  Entre  les  périodes  de  rang  2ul  -}-  3,  4»  ^>?  •  •  •  >  '-^^  ^y  7?  -  •  --> 

'X  [JL  1  . 

3"  Enlre  les  périodes  de  rang  ->.  a  -h  5,  (),  8,  . . . ,  2  a,  7,  9,  . .  .  , 
2  ix  —  1  ; 

[JL  —  i"  Entre  les  périodes  de  rang  {  ijl  —  3,  2[jl —  /t,  >.  |jl  el 
2  [X  —  1  ; 

|x"   Entre  les  périodes  de  rang  4[^    "  '  ^'^  '^1-*^- 
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J'ai  conservé  pour  les  rangs  des  périodes  le  même  mode  de  dési- 
gnation que  j'ai  employé  dans  tout  ce  travail,  de  telle  façon  que  la 
période  de  rang  2X  occupe  la  X"-"**  colonne  dans  le  tableau  (A), 
pendant  que  la  période  de  rang  2X  —  i  y  occupe  la  (p  -f-  X)'*"*'  co- 
lonne. 

Ainsi  se  trouve  généralisé  le  second  théorème  de  M.  Weicr- 
strass,  dont  il  est  inutile  de  faire  ressortir  Tanalogie  avec  Tun  dos 
plus  beaux  résultats  de  M.  Picard. 

8.  La  démonstration  qui  fait  l'objet  du  paragraphe  précédent 
peut  se  présenter  sous  une  forme  un  peu  différente. 

Soient  Xif  ^Ta,  . . . ,  x^p  un  système  de  périodes  normales  de  nos 
p  intégrales  abélienncs,  et  Ç|,  $21  •  •  •  ?  ^'i\i.  ^^  système  primitif  quel- 
conque de  périodes  des  [jl  intégrales  réduites. 

On  aura,  pour  une  quelconque  des  intégrales  réductibles, 

j^/  =  2A.a/A$A     (i  =  I,  2,  ...,  ap;  A:  =  i,  2;  ...,  2{a), 

les  a  étant  des  coefficients  entiers. 

Appliquons  à  nos  périodes  les  substitutions  (11)  et  (12),  de  fa- 
çon que  le  nouveau  système  soit  encore  normal. 

1  ^  Appliquons  à  toutes  les  paires  de  périodes  la  substitution  (  m  ), 
de  façon  à  faire  disparaître  «2,1,  ai^,,  ...,  «ap,». 

a®  Appliquons  ensuite  aux  deux  dernières  paires  la  substitution 
(la),  de  façon  à  faire  disparaître  aap.i^i,  puis  aux  paires  de  rang 
p  —  2  et  p  —  I,  cette  môme  substitution,  de  façon  à  faire  dispa- 
raître a2p_8^|,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  tous  les  a/^i  aient 
disparu,  excepté  a^,. 

3*^  Appliquons  ensuite  à  toutes  les  paires  de  périodes,  excepté 
à  la  première,   la  substitution   (11),   pour   faire  disparaître  a^2? 

4®  Appliquons  ensuite  la  substitution  (12)  aux  deux  dernières 
paires  pour  annuler  a2p_i^2,  puis  aux  paires  de  rang  p  —  2  et 
p  — I  pour  annuler  ^/^p  3,2^  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  tous 
les  a/^2  aient  disparu,  excepté  ai  2,  3t2,2  et  as^a» 

5"  Appliquons  la  substitution  (i  i)  à  toutes  les  paires,  sauf  aux 
deux  premières,  de  façon  à  annuler  ao^s,  a^^j,  . . . ,  a^p^s. 

0°  Faisons  ensuite  disj>araître  à  l'aide  de  la  substitution  (12), 
tous  les  a/^:,,  exccplr  a,,:,,  a2,n,  a^^s,  a»,.,  et  a.;,;,. 


En'  cbblÏDaint  de  i»  sorte, .00  arrivera  i  avoir  | 
(i3)  ■/^=«..   •>i»*-l- 

Cela  fait,  noas  allons  chercher  A  faire  disparaître  leaicoeffi- 
cîeots  s,',j|  oCi  l'iadice  ('  est  pair  et-plas  grand  que  a[ii,  il  reste 
t^tt^"!/  coefficients  qui  ne  sont  pas  encore  nais  et  qu'il  fÎMt  ak- 
nnter;  mais  cela  ne  pourra  se  Taira  qu'en  faisant  reparaître  qud- 
ques-uns  des  coefBcîenta  qui  avaient  disparu  dans  les  simpli&ea- 
titws  précddentes.  Il  faut  s'arranger  pour  que  les  coefBcients  «# 
qui  reparritront  aitui  aient  tous  l'indice  i  impair.  Pour  cela,  il 
faut  que  les  périodes  \  aient  été  cJioisies  convenablement,  comme 
on  va  le  voir. 

la  choix  des  périodes  E  est  resté  jusqu'ici  entièrement  eri)f7 
traire.  Mais  il  est  claie  que  nous  aurions  pu  ramplacer  les  {  par 
tout  autre  sjstéme  équivalent,  rien  de  ce  qui  précède  n'en  aurait 
été  clun^.  Nous  "Jwuvods  donc  .supposer  que  le  choix,  des  pé-  . 
riodea  {  ait  été  fait  avant  la  réduction',  de  la  façon  la  plus  conye- 
table  pour  ndtre  objet. 
*      Voici  comment  nous  pouvons  supposer  que  ce  choix  a  été  fait. 

Consîdéroau  les  'n*!*"''  formes  bilinéfîrea 

♦p,  =  Ii(»,*_,.p«»*.»— "iM"»*-',»)    (*  =  ".a,  ...,p). 

Les  substitutions  (11)  et  (la)  changeai  ces  formes  en  elles- 
mèntes. 

Il  reste  à  voir  ce  qui  arrive  quand  on  remplace  le  système  des  ^ 
par  UD  système  équivalent. 

Posons 

avec 

il  viendra 

Nos  formes  *  seront  devenues 

*U  =  2(";*-,.r«'.*..-«'.*,r«',*->.,) 

on 
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Supposons,  en  particulier,  que  la  substitution  qui  fait  passer  des 
5  aux  Ç'  ne  porte  que  sur  les  a[jL  —  i  derniers  Ç,  de  telle  sorte  que 

Pi,i=i,     ?uk=  ^.i  =  o    (A'  =  a,  3,  ...,  a|i). 

Il  viendra 

On  pourra  donc  toujours  choisir  les  ^  de  telle  façon  que 

En  conséquence,  on  peut  toujours  supposer  que  les  Ç  aient  été 
choisis  de  telle  sorte  que  tous  les  ^t^q  soient  nuls,  excepté  *ï*i,a|i« 
De  plus ,  cette  propriété  ne  sera  pas  altérée  par  une  substitution 
linéaire  ne  portant  que  sur 

En  raisonnant  de  la  même  façon,  on  verrait  qu'on  peut  trouver 

une  substitution  linéaire  ne  portant  que  sur  Ç3,  ^t,  . . . ,  i3|t_i,  et 

telle  que 

*i.j=o    (*  =  3,  {,  ...,  2{x— a). 

On  peut  donc  toujours  supposer  que  tous  les  ^1  q  et  les  ^^yç 
sont  nuls,  sauf  <ï>i^2(i>  ^2,2[Li  ^2,2|i-i«  De  plus,  cette  propriété  n'est 
pas  altérée  par  une  substitution  linéaire  ne  portant  que  sur 

En  continuant  le  même  raisonnement,  on  verrait  que  l'on  peut 
supposer  que  ^p^q  est  nul,  toutes  les  fois  que 

p-hq  <2{A-f-i. 

J'aurais  même  pu,  si  cela  avait  été  utile  pour  mon  objet,  mon- 
trer que  l'on  peut  choisir  les  Ç  de  telle  façon  que  les  — formes 

^p^q  s'annulent,  à  l'exception  de  [x  d'entre  elles. 

En  effet,  soient  $i,  Çj,  . . . ,  $2(1  les  périodes  d'une  de  nos  [x  inté- 
grales, à  l'aide  desquelles  s'expriment  les  périodes  normales  j?^, 
Xq,  . . .  9X2P  de  cette  même  intégrale;  soient,  pour  une  seconde  in- 
tégrale, Tji,  Tj2,  ..,,  'f^.2^;  V|,  Va»  "">  .^'2p  les  périodes  correspon- 
dantes aux  ^  et  aux  .r.  On  aura 

-(•^4X      I.l'îX-      ./iX.VjX      \)=^^'pq{^p'r,rf—^qr^p). 


Or  on  aura  pu  toujours  choisir  les  (  de  telle  façon  que  la  forme 
bilinéaire  du  second  membre  soit  réduite^  et  n'ait  par  conséquent 
que  {1  termes.  Je  supposerai  que  les  {i  termes  qui  ne  s'annulent 
pas  sont  ceux  qui  ont  pour  coefficients 

De  plus,  aucun  de  ces  termes  ne  s'annulera,  sans  quoi  l'invariant 
de  no  tre  forme   bilinéaire  serait  nul;   ce.  qui  est  impossible 
{Cf.  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences^ 
t.  XCVII;  PicâHD  et  PomcAmA,  Note  du  3  décembre  i883). 
On  aura  donc 

Les  substitutions  (ti)  et  (la)  n'altérant  pas  les  formes  <bp^^  ces 
conditions  subsisteront  quand  j'aurai  annulé  à  l'aide  de  ces  substi- 
tutions tous  les  QCiAy  où  i>^k  —  i.  Mais  les  conditions  (i3)  et(i4) 
entraînent  les  suivantes  : 

«t*,*=o    si    A-i-A:<a[i-hi. 

Nous  avons  donc  fait  disparaître  tous  les  «/a  lorsque  l'indice  i 
est  plus  grand  que  aAr  —  i ,  ou  lorsque,  étant  pair,  il  est  plus  petit 
que  4  [A  +  a  —  k.  Cela  posé,  nous  allons  faire  disparaître  le  coeffi- 
cient a2jt+2,ii+27  ^n  appliquant  la  substilution  (12)  aux  ([jl -H  i)'^™*^ 
et  ([JL  —  i)»"»»«  paires,  puis  le  coeflicient  (i2\ir^2,}^z  e»  appliquant  la 
substitution  (12)  aux  ((x-H  i)»'™*  et  ([jl  —  2)'**'"®  paire,  puis  le  coef- 
ficient a2jj^.2,(ju|.4  en  opérant  de  même  sur  les  (jjl  4- 1  )"'"•  et  (jx  —  3y'^m« 
paires,  ...,  puis  enfin  le  coerficient  ^2^^2,2x1  ^  ^^^  opérant  sur  les 
([JL  -h  1)»*™°  et  première  paires. 

On  aura  alors 

quel  que  soit  k. 

On  opérera  de  la  même  façon  sur  les  ([jl  -f-  2)'""'^  ^^  {v-  —  5».)*'''"* 
paires  pour  faire  disparaître  a2pt+4^|x^.3,  puis  sur  les  ((xH-  a)*'"**  et 
([X  —  3)»''n»<^  paires  pour  annuler  a2|jL+^,pL+i» ...  ;  puis  sur  les  (a-f-  2)' ""' 
et  première  paires  pour  annuler  a2pu|.4,2ti.  On  aura  alors 

quel  cpio  soil  / . 


-  143  - 
On  n'a  qu'à  continuer  de  la  sorte  pour  avoir  enfin 

Il  est  clair  en  effet  qu'en  opérant  dans  Tordre  que  je  viens  d'in- 
diquer, on  pourra  l'aire  reparaître  des  coefficients  cLif^  que  l'on  aura 
fait  disparaître  antérieurement,  mais  seulement  si  Vindice  i  est 
impair;  on  n'aura  pas  à  craindre  de  faire  reparaître  des  coeffi- 
cients oLik  dont  le  premier  indice  sera  impair. 

Il  résulte  de  là  qu'après  toutes  ces  transformations  les  périodes 
paires  des  p  —  [jl  dernières  paires  seront  nulles  dans  nos  [jl  inté- 
grales réductibles.  Mais  ces  [jl  intégrales  ont  été  jusqu'ici  choisies 
arbitrairement.  On  peut  toujours  les  remplacer  par  \k  quelconques 
de  leurs  combinaisons  linéaires.  Or  le  choix  de  ces  combinaisons 
linéaires  peut  être  fait  de  telle  façon  que,  dans  la  première  d'entre 
elles,  la  période  de  rang  i  soit  égale  à  i ,  et  les  périodes  de  rang  4? 
6,  8,  ...,  2[JL  égales  à  zéro;  que  dans  la  deuxième  d'entre  elles  la 
période  de  rang  4  soit  égale  à  i  et  les  périodes  de  rang  a,  tî,  8,  ..., 
2[JL  égales  à  zéro,  ...  ;  qu'enfin  dans  la  [jl'*"*  d'entre  elles  la  période 
de  rang  a [x  soit  égale  à  i,  et  les  périodes  de  rang  2,  4>  ^y  •••; 
3[jL  —  2  égales  à  zéro. 

Par  conséquent,  si  nos  [jl  intégrales  sont  choisies  de  la  sorte, 
toutes  les  périodes  de  rang  pair  seront  nulles  dans  chacune  d'elles, 
excepté  une  qui  sera  égale  à  1.  Ce  seront  donc  des  intégrales 
normales.  c.  q.  f.  d. 

Ainsi  se  trouve  démontré,  par  des  méthodes  purement  arithmé- 
tiques, ce  théorème  si  utile  dans  la  théorie  des  fonctions  abé- 
liennes,  ce  qui  prouve  une  fois  de  plus  que  l'analvste  ne  saurait  se 
|)asser  du  secours  de  la  théorie  des  nombres. 
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EXTRAITS  DES  PROCÈS-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  2  NOVEMBRE  1883. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    ROUCHÉ. 

Communications  : 

M.  Poincaré  :  Sur  les  groupes  continus  contenus  dans  le 
groupe  linéaire  à  n  variables. 

M.  Lucien  Lévy  :  Sur  une  généralisation  du  problème  des 
développées. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  une  généralisation  de  V inversion  des 
courbes. 


SÉANCE  DU  16  NOVEMBRE  1883. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   ROUCHÉ. 

Démission  :  M.  Perrin,  vice-président,  envoie  sa  démission  de 
vice-président,  motivée  par  son  départ  de  Paris. 

Communications  : 

M.  Picard  :  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  indépen- 
dantes restant  invariables  par  les  substitutions  d^un  groupe 
discontinu, 

M.  André  :  Sur  la  probabilité  pour  quUine  permutation 
lion  née  de  n  lettres  soit  une  permutation  alternée, 

M.  Laguerre  :  Sur  un  théorème  dWlgèbre  élémentaire, 

M.  Perott  adresse  un  Mémoire  :  Sur  le  problème  des  fous. 


SÉANCE  DU  7  DÉCEMBRE  1883. 

PRKSIDRNCE   DR   M.    ROUCHK. 

Communications  : 

M.  Lucien  Lévy  :  Sur  le  complexe  des  normales  aux  ellip^ 
soldes  homo focaux, 

M.  Fouret  :  Sur  deux  théorèmes  concernant  deux  systèmes 
de  polygones  réf^^uliers  /l'un  même  nombre  de  cotes. 


SÉANCE  DU  21  DÉCEMBRE  1883. 

PRKSIDRNCK    I>E   M.    ROVCIIK. 

Démissions  :  M.  Chovsson  adresse  sa  démission  de  Membre  de 
la  Société. 

M.  Kœnigs  adresse  sa  démission  de  vire-secrélaire,  motivée  par 
son  éioignement  de  Paris. 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  le  nombre  des  permutations  de  n  éléments, 
qui  ont  S  séquences. 

M.  Laguerre  :  Sur  les  racines  des  équations  transcendantes. 

Sur  la  proposition  de  M.  Schlomilch,  de  Dresde,  la  Société 
échange  les  onze  volumes  parus  de  son  Bulletin  contre  les 
tomes  XVIII  à  XXVIII  du  journal  Zeitschrift  fur  Matkematik 
und  Physik. 

Le  journal  Archiv  fiir  Mathcmatik  und  Pliysiky  dirigé  par 
M.  Hoppe,  professeur  à  l'Université  de  Berlin,  accepte  l'échange 
de  ses  publications  avec  le  Bulletin  de  la  Société. 


SÉANCE  DU   i  JANVIER   188i. 

PRRSIDENCR   DR   M.    ROUCIIK. 

Le  Bureau  et  le  Conseil  sont  renouvelés  comme  l'indique  Tétai 
qui  est  au  commencement  du  volume. 

XII.  lo 
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Election  :  .M.  Uallv,  agrégé- préparaleur  à  TEcolc  Normale, 
présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Appell  et  Picard,  est 
élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Jordan  :  Sur  l'intégration  approchée  des  équations  dif- 
férentielles à  l^aide  des  quadratures. 

M.  David  envoie  une  Note  manuscrite  intitulée  :  Sur  une  trans- 
formation de  V équation  différentielle  linéaire  d'un  ordre 
quelconque, 

SÉANCE  DU    18  JANVIER   1884. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    PICARD. 

M.  Fouret  lit  le  Rapport  sur  l'état  de  la  Société,  au  point  de 
vue  financier,  à  la  fin  de  Tannée  i883. 

Elections  :  M.  Deruyts,  docteur  es  sciences,  assistant  de  Phy  : 
sique  à  TUniversité  de  Liège,  présenté  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  Le  Paige  et  Picquet,  est  élu  membre  de  la  Société. 

M.  Sophus  Lie,  professeur  à  l'Université  de  Christiania,  pré- 
senté dans  la  dernière  séance  par  MM.  Halphen  et  Stephanos,  est 
élu  Membre  de  la  Société. 

(Communications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  les  limites  des  valeurs  que  peut  prendre 
un  polynôme. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  une  étude  géométrique  de  la  distribu- 
tion des  efforts  autour  d'un  point  dans  une  poutre  rectan- 
g  u  la  ire, 

M.  d'Ocagne  dépose  un  Mémoire  manuscrit  sur  le  même  sujet. 

M.  ^^eill  :  Sur  des  polygones  dont  tous  les  sommets  sont 
situés  sur  une  courbe  algébrique  ou  transcendante. 

M.  Fouret  :  Sur  une  généralisation  de  la  spirale  hyperbo- 
lique. 
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SÉANCE  DU  i"^  FÉVRIER  1884. 

PRÉSIDENCE   DE  M.    PICARD. 

Election  :  M.  Arnaud,  élève-ingénieur  des  Ponls  et  Chaussées, 
présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  d'Ocagne  et  Weill,  est 
élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Stephanos  :  Sur  la  décomposition  d'une  forme  binaire 
en  une  somme  de  puissances  d'expressions  linéaires, 

M.  Raffy  :  Sur  le  genre  des  fonctions  algébriques  (i  plusieurs 
variables. 

M.  Picard  présente  quelques  observations  sur  la  Communication 
de  M.  RaffV. 

M.  Picard  :      ur  une  classe  de  fonctions  ft. 


SÉANCE  OU   ir»  FÉVRIER   1884. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    PICARD. 

Élections  :  M.  Thomas  Craig,  professeur  à  TUniversité  John 
Hopkins,  à  Baltimore,  présenté  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  Poincaré  et  Picard;  M.  Marchand,  ancien  élève  de  PEcolc 
Polytechnique,  présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Colli- 
gnon  et  E.  Lemoine;  M.  Mercereau,  licencié  es  sciences,  présenté 
dans  la  dernière  séance  par  M.  le  général  Parmentier  et  M.  Ste- 
phanos, sont  élus  Membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Haton  de  la  Goupillièrc  :  Sur  une  propriété  de  la  cvcloïde 
qui  constitue  la  courbe  d'équilibre  pour  les  tractions  méca- 
niques en  rampe. 

M.  Picard  :  Sur  les  formes  quadratiques  indéfinies  et  sur 
une  classe  de  fonctions  abéliennes. 
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SÉANCE  DU  7  MARS  1884. 

PRKSIDENCE  DE   M.    PICARD. 

0  _ 

Elections  :  M.  John  Casey,  professeur  à  l'Université  catholique 
de  Dublin,  présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Hermîte  et 
Picard;  M.  Artemas  Martin,  maître  es  Arts,  docteur  en  Philo- 
sophie à  Érié  (Pensylvanie),  présenté  dans  la  dernière  séance  par 
MM.  Picquet  et  Fouret,  sont  élus  Membres  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  un  système  de  coordonnées  propres  à 
étudier  certaines  courbes, 

M.  Weill  :  Sur  les  tangentes  à  certaines  courbes. 

M.  d'Ocagne  présente  des  observations  sur  cette  Communi- 
cation. 

M.  Rafly  :  Sur  un  théorème  de  M.  Hermite,  relatif  aux  inté- 
grales pseudo-ellip  tiques. 

M.  André  :  Sur  un  théorème  qui  permet  d^ abaisser  la  limite 
donnée  par  le  théorème  de  Descartes. 

M.  Picard  :  Sur  un  groupe  de  transformations  des  points  de 
V  espace. 

M.  Picard  dépose  un  Mémoire  manuscrit  sur  ce  sujet. 


SÉANCE  DU  21    MARS  188i. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   PICARD. 

Élection  :  M.  Tabbé  Pautonnier,  professeur  au  Collège  Sta- 
nislas, présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Hennite  et  Picard, 
est  élu  Membre  de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Stephanos  :  Sur  la  loi  de  réciprocité  des  fonctions  symé- 
triques, 

M.  Poincaré  :  Sur  une  équation  différentielle  considérée  par 
JA.  (ivldén. 
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SÉANCE  DU  4  AVRIL  1884. 

PRESIDENCE  DE  M.    PICARD. 

Communications  : 

M.  Rafly  :  Sur  les  transformations  im^ariantes  des  différen- 
tielles elliptiques. 

M.  Slephanos  :  Sur  les  déterminants  gauches, 

M.  Picard  :  Sur  la  forme  des  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles  du  premier  ordre  dans  le  voisinage  de  certains  points 
critiques  et  Sur  les  groupes  hyperabéliens. 


SÉANCE  DU  2  MAI  1884. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    PICARD. 

Élection  :  M.  ilenriot;  iDgénieur  des  Mines,  à  Charieville,  pré- 
senté dans  la  dernière  séance  par  MM.  Picquet  et  Poincaré,  est  élu 
Membre  de  la  Société. 

Communication  : 

M.  Poincaré  :  Sur  une  méthode  de  M.  Gjldén, 


SÉANCE  DU  16  MAI   1884. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    PICARD. 

Elections  :  M.  Pucciarelli,  répétiteur  au  Lycée  Saint-Louis, 
présenté  dans  la  dernière  séance  par  MM.  Picard  et  Poincaré; 
M.  Trashot,  ancien  élève  de  TÉcoIe  Polytechnique,  présenté  dans 
la  dernière  séance  par  MM.  Laisant  et  Lucas,  sont  élus  Membres 
de  la  Société. 

Communications  : 

M.  Laguerre  :  Sur  une  certaine  transformation  des  surfaces 
déduite  de  la  considération  des  anticaustiques. 

M.  Halphen  :  Sur  la  fonction  ^  (z)  de  Dirichlet. 
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M.  d'Ocagne  :  Sur  une  transformation  des  propriétés  an- 
gulaires. 

M.  RafTy  :  Sur  la  ramification  d'une  fonction  algébrique 
dans  le  voisinage  d'un  point  critique. 


SÉANCE  DU  6  JUIN   1884. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    PICARD. 

Communications  : 

M.  Lemoine  :  Sur  une  propriété  d'un  point  du  plan  d'un 
triangle. 

M.  Halphen  :  Sur  la  courbe  élastique. 


SÉANCE  DU  20  JUIN  1884. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    PICARD. 

M.  Goursat  adresse  un  Mémoire  manuscrit  Sur  l'intégration 
de  quelques  équations  linéaires  au  moyen  des  fonctions  dou- 
b  le  m  en  t  périodiq  ues . 

M.  d'Ocagne  adresse  un  Mémoire  manuscrit  Sur  une  série  à 
loi  alternée. 


SÉANCE    DU   i  JUILLET  1884. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   STEPHANOS. 

Élection  :  M.  Simonnel,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  présenté 
à  la  dernière  séance  par  MM.  Jordan  et  Vicaire,  est  élu  Membre  de 
la  Société. 

Communication  : 

M.  Stephanos  :  Sur  la  théorie  d'élimination. 
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SÉANCE  DU   1»  JUILLET   188i. 

PRESIDENCE   DE   M.    PICARD. 

Démission  :  M.  A.  de  Presles  adresse  sa  démission  de  Membre 
de  la  Société. 

Communication  : 

M.  Picard  :  Sur  les  fonctions  hy pevabéliennes  et  les  inté- 
grales de  différentielles  totales  de  première  espèce. 


BULLETIN   BIBLIOGRAPHIQUE. 

OUVRAGES   ET   SIÉMOIRES   REÇUS   DU   20  JUILLET    l883    AU    IQ  JUILLET    l884. 

De  Longchamp,  Traité  d^ Algèbre 

D'  Schubert,  Sammlung  von  arithmetischen  und algebraischen 

Fragen  und  Aufgaben.  Potsdam,  i883. 
M.-P.  del  Pezzo,  Sulla  curva  hessiana. 

Ces  deux  derniers  Ouvrages,  ayant  appartenu  à  M.  Chasles, 

sont  offerts  à  la  Société  par  M.  Clayeux. 
Jordan,  Cours  d'Analyse,  second  volume. 
Rouché  et  de  Comberousse,    Traité  de  Géométrie,  cinquième 

édition. 
Le  Paige,  Sur  les  surfaces  du  troisième  degré.  Extrait  des  Acta 

mathematica. 
V.  Lignine,  Liste  des  travaux  sur  les  systèmes  articulés.  Extrait 

du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques^ 
Emil  Weyr,  Ein  Beitrag  zur  G ruppen théorie  auf  den  Curven 
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juchtcheisi  spheri peremiennago  raduisa. 
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^^^^^^^   =«••{<?,  5,. ..-V,c«;Z  +  *(?,  5,. ..4-,a». 

—  Oichtchii  Sposoï  integrirovanii  lineinikh  differencialinich 
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—  O  formul  (H) 
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Remarque  sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes 
aux  intégrales  elliptiques;  par  M.  Lmîle  Picard. 

(Séance  du  7  novembre  1884.) 

Dans  un  Mémoire  extrêmement  intéressant,  qui  vient  de  pa- 
raître dans  le  tome  IV  des  Acta  niathematica,  M"**'  K.owalewskv 
cite  le  théorème  suivant,  qui  lui  a  été  communiqué  par  M.  Weier- 
strass,  et  dont  M.  Poincaré  vient  de  donner  une  démonstration  : 

Siy  d^  une  fonction  &(vi,  v^,  . . . ,  Vp,  Th,  . . . ,  Tpp),  on  peut,  par 
une  transformation  de  degré  Â*,  passer  à  une  autre  qui  soit  le 
produit  d'aune  fonction  ^  de  (p  —  i)  variables  et  d'une  fonc- 
tion &  d\ine  variable,  on  peut  toujours,  par  une  transfor- 
mation   du   premier  degré,    la   transformer   en    une   autre 

^\^\ >  ^'2»  •  •  •  î  ^?  1  '^n ?  •  •  •  ?  '^pp)»  dans  laquelle 

Tjf  —    ry       "13  —  M*  —  •  •  •  —  «ip  —  o, 

où  [X  représente  un  des  nombres  i ,  2,  . . . ,  (A*  —  1). 

Je  me  suis,  il  y  a  quelques  années,  occupé  de  la  question  de  la 
réduction  des  intégrales  abéliennes  aux  intégrales  elliptiques,  dans 
le  cas  où  p  =  2,  et  j^ai  énoncé  de  la  manière  suivante  une  propo- 
stion  analogue  à  la  précédente  {Comptes  rendus,  1881,  et  Bul- 
letin de  la  Société  mathématique,  1882)  : 

Dans  le  cas  où,  pour  une  courbe  du  second  genre,  il  y  a  une 
intégrale  abélienne  de  première  espèce,  aj^ant  seulement  deux 
périodes,  on  peut  toujours,  par  une  transformation  du  pre- 
mier degré,  obtenir  un  système  d^ intégrales  normales  dont  le 
Tableau  des  périodes  soit 


(0 


o     .     G    ^ 
,     o    i    G' 


Ce  résultat  ne  eoïricide  pas  enlicreniciil  avec  celui  de  M.  Weicr- 
slrass;    rraprès  le  premier  théorème,  on  aiïirme  seulement,   en 


eir<;l,  que  Ton  pourra  avoir  le  Tableau  de  périodes 


i'i) 


( 


O       I        Ci        7- 

r     o     7-     ^ 
A' 


A'  étant  un  nombre  positif  et  |jl  un  des  nombres  i,  i«,  ...(/• —  i ). 

Je  ne  sais  si^  dans  le  cas  général,  on  pourrait  préciser  davan- 
tage la  forme  de  712  ('  );  mais,  pour  le  cas  de  p  =  a,  on  peut  cer- 
tainement arriver  à  la  forme  (i)  :  cela  résulte  de  la  démonstration 
que  j'ai  donnée  dans  le  Mémoire  cité;  mais  il  ne  sera  pas  sans 
intérêt  de  montrer  directement  que  Ton  peut,  par  une  transfor- 
mation du  premier  degré,  passer  d'un  Tableau  de  la  forme  {'à) 
à  un  Tableau  de  la  forme  (i). 

Une  transformation  du  premier  degré  transforme  d'une  manière 
générale  un  Tableau  de  périodes 

0  I     G'    H 

1  o    H     G 

0  1     G'j     H, 

1  o    H,     Gi 

oi\  l'on  a,  pour  G|,  H|,  G',,  les  valeurs  données  par  M.  Hermitc. 
Je  me  bornerai  à  écrire  la  valeur  de  lli 

3        . j    ^  {arihx  -^  (adhi  C'  -4-  [W)o3  -f-  (^^M  »  -^  (af^UC''-^  (arih:^(  H«  -  GG") 
^  '  {ab)oi-^(ab)i^G-h2{ab)ozil-h(ab)^^G'-^{abh3(H^  —  GG') 

où  Ton  a  posé  d'une  manière  générale 

(  ad  )  ij  —  ai  dj  —  ay  di. 
Les  t/,  bj  c,  d  sont  des  entiers  vérifiant  les  relations 


en  un  autre 


(i) 


a^d^ 
aodt 
a^df 
aidj 
aidi 


boCi 
boCi 
boCi 
biCi 

bî  C;j 


-  Co ^3  —  ^^0^3  =  ^'1  di  -^  bi  Cf  —  Cl  6j  —  di  «2  =  r , 
-Cobi  ■--  d^ax  =  (), 

-  c^bi  —  rfo^'î  "  *>• 

-  Ci^3   -  dxa:i  —  o, 
■  Cib:i  —  </2^3  =  o. 


(')  La  «|iicsli«m  \iciit  d'iMic  cvaiiiincc  ^ar  M.  Poiiiraiv. 


l,)t)       

Or  parlons  du  s\stème  ('.>.)  où  nous  supposons  [x  et  k  premicrî» 
entre  eux,  el  faisons-lui  subir  la  transformation  (a,  b,  c,  d)^  dans 
laquelle  on  a 

a,,  =  O,  «/,  =  !,  «î  —  o,     «3  —  o, 

60  =  (A,         ^1  =  —  lA,    ^j  =  0,    6s  =  A-, 

Co=  — Cl,      Cl,  C2    —  o,       C3, 

do  =  Oy  cil  =  i)y  ^î  =  ï>     ^3  =  1; 

C|  et  Cj  sont  deux  entiers  uniquement  assujettis  à  satisfaire  à  la 

relation 

[JIC3  -i-Aci  =  I. 

On  voit  d'abord  que  toutes  les  relations  (4)  sont  vérifiées.  Cher- 
chons la  valeur  de  H|,   en  partant  de  la  formule  (3),  où  nous 

faisons  H  =  ^• 


On  trouve  de  suite 


„,=i 


Nous  aurons  donc  bien  un  Tableau  de  la  forme  (1),  et  l'entier  D 
qui  y  figure  est  égal  à  k\ 


Sur  les  nombres  pseudo-symétriques ;  par  M.  Emile  Lemoime, 

ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

(Séance  du  7  novembre  188^.) 

Dans  ce  qui  suit,  nous  désignerons  toujours  par  x  la  base  du 
svstème  de  numération. 

Nous  dirons  qu'un  nombre  de  'jlh  chiffres  est  parisymétrique  si 
les  chiffres  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux.  Exemple  : 

2552. 

Qu'un  nombre  de  2/i-|-i  chiffres  est  imparisvmétriquc,  quel 
que  soit  le  chiffre  du  milieu,  si  les  chiil'rrs  à  égale  distance  des 
extrêmes  sont  égaux.  Exemple  ; 

Tt>65'>,. 


Nous  appellerons  pse  ado  -  par  isy  métrique  un  nomhre  de 
2/1  chiflres,  tel  que  la  somme  de  deux  chifTres  à  égale  distance 
des  extrêmes  soit  constante  ou  nulle;  la  valeur  de  la  constante  se 
nomme  Y  échelle. 

Nous  appellerons  pseudo-imparisy métrique  un  nombre  de 
2/1  +  1  chiffres ,  tel  que  la  somme  de  deux  chiffres  à  égale  dis- 
tance des  extrêmes  soit  constante  ou  nulle,  et  que  le  chiffre  du 
milieu  soit  nul  ou  égal  à  la  moitié  de  la  constante  (si  celle-ci  est 
paire);  la  valeur  de  la  constante  se  nomme  Véchelle. 

Exemples  : 

8o70o46oo3o'2,  7  3 

sont  pseudo-parisymétriques  à  échelle  i  o  ; 

6o3i  47^)02,         6o3 10750a 

sont  pseudo-imparisymétriqucs  à  échelle  8. 

Nous  désignerons  par  Â,  B,  C,  ...  des  nombres  quelconques 

(le  premier  chiffre  à  gauche  n^étant  jamais  zéro),  et  par  «,  6,  c,  . . . 

ces  mêmes  nombres,  lus  de  droite  à  gauche. 

Exemples  :  si 

A  =  5382,     B  =  1 56o, 

on  aura 

a  =  2835,    b  =  ()  j  I . 

Nous  désignerons  respectivement  par  N^,  N^,  Ne,  ...  les  sommes 
A  -h  ^,  B  -h-  6,  C  -+-  6',  . . . . 

Rappelons  encore  le  théorème  suivant,  que  nous  avons  dé- 
montré au  congrès  de  Blois  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l^on  ait 
Na  =  N^,  A  et  B  étant  des  nombres  dUin  même  nombre  de 
chiffres,  est  que  la  somme  de  deux  chiffres  à  égale  distance 
des  extrêmes  dans  A  soit  éfi^ale  à  la  somme  des  chiffres  corres- 
pondants dans  B. 

Nous  déduirons  de  ce  théorème  la  proposition  suivante,  très 
facile  à  démontrer  : 

Théorème  I.  —  Si  A,  B,  (^.  ...  sont  des  nombres  pseudo-sy- 
métriques de  même  échelle,  d' un  même  nombre  de  chiffres ,  rt 


.w   — 
où  les  zéros,  s'U  y  en  a,  occupent  ie  même  ranfr,  on  aura 

ety  réciproquement,  si  les  zéros  n^occupent  pas  le  même  rang 
dans  tous  ces  nombres,  N^,  N^,  N^  . . .  seront  différents. 

Exemples  ; 


804905 
509408 

608607 
705806 

]3i43i3 

5oo3o97.o8oo6 
6oo8o29o3oo5 

]3i43i3 

too5o38o6oo7 
70o6o83o5oo4 

1IOI119J  non 

rioi  n^inoii 

On  conclut  de  là  que,  pour  trouver  le  nombre  P,i  de  valeurs  dif- 
férentes que  peut  prendre  la  somme  N<,  si  A  prend  toutes  les  va- 
leurs qui  en  feront  un  nombre  pseudo-symétrique  de  n  chiffres 
et  d'échelle  p,  il  suffit  de  compter,  dans  un  nombre  pseudo-symé- 
trique de  /{  chiffres,  de  combien  de  façons  différentes  peuvent  être 
placés  les  zéros,  les  chiffres  significatifs  étant  indifférents. 

Comme  il  s'agit  de  nombres  pseudo-symétriques  où,  par  con- 
séquent, les  zéros  sont  toujours  deux  à  deux  à  égale  distance  des 
extrêmes,  il  suffira,  si  /î  =  'im,  de  chercher  de  combien  de  façons 
différentes  des  zéros  peuvent  entrer  dans  un  nombre  de  m  chiffres, 
dont  le  dernier  chiffre  à  droite  n'est  pas  nul. 

Si  /i  =  am  +  I  et  l'échelle  impaire,  le  chiffre  du  milieu  étant 
toujours  nul,  on  trouvera  le  même  nombre. 

Si  Téchelle  est  paire,  le  chiffre  du  milieu  pouvant  être  soit  zéro, 
soit  la  moitié  de  l'échelle,  on  trouve  un  nombre  double. 

Problème  l.  —  A  étant  un  nombre  pseudo-symétrique  de 
n  chiffres  et  d^ échelle  /?,  trouver  le  nombre  P,i  de  valeurs  diffé- 
rentes que  peut  prendre  la  somme  N^ 

A  est  un  nombre  pseudo-parisymétrique  de  a  m  chiffres.  Il  n'y  a 
qu'une  valeur  pour  N^,  si  A  ne  contient  pas  de  zéro. 

Soit  N|,  N2,  N3,  . . .,  Nw.  I  le  nombre  des  valeurs  de  N«,  si  A 


-   138  — 
contient  '*,  /\,  (),...  9.(m  —  i)  zéros;  on  aura  évidemment 

^l  -  » 

I 


ÎN:,= 


1  .1 

(m  —  ï)(/n  —  i)im  —  3) 
I  .  9. .  i 


el 


ou 


P,i  =  n-  Ni  -f-  i\i  -+-  . . 


,^  m  —  I        (/w  —  I  )(/??  — a)  //i  —  I 


ou 


n 
1 

Si  /?  =  2/n  4-  I,  le  nombre  A  sera  pseudo-imparisymélrique  et 

V„  aura  la  même  valeur  a'"~'  =  2  *        (jue  précédemment,  puisque 
le  chiffre  du  milieu  est  toujours  zéro 


2" 

/?  =  a/? ,     n  —  %m. 

On  a  encore 

n 

mais,  SI  n  =  :>.//i  -f-  i,  on  a 

car  le  chiffre  du  milieu  de  A  peut  être  soit  o,  soit  p' . 

Théorème  II.  —  Tout  nombre  paris  y  métrique  de  'au  cliijfres 
est  de  la  forme  A  -h  «,  A  ayant  in  chiffres. 

Démonstration  très  simple,  —  Exemple  : 

provient  de 

A  =  50700  looGo  53/00  loolio 

-       (MI  «Ir 
Il  —  oGooi»)07o5  oH)Oioo7V> 

5070 1 1  o7()  j  J()7o  1 1 07(0 


De  même  : 

Théorème  III.  —  Tout  nombre  imparisy métrique  de  in -\-  i 
chiffres,  et  dont  le  chiffre  du  milieu  est  pair  ou  nul,  est  de  la 
forme  \-\-  a^  A  ayant  :>./i  -+-  i  chiffres, 

Th^.oreme  IV.  —  Si  K  est  un  nombre  pseudo-parisy métrique 
d'échelle  p  <C.Xy  Na  est  un  nombre  par isy métrique  du  même 
nombre  de  chiffres  et  dont  tous  les  chiffres  sont  p  ou  o, 

•exemple  : 

i>o8 1  o  î 
ioi8o5 

909909 

Soit    mainlenant    A    un    nombre    pseudo-parisy métrique    de 
'An  chiffres,  dont  réclielle/)  est  x  ou  plus  grande  que  x. 
Soit  a  le  premier  chiffre  à  gauche  de  A. 
Soit  j!  le  premier  chiffre  à  droite  de  A. 
On  a 

mais 

p^x    et    p<,ix  —  i; 

donc  N<,  aura  2/14-1  chiffres,  et  son  premier  chiffre  à  gauche  sera 
Tunité. 

Pour  que  N<,  soit  symétrique,  il  faut  que  le  dernier  chiffre  à 
droite  soit  aussi  Tunité,  ce  qui,  puisque/?  >  j:,  exige />  =  j:  -f-  i; 
pour  toute  autre  valeur  de  />,  parmi  celles  plus  grandes  que  x  ou 
pour  celle  égale  à  x^  N^  ne  pourra  donc  pas  être  symétrique. 

Je  dis  que  si  /?  =  x  H-  i,  N^  est  effectivement  symétrique. 

Soit 

un  nombre  pseudo-parisymétrique,  tel  que,  ak  et  a^^  représentant 
deux  chiffres  quelconques  à  égale  distance  des  extrêmes,  on  ait 

pour  toute  valeur  de  k 

Comme  ai  -f-  rt,  =  ^  +  1 ,  N^  a  '*.  n  -\-\  chiffres,  puisque  le  der- 
nier chiffre  ù  gauche  de  V  n'est  jamais  /.éro. 


-  160  — 

Pour  que  N^,  soil  imparisymétrique,  il  faul  que,  dans  l'addilion 
faite  en  commençant  par  la  droite  comme  à  Tordinaire,  le  chiflre 
provenant  de  «y-l-  Oj  (en  tenant  compte  de  la  retenue  s'il  y  en  a) 
soit  égal  au  chiiïre  provenant  (sur  la  gauche)  de  Taddition  de 
^y_i  -^  àj_^  (en  tenant  compte  de  la  retenue  s'il  y  a  Heu) 

a     :=  a\  a\  ...  «y_|   ft'j  ^'y^i  • .  .  <ï'„  n„  . .  ,  fij->^\  fij   ^y -t  . . .  «i   0% 
A    =  «1   «j  . . .  rty-i    Gj  aj^x  • . .  ^/i   a„  . . ,  ^y  +  i   ^y  ^y-t    . . .  «  j  ^'1 


N\,=   I 


Première  hypothèse •>. 'i 

Deuxième  hypothèse o o 

Troisième  hypothèse 1 i 

Quatrième  hypothèse 1 i 

Il  n'y  a  que  quatre  hypothèses  possibles  : 
i"  aj  -r-  <ïy  =  J"  -r- 1     ei     nj_ ,  4-  aj^x  =  j  -r-  i , 

il  V  a  retenue  des  deux  côtés,  et  les  deux  chiffres  sont  des  2; 

a*  nj  -i-  <ïy  =  o     el     ^y„,  -f-  fij-i  —  o, 

les  deux  chiffres  sont  des  o; 

3"  aj -r- a'j  =-- x-^i     et     <7y., -f- f?y_t  —  o, 

les  deux  chiffres  sont  des  i  ; 

4**  aj  -r-  a'j  =  o     et     «y   i  -h  ^y-i  —  j-  -i-  1 , 

les  deux  chiffres  sont  des  i. 

Le  chiffre  du  milieu  provient  de  Taddilion 


. . .  (ifi  {i„ 

.  .  .  o ^    (Iff 


Première  hypothèse. ...     a„  --  a'^  =  x  -7-  \  . . .  -x  ... 
Seconde  hypothèse 0^-—  a\^  —  o         . . .  o  . . . 

On  voit  donc  que  les  chiflres  à  égale  dislance  des  extrêmes  sont 
égaux,  que  leur  valeur  est  o,  1  ou  2; 

Que  le  chiffre  du  milieu  ne  peut  élre  que  1  ou  o. 

En  continuant  la  discussion  delà  même  manière,  on  verrait  que, 
dans  Nrt,  un  o  ne  pouri*a  avoir  à  sa  droite  (et  par  suite  à  sa  gauche, 
puisque  N^  est  symétrique)  un  nombre  impair  de  1  consécutifs; 
que  jamais  un  u  et  un   a   ne  pourront  se  trouver  à  colé  Fun  de 


l'autre;  que  un  2  ne  peut  avoir  à  sa  droite  (et  par  suile  à  sa  «;aurlie) 
un  nombre  pair  de  i  consécutifs. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  5/  A  est  un  nombre  pseudo-paris  y  métrique 
de  2/1  chijffres  et  d'échelle  x  4-  i,  N^  sera  fin  nombre  impari- 
symétrique  de  'An  -^  \  chiffres,  qui  ne  pourront  être  que  o,  i 
ou  2,  les  chiffres  extrêmes  seront  i,  le  chiffre  du  milieu  ne 
sera  jamais  i  ;  un  o  ne  pourra  jamais  ai'oir  à  sa  droite  ou  à 
sa  gauche  un  nombre  impair  de  i  consécutifs;  jamais  un  o  et 
un  '1  ne  pourront  se  trouver  l'un  près  de  Vautre;  un  2  ne  peut 
avoir  à  sa  droite  ou  à  sa  gauche  un  nombre  pair  de  i  consé- 
ruti/s;  si  l'échelle  est  x  ou  >- .r -f-  1 ,  JV^  ne  peut  être  svmé- 
trique. 

On  démontre  d'une  façon  tout  à  fail  semblable  les  deux  théo- 
rèmes suivants,  qui  sont  analofçues  au\  théorèmes  IV  et  \ , 

Thkouème  VI.  —  Si  A  est  un  nombre  pseudo - imparisy mé- 
trique ('j.n  —  I  rhiflres)  dont  l'échelle  p  est  plus  petite  que  la 
base  .r,  M^  est  un  nombre  imparisy métrique  i-in  —  1  chiffres)^ 
dont  les  chiffres  sont  p  ou  o. 

Théorème  \  IL  —  Si  A  est  un  nombre  pseudo-imparisvmé- 
trique  {in  —  \  chiffres)  dont  r  échelle  est  x-\-\,  N<,  est  un 
nombre  parisymétrique  de  2/1  chiffres ,  qui  ne  pourront  être 
que  o,  1  ou  2;  les  chiffres  extrêmes  seront  1  ;  les  deux  chiffres 
du  milieu  seront  deux  i  ou  deux  osi  x  est  pair,  deux  o,  deux  1 
ou  deux  1  si  X  est  impair;  un  o  ne  pourra  jamais  avoir  à  sa 
droite  {ou  à  sa  gauche)  un  nombre  impair  de  i  consécutifs: 
jamais  un  o  et  un  2  ne  pourront  se  trouver  l'un  près  de  Vautre  : 
un  2  ne  peut  avoir  à  sa  droite  {ou  à  sa  gauche)  un  nombre 
pair  de  i  consécutifs:  si  V échelle  est  x  ou  ^  .r  +  i ,  X^  ne  peut 
être  symétrique 

Remarque  /.  —  Soit  A  un  nombre  pscudo-parisymélrique  de 
2/1  chiffres;  nous  avons  démontré  que  I\^=  .\.-\-a  sera  un  nombre 
imparisymélrique  de  2/1  4- 1  chiffres,  dont  le  chiffre  du  milieu  est 
2  ou  o,  et  par  suite,  d'après  le  théorème  111,  il  sera  aussi  de  lu 
forme  B -f-  />,  B  étani  un  nombre  de  2//  -f- 1  chiffres. 

\n.  1 1 
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liemarquc  IL  —  Soit  A  un  nombre  p  se  udo-i  m  par  isométrique 
de  'xn  —  1  chiffres;  nous  avons  démonlré  que  N^  =  A  4-  «  sera  un 
nombre  paris^mélrique  de  in  chiffres,  et  par  suite,  d'après  le 
théorème  II,  ii  sera  de  la  forme  B  +  6?  B  étant  un  nombre  de 
•-«/i  chiffres.  Donc,  en  général  : 

Théorème  VIII.  —  Si  A  est  pseudo-symétrique  de  n  chiffres j 
N^  =  A  -h  a  sera  aussi  de  la  forme  B  +  6,  B  ayant  n  -+- 1  chiffres; 
dans  ce  cas  y  nous  dirons  que  le  nombre  N^  est  doublement  de 
la  forme  N. 

Nous  pourrions,  dans  ces  recherches,  employer  une  méthode 
un  peu  différente  que  nous  allons  indiquer  sommairement. 

Supposons  A  pseudo-symétrique  d'échelle  j:  H-  i  ;  puisque  N^, 
d'après  le  théorème  I,  ne  dépend  que  de  la  place  des  o  dans  A,  il 
n'y  a  pas  à  distinguer  entre  eux  les  chiffres  significalifs,  et  nous 
désignerons  par  /  et  /'  deux  chiffres  quelconques  à  égale  distance 

des  extrêmes  et  tels  que  /-f-/'=j:4-i  Is'xx  est  impair,  le  chiffre 
du  milieu  pourra  être  — ; —  ]• 

Cela  posé,  A  se  composera  de  droite  à  gauche  (ou  de  gauche  à 
droite,  puisqu'il  est  pseudo-symétrique)  : 

D'un  jïroupe  de/?  chiffres  /  {p  étant  tiu  moins  i), 
»  fj        ^*        o  i  q  peu!  rire  zéro), 

•'  /•        >'        /  (  /•  »  ), 

»  .9         »>        o  (  s  »•  ), 


/'  '/ 


/• 


A      -         /  . . .   /  o  . . .   o  /  . . .    /  o  . . .   o  /  — . — .  — . —  /'  o  . . .   o  /'  . . .    l*  o  . , .  «)  r  . . . 
a     —         /'.../'  o  ...  o  /'.../'  o  ...   o  /'  — . — . — . —  /o...   o  /  ...   /o...  o  /  ... 


7 


/• 


\,,  -  I     'l...'À    I    0...0    I     •A...'l    r    0...0    I     /'  — .  — .  — . —     I    0...0     I     2. ..2     l    0...0     I     ^...IL 

On  voit  Inunédiatcment  que  A. -\- a  commence  et  finît  par  i  ; 
(|u'il  a  lin  chiffre  de  plus  (ine  A,  de,  et  l'on  pourrait  démontrer 
les  théorèmes  V  et  VII. 

THhiORÈME  IX.  —  Si  un  nombre  M  de  n  -f-  i  chiffres  est 
doublement  de  la  forme  N,  c^ est-à-dire  si  ce  nombre  est  la 
somme  d'un  nombre  A  de  n  chiffres  et  de  ce  nombre  renversé. 


et  en  même  temps  la  somme  d'un  nombre  li  de  //  -f-  i  chiffres 
et  de  ce  nombre  renversé,  et  si  de  plus  B  est  tel  que  la  somme 
de  deux  chiffres  ii  éf^ale  distance  des  extrêmes  soit  plus  petite 
que  x^  A  sera  un  nombre  pseudo-symétrique  à  échelle  t  -h  i . 

Remarquons  d'abord  que  A  <[  x"  :  donc  \  -\-  a  <C  '>.x",  donc  le 
premier  chiffre  à  gauche  de  M  est  i . 

Posons  les  additions  de  A  -f-  A  el  de  B  -h  b,  et  remarquons  en- 
core que  Faddilion  B -j- />  monlre  que  M  esl  un  nombre  svmé- 
trique,  puisque,  /•  élanl  quelconque,  />,/  +  />„_^  est  plus  petit  que  x; 

on  a 

A=        a„   i  rtn-i  «/I-3  «/i-v   «*       ''3       «2       <h       f'o 

a  =         «0         ''«I         ^i         ^3         ^n-r*   <ï//-4   ^n-Z   ««- J   «/i-l 

M  =  A  -J-  ^  =    I  •?.  9.         I 

I  I 

^  =    b„  hn-x   h„..i  ^„_,    A,        />,       A,        ho 

6  =   60  A,       hf       63       />„_3  6/,_,  6^_,  />„ 

\|  =  B   i- 6  =    I     9.   ^ y»  I 

I  I 

M  étant  symétrique,  puisque  le  premier  chiffre  k  gauche  de 
A  -h  ^  esl  I,  le  chiffre  des  unités  de  M  est  aussi   i,  ce  qui  donne 

en  effet,  ^.» -f- ^«-i  est  i  ou  j"  +  i,  puisque  le  dernier  chiffre  à 
droite  de  A.=  a  est  i  ;  or  il  ne  peut  e^tre  i ,  car  A -|- ^  n'aurait 
pas  alors  un  chiffre  de  plus  que  A.  Dans  A  -+-  ^,  le  deuxième  chiffre 
à  gauche  est  donc  2  ou  i,  suivant  qu'il  y  a  une  retenue  venant  de 
l'addition  précédente  ou  qu'il  n'y  en  a  pas. 

S'il  est  2,  le  deuxième  chiffre  à  droite  de  M  est  aussi  2,  puisque 
M  est  symétrique,  alors  le  deuxième  chiffre  à  droite  de  l'addition 
A  4-  «  montre  que  ^1  -+-  ^/ï-^2  est  x  -+-  i  ou  i  ;  mais  ce  ne  peut  être  i , 
puisque,  sur  la  gauche,  la  colonne  où  se  trouve  a^  -\-  an^^  ^  donné 
par  hypothèse  une  retenue  dans  a^  +  a„_.2  ^=  x  -\- i  et,  s'il  est  1, 
le  deuxième  chiffre  à  droite  de  M  est  aussi  i  ;  alors  l'addition  du 
deuxième  chiffre  à  droite,  dans  A  +  a,  monlre  que  ai  4-  a„_|  =  o 
oa  x;  ce  ne  peut  être  x,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  retenue  (à  gauche) 
dans  la  colonne  de  A  -|-  ^  011  se  trouve  <7|  +  rt„_|  :  donc 

«l  H-  «/i-i  =  o. 


EiLaminons  le  cas  où  le  deui^ième  chiflre  est  un  'j,  puis  le  cas 
où  c'est  un  i  : 

1**  Supposons  qu*il  v  ait  un  a  pour  deuxième  chiffre  à  droite  et 
par  suite,  à  gauche;  nous  venons  de  voir  que,  alors, 

donc  le  troisième  chiffre  à  gauche  et,  par  suite,  à  droite  de  A  +  a 
est  encore  un  2  ou  un  1  ;  un  -j,  s'il  a  une  retenue  venant  de  l'ad- 
dition partielle  de  la  troisième  colonne  à  gauche,  an^^  +  o^.  Ce 
qui  exige  ««_a  -f-  «a  ==  x  -j-  i ,  puisque  le  troisième  chiffi^  à  droite 
de  A  -h  «  est  Ji,  qu'il  y  a  une  retenue  et  que  a,,_a  4-  a^  ne  peut 
être  funité,  puisqu'une  retenue  provient  de  Taddition  partielle  de 
la  troisième  colonne  à  gauche.  2"  Supposons  un  1  pour  troisième 
chiffre,  il  n\  a  pas  alors  de  retenue,  etc. 

Rien  n*est  plus  facile  que  de  continuer  ainsi  la  démonstration, 
mais  elle  est  longue  à  développer  complètement;  nous  nous  bor- 
nerons, pour  abréger,  à  celte  indication  de  la  méthode. 

J'avais  d'abord  cru  avoir  démontré  la  proposition  plus  générale 
suivante  : 

Tout  nombre  qui  est  doublement  de  la  forme  N,  c^est-à-dire 
qui  est  de  la  forme  A  -h  «,  A  avant  n  chiffres,  et  de  la  forme 
B  4-  6,  B  avant  w  -f-  i  chiffres,  est  tel  que  A  est  pseudo-symé- 
trique  d  *  échelle  .r  -h  1 . 

Je  remercie  M.  le  sous-intendant  uiilituire  Delannov,  qui  m'a 
montré  que  je  taisais  une  hvpolliè>e  implicite  {b^  -r-  b„_j^  <C  X)^ 
lac|uellr  reslrei«;nail  la  généralité  du  lliéorèmi»,  et  m'a  donné 
l  o\eni|)le  sui\aiit  : 

Si   A     -  --.u»o3  ^,  si  B  -=  i<vîoo<>~io,  on  a 

A  —  a  =  B  -T-  ^    -  1 7 1  o<>  1 1 1 1 , 

vl  A  n'est  pas  psoudo-swnélriqut*  dérhelle  ^- -+- 1 .  C'est  d'après 
rela  que  j'ai  rt'clifié  la  démonslralion  et  l'énoncé  précédents. 

liemarque,  —  Ce  c|ui  précède  est  vrai,  quelle  que  soit  la  basex 
(lu  s\stème  de  numération,  excepté  dans  le  cas  du  s>stème  bi- 
nairc,  puisque  nous  avons  supposi-  l'existence  du  caractère  2. 
Pour  le  svslème  binaire,  une  élude  tonte  «lillerente  doit  être  faite. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 
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Théorème  X.  —  Le  nombre  de  nombres  de  n  H-  i  chiffres, 
qui  sont  doublement  de  la  forme  N,  c'est-à-dire  le  nombre 
de  nombres  de  n  -{-i  chiffres,  qui  sont  à  la  fois  de  la  forme 
A  4-  flr,  A  ayant  n  chiffres  et  de  la  forme  B  -h  ft,  B  ayant  n  -h  i 
chiffres  est  le  même,  quelle  que  soit  la  base  x  du  système  de 
numération  y  lorsque  cette  base  est  plus  f^rande  que  2  et  que 
l'on  suppose  que,  dans  B,  la  somme  .de  deux  chiffres  à  égale 
flistance  des  extrêmes  est  plus  petite  que  x. 

f^la  résulte  iiiiiiiédiaUMiienI  dt;  ce  qui  pn»cède. 

Ce  nombre  est  égal  au  nombre  de  nombres  pseudo-symé- 
triques de  n  chiffres  d'échelle  x -{- i  (ou  plus  généralement 
d'échelle  de  même  parité  que  x  -\-  1). 

Car  il  est  évident  qu'il  y  a  autant  de  nombres  pseudo-symé- 
triques de  n  chiffres  d'échelle  p  que  de  nombres  pseudo-symé- 
triques de  n  chiffres  d'échelle  />',  quels  que  soient  p  et  p'y  pourvu 
que  p  et  p'  soient  de  même  parité;  d'après  le  problème  I,  si  p  est 
impair  et  p'  pair,  il  y  a  deux  fois  plus  de  nombres  pseudo-symé- 
triques d'échelle/>'  que  de  nombres  pseudo-symétriques  d'échelle/?. 

En  résumé  : 

Le  nombre  de  ces  nombres  de  n  -h  i  chiffres  qui  sont  dou- 
blement de  la  forme  N,  c'est-à-dire  le  nombre  de  nombres  de 
n  -^  i  chiffres,  qui  sont  à  la  fois  de  la  forme  A  4-  a,  A  ayant 
n  chiffres,  et  de  la  forme  B+ft,  B  ayant  n -\- \  chiffres,  en 
supposant  que,  dans  B,  la  somme  de  deux  chiffres  à  égale 
distance  des  extrêmes  est  /dus  petite  que  x,  est  : 

n 
I 


Si  X  est  pair  et  n  -—  'i  //<,  •^"'   *  -=  '2^       ; 
Si  X  est  pair  et  n  =  'im  -\-  i,  'i"*   *  ^^  2  '^ 

n 

Si  X  est  impair  et  n  ^=  'im^  2'""*  =  'i*      ; 


n      1 


l 


n-\ 


Si  X  est  impair  et  n  =:  'i  m  -{- 1 ,  2"*  =^  '2  ^  . 

Ces  résultats  ne  s'appliquent  pas  au  système  binaire  qu^il  faut 
étudier  à  part  pour  la  recherche  des  nombres  qui  sont  doublement 
de  la  forme  N,  car  nous  nous  sommes  servis  du  caractère  2,  qui 
manque  dans  le  système  binaire.  Je  n'ai  pas  encore  traité  ce  pro- 
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Même,  j'ai  seulement  vérifié  qu*îl  n'v  a  pas  de  nombres  double- 
ment de  la  forme  \  avant 

»  <  1  «  I 

looi  =  no  —  on  =  looo  —  «tooi  ; 

qu'il  nS  a  pas  <le  nombre  de  cinq  chîflres  qui  soit  doublement  de 
la  forme  \:  que 

loi  loi  =  11110  —  01111  =  lOOIOU  X  UOIOOI 

est  le  seul  nombre  de  sî\  chiffres  qui  soit  doublement  de  la  forme  N  ; 
qu'il  n\  a  pas  de  nombre  de  sept  chiffres  qui  soit  doublement  de 
la  forme  N:  enfin  que 

lOi>IIUOI.    lOllllOl.    luoiooiooi.     lUOlOllOlOOl,    ..  . 

sont  doublement  de  la  forme  N.  et  que  tous  ces  nombres  sont 
symétriques. 

Signalons  encore  rinléressanle  question  suivante  : 

A  quel  caractère  reconnaii-on,  dans  la  base  x.  quun  nombre 
donné  est  de  la  forme  N,  et,  s'il  est  de  la  forme  N,  trousrer  la 
valeur  A? 

J*ai  délerminr,  dans  une  Cijmmunication  faite  celte  année  au 
Congrès  de  r.\ssocialion  française,  à  Blois,  comhien  la  somme 
A  -h  a  prenait  de  valeurs  différentes  lorsque  A  a  n  chiffres.  Si  Ton 
se  propose  la  question  suivante  :  Combien  la  somme  A  -+-  a 
prend-elle  de  valeurs  différentes  quand  A  varie  de  i  à  x"? 
La  question  se  complique,  parce  qu'il  faut  ne  compter  qu'une  fois 
les  nombres  qui  sont  doulilemenl  de  la  forme  \,  puisqu  on  les  ren- 
contre comme  somme  A —  a,  A  avant  n  chiffres,  et  comme  somme 
A  -r-  ^/,  A  avant  n  —  1  chiffres.  Nous  rencontrerons  d'abord,  ainsi 
que  nous  venons  de  le  voir,  tous  les  nombres  qui  proviennent  des 
nombres  pseudo-svmétriques  d'échelle  x  -r  1  dont  celte  Note  donne 
le  nombre,  mais  nous  avons  vu  qu'il  y  en  a  encore  d'autres;  je 
n'ai  pu  trouver  encore  la  loi  de  leur  forniation  ni  par  suite  essayer 
de  les  compter  :  c'est  peut-être  assez  ditlicile. 

\jèL  première  fois  que  je  me  suis  occupé  de  théorèmes  où  il  s'agil 
de  nombres  et  de  ce^  nombres  renversés .  c'est  au  Congrès  de 
lioueii,  en  188  >.  Le  ^îénéral  Pannenlier  a  <mi  la  bonté  de  me  si- 
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giiaier,  il  y  a  quelques  jours,  dans  le  Mémoire  relatif  à  celle  Com- 
munication, une  faute  de  calcul  qui  a  donné  lieu  à  une  restriction 
inutile  dans  un  des  théorèmes  énoncés;  je  saisis  cette  occasion  de 
rectifier  ce  théorème  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Von  ait 
K.  -h  R'=  A*  -h  A'»  si  K  et  K'  ont  un  nombre  pair  de  chiffres,  est 
que  la  somme  de  deux  chiffres  de  même  rang  dans  K  et  dans  ¥J 
soit  égale  à  la  somme  de  leurs  associés,  c^est-à-dire  des  chiffres 
à  égale  distance  des  extrêmes  dans  K  et  dans  K'  que  les  chiffres 
considérés;  s^ils  ont  un  nombre  impair  de  chiffres,  il  faut 
de  plus  que  le  chiffre  du  milieu  soit  commun. 

Cette  restriction  n*est  nullement  nécessaire;  les  chiffres  du 
milieu  de  K  et  de  ¥J  peuvent,  au  contraire,  être  absolument 
quelconques. 

L'erreur,  qu'il  eill  été  facile  de  reconnaître  a  priori  sur  des 
nombres,  a  été  causée  par  cela  que,  dans  l'équation  (4)  {loc.  cit.)^ 
j'ai  oublié  d'écrire  le  terme  lo^rt',, ,  et  dans  l'équation  (5)  le 
terme  io"a,i,  La  solution  du  problème  qui  suit  ce  théorème  subit 
une  légère  modification  trop  facile  à  apercevoir  pour  qu'il  y  ail  à 
insister  ici  sur  ce  point. 


Sur  les  fractions  algébriques  qui  représentent  approximati- 
vement la  racine  carrée  d'une  variable,  comprise  entre  les 
limites  données;  par  M.  Tchebicheff. 

(Séance  du  3i  novembre  iH8'|.) 

()uand  on  cherche  parmi  toutes  les  fractions  de  la  forme 

/(x),  F(^)  n'étant  pas  d'un  degré  supérieur  à  //,  celle  dont  le 
logarithme,    depuis  x  =  -  <i  i   jusqu'à  x  =  ^/ >  i ,    s'écarte  le 

moins  du  logarithme  de  \^x,  on  trouve  une  fraction  qui  peut  être 
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préseiiléc  de  la  manière  suivante  : 


fix) 


-?(i/^)?(-\/^) 


^*^^)  ©(v/i  —  ax)  cp( — /i  —  ax) 

OÙ  o(^x)  est  une  fonction  d'un  degi*é  m,  qui,  à  un  facteur  con- 
stant près  (tout  à  fait  arbitraire),  peut  être  déterminée  à  Taide  de 
cette  équation 

jctn  >__.   r.__     _._     /  /  f /- — >. — =  consl. 

cp(v'i  —  ax)^\ —  /i  —  ax) 

Ainsi,  en  prenant  m  =  i ,  on  trouve,  pour  l'expression  approici- 

niative  de  Jx  entre  x  =  ->  x  =^  rt,  la  fraction 

^  a 

Ax  -   I 
X  -h  A* 

où  A'  est  une  constante  dont  la  valeur  est  donnée  par  i*équation 

A-v  _  GA«  —  4  /^a  -h  -i-^  A-  —  3  :^  o 
et  d'où,  en  posant 

on  lire,  pour  1  expression  approximative  de  ^'/j  (înlre  Z  =^  A, 
Z  =  1^  celle  formule 

y/ A  H  —_' 

Z-t-Z/AB 


.S^//-  certaines  figures  inininia;  par  M.   Maliuck  d'Ocagwe. 

(Séance  (lu  •.»!   novembre  i88|). 

t.  Les  problèmes  suivants  nous  sont  venus  à  Tidée  à  propos  de 
certaines  questions  que  nous  avons  rencontrées  dans  la  pratique  ; 
ils  sont  susceptibles  de  nombreuses  applioalions. 
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Ils  consistent  eu  la  recherche  du  iniuiuium  de  certaines  ibnc- 
tions  essentiellement  discontinues,  dont,  par  conséquent,  les  va- 
riations ne  peuvent  être  étudiées  au  nioveu  de  la  théorie  des  déri- 
vées. Nous  les  traitons  par  une  méthode  géométrique,  qui  exige 
quelques  définitions  et  explications  préliminaires,  sous  peine  de 
se  traduire  par  des  phrases  trop  longues  et  trop  compliquées. 
C'est  par  ces  explications  que  nous  débuterons. 

1. 

â.  Etant  donné  un  système  de  points  quelconques  dans  im  plan, 
on  peut  toujours  former,  et  cela  d'une  seule  manière,  un  polvgone 
connexe  avant  pour  sommets  certains  d'entre  les  points  du  svstème, 
et  renfermant  tous  les  autres  points. 

Nous  appellerons  les  points  qui  constituent  les  sommets  de  ce 
polygone  les  sommets  du  svstème;  les  autres  seront  les  points 
intérieurs, 

•i.  Etant  donnés  deux  points  A|  et  A.j,  la  droite  élevée  perpen- 
diculairement à  A|  A2  par  le  milieu  de  ce  segment,  droite  que 
nous  représenterons  par  a.I^Aî»  détermine  dans  le  plan  deux  ré- 
gions, Tune  (A|),  dans  laquelle  tous  les  points  sont  plus  rappro- 
chés de  A|  (|ue  de  A2,  l'autre  (  Ao)  où  c'est  l'inverse  qui  a  lieu. 

Prenons  alors  un  système  de  points  A|,  A^,  ...,  A,,,.  Les 
droites  ^^Dj^^,  j^^D^^,  ...,  a,1^.\„,  déterminent  chacune  une  région  (A|), 
et  respectivement  des  régions  (Ao),  (A3),  . .  •,  (A„,). 

Toutes  ces  régions  (Ai)  ont  en  commun  une  certaine  région 
r(A|)  limitée  par  un  contour  polvgonal  convexe  que  nous  repré- 
senterons par  c(A|),  et  dont  les  côtés  sont  des  segments  de  cer- 
taines d'entre  les  droites  a.J^a,»  a.I^a,?  •  •  •  'A,1^a„,«  Si  le  point  A|  est 
un  sommet  du  système,  le  contour  c'(Ai)  est  ouvert;  si  c'est  un 
point  intérieur,  c(  A|)  est  fermé. 

Quant  aux  régions  (Ao),  (Aa),  . .  .,  (  A,,,),  elles  ont  une  partie 
commune  si  A|  est  un  sommet  du  svstème,  et  n'en  ont  pas  si  A| 
est  un  point  inlérieur.  Dans  le  premier  cas,  nous  représenterons 
la  région  commune  par  R(A|),  et  le  contour  qui  la  limite  par 
C(A|);  ce  contour  polygonal  est  convexe  et  ouvert;  ses  côtés  ap- 
partiennent à  celles  des  droites  a.I^a,»  A.f^A.»  '«MAtlV,.  T"'  P**^" 


M 
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viennent  de  la  combinaison  du  point  A|  avec  un  autre  sooiDiet  du 
système,  et  môme,  en  générai,  à  un  certain  nombre  seulement  de 
celles-ci. 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  la  région  R(A|)  comprend  toute  la  por- 
tion du  plan  où  les  points  sont  plus  éloignés  du  point  A|  que  de 
tout  autre  point  du  système,  et  la  région  r(A|)  toute  la  portion 
du  plan  où  les  points  sont  plus  rapprochés  du  point  A|  que  de 
tout  autre  point  du  système. 

H. 

4.  Nous  allons  maintenant  aborder  le  premier  des  problèmes 
que  nous  avons  en  vue,  et  qui  est  le  suivant  : 

Trouver  le  cercle  minimum  renfermant  un  système  de  points 
donnés  dans  un  plan  (*). 

Il  est  d'abord  évident  qu'il  n'y  a  lieu  de  faire  intervenir  dans  la 
solution  que  les  sommets  du  système.  De  plus,  le  cercle  cherché 
passant  forcément  au  moins  par  un  de  ces  sommets,  on  voit  que 
le  problème  revient  à  déterminer,  pour  chacun  des  sommets,  le 
cercle  minimum  passant  par  ce  sommet  et  renfermant  tous  les 
autres,  et  à  choisir  parmi  les  cercles  ainsi  obtenus  celui  qui  a  le 
plus  petit  rayon. 

Or,  pour  un  de  ces  sommets  pris  en  particulier,  A|  par  exemple, 
le  centre  du  cercle  minimum  correspondant  est  le  point  de  la  ré- 
fçion  R(A|)  qui  est  le  plus  rapproche  du  point  A|.  Ce  point  se 
trouve  évidemment  sur  le  contour  C(  A|).  Mais  ici  deux  cas  peu- 
vent se  présenter. 

5.  Le  premier  cas,  le  moins  fréquent,  est  celui  où  il  existe, 
parmi  les  sommets,  un  point,  A2  par  exemple,  tel  que,  de  tout 
autre  sommet,  le  segment  de  droite  A,  A.j  soit  vu  sous  un  angle 
obtus. 


(')  On  aura  à  résoudre  ce  problème  dans  la  pratique  toutes  les  fois  qu'il  s'agira 
de  trouver  un  point  situe  à  la  plus  grande  proximité  ])ossil)le  d'un  système  de 
points  donnés,  c'est-à-dire  tel  (jue  la  plus  grande  des  distances  rectilignes  à  par- 
courir pour  aller  de  ce  poinl  aux  divcr>  points  du  système  soit  la  plus  petite 
possible. 
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Dans  ce  cas,  les  droites  a.I^a,»  x}^\r  •  •  •  ^'-oupent  toules  A|  Aj 
entre  le  point  A|  et  le  milieu  M  de  A|  A2.  Par  suite ,  le  contour 
C(A|)  comprend  un  segment  de  la  droite  a,Da,  ?  contenant  le 
point  M,  et  des  segments  des  droites  a,Da,,  a,I^A4?  •  •  •  situés  tous 
de  l'autre  côté  du  point  A|  par  rapport  à  la  droite  a.Da,.  De  là 
ressort  nettement  que  le  point  du  contour  C(A«),  qui  est  le  plus 
rapproché  du  point  A|,  est  le  point  M.  Le  cercle  minimum  corres- 
pondant au  point  A|  est  alors  le  cercle  décrit  sur  A1A3  comme 
diamètre;  de  même  pour  le  point  A2.  Nous  ajoutons  que  ce  cercle 
est  absolument  le  cercle  minimum  renfermant  le  système  donné. 

En  effet,  prenons  un  autre  sommet  du  système,  A,  par  exemple. 
Les  droites  a,I^a,  et  a^I^a,  se  coupent  en  L  Le  centre  du  cercle  mi- 
nimum correspondant  au  point  A/,  s'il  n'est  pas  le  point  I,  est  un 
point  situé  dans  l'angle  formé  par  les  droites  a.^a.i  Ai^Aj^  et  opposé 
à  l'angle  qui  renferme  le  point  A/;  par  suite,  le  rayon  de  ce  cercle 
minimum  est  au  moins  égal  à  lA/.  Or  le  point  I  est  le  centre'  du 

cercle  circonscrit  au  triangle  A/AiA^;  la  demi-corde    '    *  de  ce 

cercle  est  inférieure  à  son  rayon  L\|;  donc  le  rayon  du  cercle  mi- 
nimum correspondant  à  un  sommet  A/  quelconque  est  plus  grand 

que  le  rayon  '— î — -  du  cercle  minimum  correspondant  aux  points  A| 

et  A2  ;  et,  conséquemment,  c'est  bien  ce  dernier  qui  est,  d'une  ma- 
nière absolue,  le  cercle  minimum  renfermant  le  système  proposé. 
Donc  : 

Théorème.  —  Si  un  polygone  convexe  de  m  sommets  est  tel 
que,  de  m  —  1  de  ses  sommets,  on  voie  la  diagonale  qui  joint 
les  deux  derniers  sous  des  angles  obtus,  le  cercle  minimum  ren- 
fermant  ce  polygone  est  celui  qui  est  décrit  sur  'cette  diago- 
nale comme  diamètre, 

6.  Passons  au  second  cas,  qui  se  produit  le  plus  souvent,  celui 
où  la  condition,  énoncée  dans  le  théorème  ci-dessus,  n'est  pas 
remplie. 

Dans  ce  cas,  le  point  du  contour  C(A|),  qui  est  le  plus  rap- 
proché du  point  A|,  est  un  sommet  de  ce  contour;  le  cercle  mi- 
nimum correspondant  est  celui  qui  est  décrit  de  ce  point  H|  comme 
centre  avec  H|A|  pour  rayon.  Le  point  H|  étant  à  la  rencontre 
de  deux  droites,   telles  que  a,'X\/,  et  a.^Xw»   ^^  cercle  passe,  en 


outre  du  poinl  A|,  par  deux  autres  sommets  A^  et  A/^  du  système. 

De  même  le  point  A^  donne  le  point  H^,  le  point  As  donne  le 
point  Ilsy ....  On  voit  quelle  est  la  plus  petite  des  longueurs  A|  Ht, 
A2H2y  A3H3,  ...;  le  cercle  minimum  correspondant  est,  d'une 
manière  absolue,  le  cercle  minimum  renfermant  le  système  pro- 
posé. 

Plusieurs  de  ces  longueurs  peuvent  être  égales,  tout  en  étant 
plus  grandes  que  chacune  des  autres;  il  y  a  alors  plusieurs  so- 
lutions. 

7.  Nous  allons  maintenant  restreindre  Tcnoncé  du  problème 
en  imposant  au  cercle  la  condition  d^avoir  son  centre  sur  une 
droite  donnée  A. 

La  solution  ne  présente  pas  plus  de  difUculté. 

Prenons  un  des  sommets,  A|  par  exemple;  la  droite  A  coupe 
le  contour  c(A|)  en  deux  points  p  et  q.  Si  la  projection  a^  du 
point  A4  sur  la  droite  A  est  située  entre  les  points /?  et  q,  le  cercle 
minimum  correspondant  est  celui  qui  est  décrit  de  at  comme 
centre  avec  a^  A«  pour  rayon,  sinon  il  faut  prendre  celui  des  points 
p  et  q  qui  est  le  plus  près  du  point  a|.  On  a  de  cette  manière, 
comme  précédemment,  un  cercle  minimum  correspondant  à  chaque 
sommet  du  système.  On  prend  celui  de  ces  cercles  qui  a  le  plus 
prlit  rayon. 

111. 

S.   \jC  problème  que  nous  allons  traiter  iiiaintciiant  est  le  sui- 
\ant  : 

TrouK^er^  la  couronne  circulaire  (l'rpaisscur  niininia  qui  ren- 
ferme un  système  de  points  donnés  dans  un  plan  (M- 


(')  Ou  aura  à  résoudre  ce  pn>l)lèuie,  daus  la  pralitiue ,  toutes  les  fois  qu'oo 
voudra  trouver  un  point  tel  que  la  différence,  enlre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  distances  reclilignes  à  parcourir  pour  aller  de  ce  point  à  divei-s  points 
donnés,  soit  niininia.  i.c.  point  peut  élre  considéré  coiunie  étant  le  plus  prés 
d'être  C(/uiclistant  des  divers  point>  donnés.  11  faut  remarquer  que  la  solution 
du  problème  conduit  parfois  à  un  résultat  qui  n'a  pas  de  sens  dans  la  pratique: 
c'est  lorsque  le  centre  de  la  couronne  minima  est  rejeté  à  Tinfini.  .Mais  on  peut 
imposer  à  ce  centre  la  condition  d'être  à  l'intérieur  d'une  aire  donnée;  il  n'en 
résulte,  pour  la  solution,  qu'une  très  légère  modification,  comme  nous  le  feron» 
voir. 
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Il  est  bien  évident  que  les  cercles  intérieur  et  extérieur  qui 
limitent  cette  couronne  doivent  passer  chacun  au  moins  par  un 
des  points  du  système,  et  que,  de  plus,  le  cercle  extérieur  ne 
saurait  passer  que  par  des  sommets  de  ce  système. 

La  marche  à  suivre  pour  la  solution  sera  donc  (en  supposant 
que  le  système  contienne  m  points  dont  p  sommets)  la  suivante  : 
prendre  successivement  chacun  des  p  sommets  avec  chacun  des 
m  —  I  autres  points  du  système  et  déterminer  chaque  fois  la  cou- 
ronne d'épaisseur  minima  dont  le  cercle  extérieur  passe  par  le 
sommet  considéré,  et  le  cercle  intérieur  par  le  second  point  (som- 
met ou  point  intérieur).  On  prendra  ensuite,  parmi  toutes  les  cou- 
ronnes ainsi  déterminées,  celle  qui  a  la  plus  petite  épaisseur. 

Dès  lors  la  solution  sera  complète,  quand  nous  aurons  résolu  le 
problème  suivant,  qui  va  maintenant  nous  occuper  : 

Etant  pris  dans  le  système  un  sommet  A|  et  un  point  quel- 
conque Aj,  trouver  la  couronne  circulaire  iV épaisseur  minima 
renfermant  tout  le  système  et  telle  que  son  cercle  extérieur 
pa^se  par  A|,  son  cercle  intérieur  par  Aj. 

Le  centre  de  la  couronne  cherchée  devant  évidemment  se  trouver 
à  la  fois  dans  la  région  R(A.|)  et  dans  la  région  /'(Aa)  sera  dans  la 
partie  commune  a  ces  deux  régions.  Cette  partie  commune  p  (*) 
est  limitée  par  un  contour  polygonal  y,  comprenant  à  la  fois  des 
éléments  du  contour  C(A|)  et  du  contour  cfA-j),  et  qui  est  situé 
tout  entier  du  môme  côté  que  le  point  A2  par  rapport  a  la  droite 

D*ailleurs,  M  étant  un  point  quelconque  pris  à  l'intérieur  de  la 

région  p,  la  droite  A|M  vient  couper  le  contour  v  en  un  point  m, 

et  Ton  a 

A  2  m  >  A  •  M  —  M  m 

et,  par  suile, 

A I  w  —  A2  m  <  A 1  m  —  A  j  M  -h  M  m 

ou 

A I  m  —  As  fil  <  A I  M  —  As  M . 


(')  Si  l'on  veut,  comme  nous  le  disions  dans  la  Note  précédente,  que  le  centre 
de  la  couronne  minima  soit  situé  à  l'intérieur  d'une  aire  donnée,  on  ne  prendra 
que  la  partie  de  la  région  p,  qui  lui  est  commune  avec  celle  aire. 
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De  là  celle  conséquence,  à  savoir  que  le  centre  de  la  couronne 
cherchée  est  sur  la  porlion  du  contour  v  la  plus  rapprochée  du 
point  A|,  à  rintérieur  de  Tangle  sous  lequel  on  voit  ce  contour  du 
point  Â|. 

Nous  voilà  donc  amenés,  en  dernière  analyse,  à  ce  problème  : 

Tromper  sur  un  segment  de  droite  [dont  une  des  extrémités 
peut  être  rejetée  à  V infini)^  situé  tout  entier  du  même  côté  que 
le  point  A2  par  rapport  à  la  droite  xJ^Xtf  '^  point  pour  lequel 
la  différence  des  distances  aux  points  A,  et  A2  est  minima. 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  allons  étudier  comment  varie 
ladilTérence  des  distances  d'un  point,  mobile  sur  une  droite,  à  deux 
points  fixes  donnés  hors  de  celle  droile. 

9.  Soient  A  la  droile,  A  et  B  les  points  donnés.  La  droite  A 
coupe  la  droile  AB  en  un  point  H  que  nous  supposerons  du  même 
côlé  que  le  point  A  par  rapport  au  milieu  du  segment  AB.  Nous 
désignerons  par  H'  le  conjugué  harmonique  du  point  H  par  rap- 
port aux  points  A  cl  B. 

Considérons  toutes  les  hyperboles  qui  ont  pour  foyers  les  points 
A  et  B.  Parmi  ces  hyperboles,  l'une  est  tangente  à  la  droite  A  et 
la  touche  au  point  I.  Il  est  facile  de  déterminer  le  point  I  en  re- 
marquant que,  la  tangente  à  Thyperbole  étant  bissectrice  de  Tangle 
formé  par  les  rayons  vecteurs  du  point  de  contact,  le  point  I  doit 
se  trouver  sur  le  cercle  décrit  sur  H  IF  comme  diamètre. 

Si  Ton  diminue  Taxe  Iransverse  de  celte  hyperbole  tangente,  la 
droite  A  la  coupe  en  deux  points;  si  Ton  augmente  cet  axe  trans- 
verse, rhyperbole  n'est  plus  coupée  par  A.  De  là  cette  conséquence, 
à  savoir  que  le  point  I  est  le  point  de  la  droile  A,  dont  la  diffé- 
rence des  dislances  aux  points  A  el  B  est  maxima.  Remarquons 
que  le  point  1  est  situé  du  même  côté  que  le  point  \  [)ar  rapport 
à  la  droile  aI^b»  c'est-à-dire  dans  la  région  (A). 

Au  fur  el  à  mesure  que  Ton  fait  diminuer  Taxe  Iransverse,  on  a 
des  hyperboles  qui  coupent  la  droile  A  en  deux  points  toujours 
situés  dans  la  région  (A)  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  Thyperbole  pour 
laquelle  la  droite  A  est  parallèle  à  l'une  des  as>mptotes.  (^etle  der- 
nière coupe  la  droite  A  en  un  point  ,1  situé  entre  le  point  I  cl  la 
droile  j^Dg,  et  en  un  second  point  rejelé  à  l'infini.  Il  est  facile  de 
déterminer  géomélriquenienl  le  point  J. 
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En  eflety  A  étant  parallèle  à  l'une  des  asymptotes  de  Thyper- 
bole  en  question ,  la  perpendiculaire  BT,  abaissée  du  foyer  B  sur 
la  droite  A,  est  tangente  au  cercle  directeur  qui  a  pour  centre  le 
foyer  A;  cela  nous  permet  de  tracer  ce  cercle  directeur  F,  qui 
touche  la  perpendiculaire  BT  en  un  point  où  nous  placerons  la 
lettre  T. 

Soit  B'  le  symétrique,  situé  sur  BT,  du  point  B  par  rapport  à  la 
droite  A.  Le  point  J  est  le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  points 
B  et  B'  et  est  tangent  au  cercle  F.  Dès  lors,  nous  aurons  ce  point 
en  menant  par  les  points  B  et  B'  un  cercle  quelconque  (ce  qui  est 
facile,  puisque  le  centre  de  ce  cercle  se  trouve  sur  la  droite  A), 
prenant  le  point  d'intersection  S  de  la  corde  commune  à  ce  cercle 
et  au  cercle  F  avec  la  droite  BB',  et  menant  par  le  point  S,  au 
cercle  F,  la  tangente  SU,  dont  U  est  le  point  de  contact;  la  droite 
UA  coupe  la  droite  A  au  point  J. 

A  partir  de  là,  et  au  fur  et  à  mesure  qu'on  fait  décroître  Taxe 
transverse  de  l'hyperbole,  celle-ci  coupe  la  droite  A  en  deux  points 
situés,  de  part  et  d'autre,  de  la  droite  a1^b>  dont  ils  se  rapprochent 
tous  deux  indéfiniment  pour  venir  à  la  limite  se  confondre  avec  le 
point  d'intersection  de  A  et  de  x^u  lorsque  Fhyperbole  se  réduit  à 
cette  dernière  droite,  c'est-à-dire  lorsque  la  différence  des  distances 
aux  points  A  et  B  devient  nulle. 

D'après  ce  qui  précède,  la  différence  des  distances  aux  points  A 
et  B  a  une  certaine  valeur  pour  le  point  situé  à  l'infini  sur  la  droite  A 
du  même  côté  que  A  par  rapport  à  j^D^.  Au  fur  et  à  mesure  que 
l'on  se  rapproche  du  point  I,  cette  différence  augmente;  elle  est 
maxima  au  point  I,  puis  elle  diminue;  au  point  1,  elle  redevient 
la  même  que  pour  le  point  situé  à  l'infini;  puis  elle  continue  à  di- 
minuer jusqu'au  point  de  rencontre  avec  a^^b»  où  elle  est  nulle; 
elle  croît  ensuite  d'une  manière  continue  pour  reprendre  à  l'infini 
la  valeur  d'où  nous  sommes  partis. 

En  résumé,  cette  différence  a  un  minimum  en  I  et  un  maximum 
sur  aDb- 

10.  Revenons  maintenant  à  notre  problème.  Nous  avons  un 
segment  PQ  de  droite  situé  tout  entier  du  même  côté  que  A2  par 
rapport  à  a.I^a,*  On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  celle  des 
extrémités  P  ou  Q  de  ce  segment,  pour  laquelle  la  différence 
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P/V|  —  PAj  ou  QA|  —  QAa  est  la  plus  petite,  est  le  point  du  seg- 
ment dont  la  différence  des  distances  a  A,  et  A2  est  mînima. 

Si  le  segment  PQ,  au  besoin  prolongé,  coupe  AiA^  du  côté 
de  Aj  par  rapport  à  a.I^a,?  ce  point  de  différence  minima  est  celle 
des  extrémités  du  segment  qui  est  la  plus  rapprochée  de  a.I^a,- 

Si,  au  contraire,  le  segment  PQ,  au  besoin  prolongé,  coupe  A|  Aj 
du  côté  de  A|  par  rapport  à  a.I^a,  ^  ®^  <1"^  I  et  J  soient,  pour  cette 
droite  PQ,  les  points  qui  ont  été  définis  plus  liant,  trois  cas  peu- 
vent se  présenter  : 

i"  L'extrémité  du  segment  PQ  la  plus  rapprochée  de  a.I-^Aj  ^sl 
située  entre  J  et  Ai^^a, î  dans  ce  cas,  c'est  celle  extrémité  qui  ré- 
pond à  la  question. 

5t**  Cette  extrémité  est  entre  I  et  J  ;  on  ne  peut  rien  dire  a  priori. 

3®  Cette  extrémité  est  en  deçà  du  point  I;  dans  ce  cas,  c'est  la 
seconde  extrémité  qui  répond  à  la  question. 

Mais  si  les  points  1  et  J  sont  commodes  pour  la  discussion  géo- 
métrique, leur  détermination  est  trop  longue  dans  la  pratique^  il 
vaut  mieux,  à  ce  point  de  vue,  lorsque  PQ  coupe  A,  V^  du  côlé 
de  A|  par  rapport  à  a.I^a,  >  comparer  tout  simplement  les  diffé- 
rences PA|  —  PA2  et  QA|  —  QAj,  comme  cela  est  d'ailleurs  né- 
cessaire dans  le  second  des  trois  cas  qui  viennent  d'être  énoncés. 

11.  On  peut  imposer  au  centre  de  la  couronne  la  condition 
(Savoir  son  centre  sur  une  droite  donnée  A. 

Il  suffira  alors,  dans  chaque  détermination  partielle»  par  exemple 
dans  celle  qui  fait  correspondre  la  rrgion  /*(^A2)  à  la  région  R(xV|), 
de  prendre  sur  le  segment  de  la  droite  A,  compris  dans  la  région  p 
commune  à  /(Aj)  et  R(A4),  le  point  M  pour  lequel  la  différence 
MA|  —  MA2  est  minima,  problème  qui  ne  diffère  pas  du  précédent. 

D'ailleurs,  la  droite  A  ne  coupant  généralement  pas  toutes  les 
ri'gions  telles  (|ue  p,  le  nombre  des  déterminations  partielles  se 
trouvera  réduit. 

12.  Si  la  droile  A  coïncide  avec  la  droite  à  Tinfini  du  plan,  on  a 
la  solution  de  ee  problème  : 

TrouKcr  les  deux  droites  parallèles  les  plus  rapprocliées  gui 
comprennent  entre  elles  un  systèfne  de  points  donnés. 
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Il  est  bien  évident  que,  pour  ce  problème,  les  points  intérieurs 
du  système  n'ont  pas  à  intervenir  dans  la  solution;  il  est  donc 
inutile  d'en  tenir  compte. 

Mais  ce  dernier  problème  comporte  une  solution  plus  simple, 
que  nous  allons  exposer  brièvement  : 

Soient  A|,  A,,  . . .,  A^  les  sommets  du  système. 

Prenons  un  de  ces  sommets,  A,*  par  exemple;  par  ce  sommet, 
menons  des  parallèles  aux  p  —  2  côtés  du  polygone  qui  n'y  abou- 
tissent pas.  Parmi  les  droites  ainsi  menées,  un  certain  nombre  sont 
complètement  extérieures  au  polygone;  considérons  les  côtés  qui 
leur  correspondent,  et  soit  5/  la  distance  du  point  A/  à  celui  de 
ces  côtés  qui  en  est  le  plus  rapproché. 

Pour  A|  nous  obtenons  ainsi  0|  ;  pour  Aj,  o^,  .  . .  ;  pour  A^,  Op. 
Nous  voyons  quelle  est  la  plus  petite  des  longueurs  0|,  O2, . . .  ^  o^; 
elle  nous  donne  la  solution  cherchée. 


Sur  la  construction  de  la  tangente  en  un  point  d^ origine 
de  Nombre  portée  sur  lui-même  par  un  cylindre  ou  un  cône 
creux  du  second  ordre  ;  par  M.  Eunbst  Lebon. 

(Sc^anre  du  :ii  novembre  i88'|.) 

La  construction  qui  fait  Tobjel  de  celte  Note  se  présente  dans 
la  théorie  des  ombres,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  ou 
divergents,  notamment  dans  Tépure  du  puits  militaire  ou  trou  de 
loup. 

Pour  fixer  les  idées,  considérons  un  cône  creux  S  (Jig'  i),  à 
base  circulaire  A,  éclairé  par  des  rayons  parallèles,  de  direction  L. 
Les  génératrices  SF  et  SG  forment  la  séparatrice.  Le  cylindre 
d'ombre  a  pour  directrice  l'arc  FAG.  Les  points  V  et  G  sont  les 
points  d^origine  de  l'ombre  portée  FIIG  par  le  cône  sur  lui-même; 
h  courbe  d'ombre  FHG  est  une  ellipse. 

Hachette  construit  une  tangente  en  un  point  d'origine,  en  re- 
marquant qu'elle  est  l'intersection  du  plan  tangent  au  cône  en  ce 
XII.  12 
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point  et  du  plan  de  lu  eourbe  d^umbre  portée,  et  obtient  ses  pro- 
jections en  faisant  usage  d'un  plan  vertical  auxiliaire  perpendi- 
culaire au  plan  de  cette  courbe. 

M.  J.  Pillet,  dans  le  cas  d'un  cylindre  creux  do  révolution, 
construit  la  projection  verticale  de  la  tangente  en  un  point 
d'origine,  après  avoir  obtenu  un  diamètre  de  l'ellipse  d'ombre 
parallèle  à  cette  tangente  {Théorie  des  Ombres  et  du  Lavisy 
1882,  p.  137). 

Mais  les  constructions  précédentes  sont  longues.  En  voici  une 
excessivement  courte,  fondée  sur  ce  théorème  ; 

(c  Lorsque  deux  quadriques  sont  inscrites  à  une  troisième,  elles 
se  coupent  suivant  deux  courbes  planes,  dont  les  plans  passent  par 
l'intersection  des  plans  des  courbes  de  contact,  et  sont  conjugués 
harmoniques  de  ces  derniers.  » 

Le  cône  donné  S  et  le  cylindre  d'ombre  sont  deux  quadriques 
inscrites,  selon  les  droites  SF  et  SG  d'une  part,  les  rayons  Inmi- 


Fig  I. 


ïicnx  passant  par  F  et  G  d'autre  part,  à  la  variété  de  quadriqur 
formée  par  les  deux  plans  tangents  communs  à  ces  quadriques  aux 
points  F  et  G.  Le  |)lan  tangent  on  F  coupe  les  plans  de  contact 
selon  deux  droites  connues,  la  génératrice  SF  du  cône  et  le  rayon 
lumineux  F  J  ;    il  coupe  les   plans  des  courbes  d'interseclion  du 
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cône  et  du  cylindre  selon  la  langentc  connue  ËF  en  F  à  la  direc- 
trice FAG,  et  selon  la  tangente  cherchée  FM  a  la  courbe  d'ombre. 
Ces  quatre  droites  forment  un  faisceau  harmonique  dont  on  con- 
naît trois  rayons;  on  a  donc  dans  Tespace  la  direction  de  la  tan- 
gente FM  au  point  F,  en  menant  une  parallèle  quelconque  KJ 
à  SF,  coupant  FE  et  FJ  en  K  et  J,  et  en  prenant  sur  KJ  la  dis- 
tance JM  égale  à  KJ. 

Comme  les  propriétés  d'un  faisceau  harmonique  sont  projec- 
tives,  on  obtient  de  même  aisément  une  projection  sur  un  plan  de 
la  tangente  en  un  point  d'origine,  car  on  connaît  les  projections 
sur  ce  plan  des  trois  droites  SF,  FE,  FJ. 


Sur  la  irans/ormation  du  mouvement  rolatoire  en  mouvement 
sur  certaines  lignes,   à  f'airie  de    systèmes  articulés;   par 

M.    TcHEBICHEFF. 

(  Sranrc  du  21  novembre  i88'|.) 

1 .   Soient  {Jig-  i)  ABC,  ABM  deux  triangles  isoscèles,  ayant  un 
côté  commun  AB,  égal  aux  côtés  AC,  AM.  Si  l'on  fait  mouvoir 

Fifç.  I. 


les  sommets  A,  B  du   triangle  ABM   sur  les  cercles  décrits  du 
sommet  C  du  triangle  ABC  et  d'un  point  quelconque  C|  pris  sur 
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son  c6té  BC,  le  sommet  M  du  triangle  ABM  décrit,  comme  il  n'est 
pas  difficile  de  s*en  assurer,  une  courbe  symétrique  autour  de  Taxe 
passant  par  les  points  M,  C.  Si  la  ligne  BC|  n'est  pas  trop  longue, 
elle  peut  faire  un  tour  complet  autour  du  centre  C|,  et  alors  le 
point  M  décrit  une  courbe  fermée,  symétrique  autour  d'un  axe, 
comme  nous  venons  de  le  dire.  Ceci  nous  présente  une  transfor- 
mation très  simple  du  mouvement  rotatoire  en  mouvement  sur  les 
lignes  fermées,  de  formes  très  variées  et  symétriques  autour  de 
certains  axes.  Une  telle  transformation  du  mouvement  rotatoire 
pourra  être  avantageusement  employée  dans  la  pratique,  si  i'on 
trouve  les  conditions  sous  lesquelles  la  courbe  décrite  par  le 
point  M  s'approche  suffisamment  près  de  celles  qui  donnent  la  so- 
lution de  quelques  problèmes  cinématiques.  C'est  ce  que  nous 
allons  faire  maintenant  pour  les  cas  les  plus  simples  et  les  plus 
fréquents  dans  la  pratique  :  ainsi,  quand  on  cherche  à  avoir  le 
mouvement  sur  un  cercle  ou  sur  une  ligne  droite. 

3.  Ârrétons-nous  d'abord  au  cas  où  le  point  INI  doit  décrire  ap- 
proximativement le  cercle  complet,  quand  la  ligne  BC|  tourne  une 
fois  autour  du  centre  C|.  Nous  supposerons  données  les  longueurs 
AC  ==  AB,  BC|  et  la  distance  CCi  des  centres  C,  C|,  et  nous  cher- 
cherons le  cercle  duquel,  par  un  choix  convenable  deTangle  BAM, 
s'approche  le  plus  la  courbe  décrile  |)ar  le  point  M.  D'après  l'ex- 
pression de  la  liniile  des  écarts  que  présentera  cette  courbe  avec 
le  cercle  duquel  elle  s'approche  le  plus  possible,  il  sera  aisé  de  voir 
les  conditions  que  doivent  remplir  la  longueur  des  lignes  AC=  AB, 
IK^i  et  la  dislance  des  centres  C,  Ci,  pour  que  ces  écarts  soient 
admissibles  dans  la  praticpie. 

Pour  V  parvenir,  nous  calculons  d'abord  les  inclinaisons  de  la 
ligne  AC  sur  CC^  (ligne  des  centres  C,  C|  )  pour  deux  positions 
qui  corres|H)ndent  aux  moments  où  le  point  B  se. trouve  sur  la 
ligne  (X^i  ou  son  prolongenienl. 

lin  désignant  par  '>pi,  cp  les  angles  de  ces  inclinaisons,  on  les  trou- 
vera à  l'aide  des  formules 

ce, -+-HGï  ce,       HC, 

coso  =  — , —  ,      roses,  = ..    -  . 

D'après  les  angles  cp,  îp,.  on  cherchera  deux  angles  auxiliaires  6,  A. 


qui  se  cléleimiincnt  ainsi  : 


siii  -î-! — J  : 


Mn(  21»)—  5|)  =  — 


cos^'  = 


%n  —  o 

cos  -î 1- 

•2 

co»*0 


Au  luo^en  des  angles  '^,  '^,,  0,  »},  on  Irouve  aisément  tout  ce  qu'il 
est  important  de  savoir  : 

r*  lAngle  BAM  avec  lequel  le  triangle  ABM,  par  son  sommet  M, 
décrit  la  courbe  la  plus  proche  possible  d'un  cercle  ;  9/*  le  rayon  du 
cercle  auquel  s'approche  le  plus  cette  courbe;  3**  la  distance  de 
son  centre  du  point  C;  4"  enfin  la  limite  des  écarts  de  ce  cercle 
et  de  la  courbe  décrite  par  le  sommet  M.  On  v  parvient  à  l'aide 
des  formules  suivantes  : 

BAM  =  'ir,  —  '2  0  —  z>  —  •}. 

siii '- 1 

H  = BC,, 

sin  ^ '- 

'A 

rot  ■ '-  cos  y 

OC.= ^ ,  BC„ 


^I-! i-  cos 1 

2  2 


lang-i i-  cos 


.     6-f-<&|  —  2O     .      2  6H-Î&-+-6 

îjin -i ■ sin ■ 

1^-  =  ^ ^ r  >^^M. 

.91-4-0  0|  —  o  20-+-©  —  V 

Sin  -^ '-  tan!;-i '-  cos ■ 

2  2 


2 


où  R  (Jig*  2)  est  le  rayon  du  cercle  décrit  approximativement  par 
le  sommet  M,  OC  la  distance  de  son  centre  O  du  point  C,  et  E  la 
limite  des  écarts  de  cette  courbe  (n**  3).  D'après  la  valeur  de  E  et  les 
équations  qui  déterminent  les  angles  auxiliaires  0,  <p,  il  est  clair 
que  la  courbe  décrite  par  le  sommet  M  s'approche  très  près  d'un 
cercle  toutes  les  fois  que  la  dilTérencc  des  angles  cpi,  cp  est  très 
petite.  Pour  appliquer  les  formules  précédentes  à  ce  cas  parti- 
culier, qui  est  le  plus  intéressant  pour  la  pratique,  nous  ferons 


1 
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en  supposant  que  6  ait  une  petite  valeur.  l)*après  ces  égalités, 
on  a 

<p,  =  çpo  -+-  0,      «  =  ©0  —  ^. 

En  portant  ces  valeurs  de  ^,  f  i  dans  les  formules  précédentes, 

Fig.  a. 


nous  obtenons,  par  le  développement  en  série  et  ne  tenant  coniple 
que  de  premiers  termes  avec  o, 

IJAM  =  'iTT  -—  \z>xi 7--—* ''^^ 

\  Klanj;*ïï>„  / 


(H 


^      0 


cot'in         "»  —  3  lan''*'i„  ^ 


j4  lan^^u 


)  H<M. 


1/  —  -:-  

I-< ^T 


"S 

0 


sin-xr^u 


HCf 


Cc>  formules  nous  donnent,  au  o^  près, 


K 
H 


SIII'>.5„ 


D'un  aulre  coté,  m  cherchant  la  diUérencc 


eus  :j  —  rn«i'ii. 

■  • 

d'après  les  formules  (|ui  délcruiincul  les  anj^los  '^,  '^|,  on  oblicnl 


t'Oii  'Z>  -—  (Ow  'il    •=; 


lu:, 
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d'où,  çn  subslituant  les  valeurs  de  if^  '^i,  on  tire,  à  0^  près, 

BC, 


•      > 


AG 


=  2Sincp  ÛQ. 


D'après  cela,  on  voit  que  les  rapports 

E     BC^ 
R'    AC 

tendent  en  môme  temps  vers  zéro  quand  la  difFérence  '^i  —  ç  =  3 
s'approche  elle-même  de  zéro,  et  comme  on  trouve,  en  divisant 
l'un  de  ces  rapports  par  l'autre, 

K     BC,       _^  I 

• î  —  -f- - 


K  *  AG       ""  a  sin2  0o  si'n^o 

il  est  clair  que,  pour  diminuer  autant  que  possible  les  valeurs  du 

rapport 

E 
H' 

correspondant  avec  les  valeurs  données  de 

BC, 


T  y 


.       AC 

voisines  de  zéro,  on  doit  prendre,  pour  cp©,  Tangle  qui  rend  mi- 
ninium  la  valeur  numérique  de  la  fonction 

sins^o  sincpu. 

Ainsi  l'on  parvient  à  un  s)'stème  articulé,  où  le  mouvement  circu- 
laire du  point  B  autour  du  centre  C,  se  transforme  en  un  autre 
mouvement  du  point  M  sur  une  ligue  difierant  peu  du  cercle 
décrit  du  centre  O.  En  remarquant  que,  dans  ce  s^'stème,  les 
points  M,  B  se  meuvent  autour  des  centres  O,  C,  dans  les  sens 
opposés,  on  conclut  que  ce  système  donne  la  solution  du  même 
problème  que  les  manivelles  antirotatwes.  Dans  cette  transfor- 
mation de  rotation,  on  ne  rencontre  pas  du  tout  de  points  morts, 
et  Ton  peut  faire  varier  la  loi  qui  lie  entre  elles  les  vitesses  de  deux 
manivelles,  en  transportant  le  centre  d'oscillation  de  l'élément  AC. 

i.  Passons  au  cas  où  Ton  cherche  à  rapprocher,  le  plus  près 
possible  d'une  ligne  droite,  toute  la  courbe  fermée,  décrite  par  le 
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sommel  M.   Nous  supposerons  que  le  triangle  MAB  est-  placé, 
comme  on  le  voit,  sur  la  tif(.  3.  Dans  celle  liypolhèse,  et  en  dé- 


Fig.  3. 


\ 


N.  '• 


signant  par  t  une  quantité  auxiliaire  plus  grande  que  O,  on  trouve 
AC  =  AB  =  BM,  CCi  et  la  limite  des  écarts  E  se  déterminent  par 
les  formules  suivantes  : 

AC  =  AB  =  AM  =  -^-"-—  BG,. 

t  v/'2  —  /* 

cosMAB  =  —1/*, 


•»m  'i  = 


s/'x  —  t^  —  at* 


'X  I 


Vs=± 


v/a  —  /« 


-  BC,. 


La  ligne  droite  que  le  sommet  M  décrira  approxinialivement  est 
normale  à  l'axe  de  symélrîe  CM,  et  sa  dislance  du  centre  C  a  pour 
valeur 

\  '  v/-2  —  t^  I 

V^n  chcrchanl  la  loi  du  niouvemonl  du  sommet  M  par  rapporl  à 
Taxe  do  svmrlrie  Mi],  on  trouve  qur  la  dislanco  de  M  ^  roi  a\c 


--  185  - 
s'exprime  par  la  formule 


011  a  désigne  Tangle  variable  que  fait  la  ligne  BC|  pendant  sa  rola- 
lion  avec  le  prolongement  de  la  ligne  des  centres  CC|,  et  F  une 
quantité  constante  égale  à 


1 


t  yj'x  —  /* 


(,_^//2_/ij* 


Daprès  cette  formule,  il  nVst  pas  difficile  d^assigncr  les  limites 
entre  lesquelles  reste  le  point  M  pendant  son  mouvement,  et  qui 
déterminent  la  longueur  de  la  ligne  droite  décrite  approximati- 
vement. 

D'autre  part,  cette  formule  fait  voir  que  les  courses  d'aller  et 
de  retour  du  point  IVI  ne  correspondent  pas  aux  mêmes  angles  de 
rotation  de  la  ligne  BC|  autour  du  centre  C|,  et  que  la  différence 
entre  ces  deux  angles  est  d'autant  plus  grande  que  la  quantité  / 
s'éloigne  plus  de  O;  par  conséquent,  ce  système  présente  une 
transformation  directe  d'un  mouvement  rotatoire  continu  en  mou- 
vement rectiligne  alternatif,  et  vice  versa,  où  les  courses  d'aller  et 
de  retour  se  feront  dans  des  temps  inégaux,  la  vitesse  de  rotation 
étant  constante.  Ce  système  peut  donc  être  employé  comme  un 
mécanisme  à  retour  rapide.  De  plus,  comme  le  point  M  effectue 
une  de  ses  courses,  presque  rectiligne,  dans  le  temps  où  la  ligne  BC| 
fait  autour  du  centre  C|  plus  d'un  demi- tour,  ce  système  peut 
être  avantageusement  employé  pour  faire  tourner  un  axe  à  l'aide 
d'un  pied.  En  appliquant  de  tels  systèmes  à  deux  manivelles  cou- 
dées à  un  axe  sous  l'angle  i8o^,  on  obtiendra  un  mécanisme  pour 
tourner  l'axe  avec  deux  pieds,  qui  aura  l'avantage  de  ne  pas  pré- 
senter des  points  morts. 

5.  Dans  le  cas  précédent,  nous  avons  cherché  à  rapprocher,  le 
plus  près  possible  d'une  ligne  droite,  toute  la  courbe  fermée,  dé- 
crite par  le  point  M  quand  la  ligne  rotatoire  de  la  ligne  BC|  fait 
un  tour  complet  autour  du  centre  C|.  Nous  allons  nous  occuper 
maintenant  du  cas  où  Ton  cherche  ce  rapprochement  pour  une 
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tèmc,  peut  avoir  des  appiicalions  utiles.  Si  Ton  applique  de  tels 
systèmes  à  deu\  manlveUcs  coudées  à  un  a\e  sous  l^angle  iSo*^,  on 
obtient  un  mécanisme  où  la  rotation  d'un  axe  se  transforme  eA 
mouvement  de  deux  points  qui,  tour  à  tour,  parcourent  la  même 
ligne  presque  droite,  et  dont  chacun  se  lève  au-dessus  de  cette 
ligne  après  Tavoir  parcouru  quand  Tautre  s'abaisse  sur  elle  pour 
la  parcourir  à  son  tour.  En  ne  considérant  que  Tespacc  où  sr 
trouve  la  partie  presque  rccti ligne  de  la  trajectoire  de  ces  points, 
on  reconnaît  aisément  qu'ils  produisent  approximativement  le 
même  eiïct  que  les  points  équidistants  de  la  circonférence  d'une 
roue  tournante  quand  son  rayon  est  infmiment  grand.  Donc,  sous 
ce  rapport,  le  système  dont  nous  venons  de  parler  peut  bien  jouer 
le  rôle  d'une  roue  infiniment  grande. 
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LECORNU,  ingénieur  des  Mines,  maître  do  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Caen 
(Calvados). 

LEFEVRE,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  à  Bar-le-Duo. 

LEMOIKE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

LE  PAKE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  ai,  à  Liège  (Belgique). 

LE  POKT,  rue  du  Bouloi,  11,  à  Paris. 

lESACE,  professeur  au  lycée  Charlcmagne,  rue  d'Arras,  6,  à  Paris, 

LESPIAULT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LEVY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  9,  à  Paris. 

LEVY  (Lucien),  professeur  au  lycée  Ix>uis-Ie-Grand,  boulevard  d'Enfer.  142»  à  Paris. 

LEVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  boni.  Saint-Germain,  3S8,  à  Paria. 

LEZ  (Henri),  à  Lorrex-le-Bocago  (Seine-et-Marne). 

LIfillIlVE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

LIE  (Sophus),  professeur  à  l'Université  de  Christiania. 

LINDEVA^iV,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulvcrplatz,  5,  à  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

LO^fiCHAMPS  (GoniERRE  de),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Charle- 
magne,  rue  de  l'Estrapade,  i5,  à  Pnris. 

LORIK,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré.  186.  à 
Paris. 

Lrr.AS,  prolVsseiir  au  lycée  Saint-Louis,  ruo  du  Bellay,  4.  à  Paris. 

NACE  DF.  LEP1\AY.  professenr  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue  de 

rOdéon,  21,  à  Paris. 
MALKYX,  prol'osspur  au  collège  Stanislas,  rue  ^ot^e-Damo-des-Champs,  117,  à  Paris. 
NAliliOlZKL,  ruo  do  l'Estrapade,   11,  h  Paris. 
MAIMSTÉN,  conseiller  d'^.tal,  à  Ipsal  (SiièdoV 

MAWIlKhl,  profossour  a  l'École  Polytechnique,  rue  do  la  Pompe,  11.  à  Paris-Passy,  S.  P. 
.M\RCIIA\D,  nncion  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Poissy,  i3. 
NARSILIiY  (  le  {jcnéral  dk),  nie  Chante-Pinot,  h  Auxerre. 

M\RTIIV  (Artemas).  maître  ès-rarts.  docteur  en  Philosophie,  h  Erié  (Pensylvanie). 
MATHIEU  (  Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Saînt'Jeuu,  Ji, 

à  Nancv. 
iNERCRREAl,  licencié  ès-sciences,  me  Gay-Lussac.  .38. 
NinAG-lEFFLER,  professeur  h  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 
NOITARD,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Val-de-Grâcc,  9,  à  Pari*. 
Or.ACNK  (n').  élève-ingènieiir  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Lille,  i,  à  Paris. 
OHRTWAM^  (DM^'irl;,  rédacteur  du  Jahrhuch^  Markffrafenstrasse,  78.  à  Berlin. 
OVIDIO  (Knrico  n'),  professeur  à  l'Université,  piuzza  Statnto,  17,  a  Turin. 
PA\Eli  (Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
PARiF,  agrégé  des  Sciences  Mathématiques  à  l'École  Mormale  supérieure. 
PARMENTIÉR  (le  général),  membre  du   t3omité  des  fortifications,  rue  du  Cinpie,  5, 

à  Paris. 
P4RRA\,  ingénieur  des  Mines,  avenue  de  l'Opéra,  36,  à  Paris. 
PATIRET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Jacob,  \'\,  \\  Paris. 
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PAUTOW'IER  (Tabbé),  professeur  au  collèp.e  Stanislas. 

PELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand. 

PELLETRE4U,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

PERCIN,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  l'École  spéciale  militaire,  à  Saint-Cyr. 

PERRIX,  ingénieur  des  Mines,  rue  de  l'Étoile.  17,  au  Mans. 

PEROTT  (Joseph),  à  Port-Navalo,  par  Ar/.on  (Morbihun),  S.  P. 

PDILIPPOiV,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  a  la  Sorbonne,  à  Paris. 

PICARD  (Emile),   professeur  suppléant   à    la  Faculté  des  Sciences,  rue    do   la   Sor- 
bonne, 2,  à  Paris. 

PICQOET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel,  io3,  à  Paris. 

PISTOYE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  rue  Montbaurin,  30,  à  Versailles. 

POINCARB,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  Conférences  è  la  Faculté  des  Sciences,  rue 
Gay-Lussac,  66,  à  Paris, 

POliORlVT  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 

POLIfiNA€  (prince  C.  de),  rue  Miroménii,  44»  ^  Paris,  S.  P. 

POIISSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers. 

PRIGE  (Bartholoméo),  professeur  à  l'Université,  à  Oxford  (Angleterre). 

Pl'GCIARELLI,  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis. 

PbTZ(le   général),  commandant  l'École  d'application    de   l'Artillerie  et  du  Géiii<>,  à 
Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 

RADAb',  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 

RAFFV,  agrégé-préparateur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  Denfert-Rochereau,  16, 
à  Paris,  S.  P. 

RAXCY  ^de),   directeur  général  de  la  Compagnie  d'assurances  le  Soleil^  rue  de  Chà- 
teaudun,  44»  ^  Paris. 

REHACH  ( baron  *de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  4>  ^  Paris. 

REY  (Casimir),  professeur  à  l'École  régimentairc  du  Génie,  boulevard  de  la  Reine.  25, 
à  Versailles. 

RIBAUCOCR,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Aix  (Bonches-du-Rhône). 

RIBOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  i,  à  Dijon. 

RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 
ROLLAKD,  membre  de  l'Institut,  rue  de  Rennes,  66,  à  Paris 

RBIAR'T,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  iSy,  à  Paris. 

ROCCHE  (Eugène),  professeur  à  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission    ii  l'École 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 
ROb'SSELIN,  professeur  au  lycée  Fontanes,  boulevard  Pereire,  124,  à  Paris. 
ROUX,  architecte,  rue  de  l'Arcade,  25,  à  Paris. 

SAI.YT-PAl'L  (Dcccp  de),  capitaine  au  36*  régiment  d'Artillerie,  à  Clermont-Ferrand. 
SARRAU,  prof,  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 
SARTIAUX,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  la  Compagnie  du   chemin   de   fer  du 

iVord,  à  Paris. 
Si^HLECEL  (D'  Victor),  à  Waren  (Allemagne). 
SCHOUTE,  professeur  à  Groningue  (Hollande). 
SCHUBERT,  professeur,  Steindam,  89,  à  Hambourg  (Allemagne). 
SECUY,  rue  Pascal,  2,  à  Paris. 

SÉLIVANOFF,  attaché  à  l'Université,  à  Saint-Pétersbourg. 
SIMART,  lieutenant  de  vaisseau,  examinateur  d'admission   à  l'École   navale,  rue  de 

Miroménii,  70,  à  Paris. 
SiVOVXET,  chef  d'escadron  d'artillerie,  à  Versailles. 
SOKI.^iE  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 
STARkOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  rue  Forgowaja,  49<  ^  Odesssi 

(Russie). 
STEPHA^OS  (D**  Cyparissos),  professeur  à  l'Université  d'Athènes. 
STUDNlCkA,  professeur  à  l'Universito,  à  Prague  (Bohème). 
SHiOW,  professeur  à  l'Université,  Frederikshnld  (Norwège,  S.  V.}. 
TA\!VERY  (Paul),  ingénieur  du  service  de  l'expertise  à  la  Manufacture  dch    labars,  h 
Paris.  S.  P. 
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TANNERY,  sons-directeur  de  l'École  Normale  supérieure,  rue  d*(Jliii,  4^»  ^  Paris. 
TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger. 
TCHBBICHEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg. 
TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Monsieur-le-PHnce,  i8,  à  Paris. 
TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  k  Voreppe  (  Isère). 
TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  TObserratoire,  5,  à  Paris. 
TRASBOT,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Bernoulli,  7. 
TRESGA,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  k  Saumur  (Maine-et-Loire). 
VACQIIANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  13,  à  Paris. 
VAXDAXE,  lieutenant  d'artillerie,  démissionnaire,  rue  de  la  Vignolie,  18,  Lille. 

VA!VE€EK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jiéfn  (Bohème). 

VAZEILLE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  a6,  k  Paria. 

VICAIRE,  ingénieur  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

VIELLARD,  manufacturier,  aux  forges  de  Morvillars  (territoire  de  Belfort). 

VOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 

WALCKENAER,  ingénieur  des  Mines,  à  Pau  (Basses-Pyrénées). 

WEILL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  la  Station,  8  bis,  au  VésInet  (Seine-et- 
Oise). 

WEYR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 

WEYR  (D'  Emile),  professeur  à  l'Université,  Maria-Theresa-Strasse,  10,  à  Obcrmcid- 
ling,  près  Vienne  (Autriche). 

WILSON,  député,  au  palais  de  l'Elysée,  à  Paris. 

WORXS  DE  ROIIILLY,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Balzuc,  7,  à  Paris. 

ZABOIJDSKY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 
tersbourg. 

ZELLER  (Charles),  recteur  du  séminaire,  à  Markgrœningen  (Wurtemberg). 

ZEOTOEIV,  professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague. 


aOCIÉTAIRES  PERPÉTUELS. 

BE.NOIST,  docteur  en  droit. 

BISCHOFFSHEII,  banquier. 

BIE^IAYMÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

B0RCH4RDT,  membre  de  rAcadéniie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé). 

BR0C4RD,  capitaine  du  Génie. 

CHASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

CLAlDE-LAFOXTAhE,  banquier. 

CAUTUIER-VILLARS,  éditeur. 

UALPHE:^,  rej>étiteur  à  l'École  Poivlechnique. 

UAT03I  DE  LA  COIPILLIÈRE,  membrJ  de  l'Institut. 

UERWITE,  membre  de  l'Instilut. 

UIAST,  dir<>cleur  des  études  de  TÉcole  navale  de  Grecnwich. 

JORDiN,  membre  de  l'Inslilut. 

LAKFOIV  DE  LADÉBAT,  amiinl  (décédé). 

.HA>i!\iUEI.H,  professeur  ii  l'École  Polyte('hiii(|ne. 

PEROTT  (Joseph). 

POLIGNAC  (prince  C.  dp). 

SHOW,  professeur  à  l'Universilé,  Frederishald. 

TA.\.\ERY  (Paul),  in^jénieur  des  manufactures  de  l'État. 

Modifications  survenues  depuis  le  1**'  janvier  1884. 

IKiMISSIONNAIRKS. 

PRESLES  j)i:).  sous-inlendant  militaire. 
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MOUVKACX  MBMBRC8. 


AR!\I.4UD,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 

CISEY  (John),  professeur  à  TUniversité  catholique  de  Dublin. 

CRAIfi  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore. 

UE\UOT,  ingénieur  des  Mines. 

LIE  (Sophus),  professeur  à  l'Université  de  Christiania. 

lARCDAND,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

1ERCEREAI\  licencié  ès-sciences. 

lARTI?!  (Artémas),  docteur  en  Philosophie,  à  Erié-Pensylvaoie. 

PABAP,  agrégé  de  l'Université. 

PACTON^IER  (l'abbé),  professeur  au  Collège  Stonialas. 

PICCIARELLI,  répétiteur  au  iycé^  Saint-Louis. 

SUIONNET,  chef  d'escadron  d'artillerie. 

TRASBOT,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

VANDAIE,  à  Lille. 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 

Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  dea  Beaui-Arts  de  Belgique,  à  Bruiellea* 

Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  Connecticut  (Etats-Unis  d'Amérique). 

Académie  des  Sciences  do  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincriy  à  Rome. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Acta  Mathematica  (rédacteur  M.  Mittag-Leflfier,  à  Stockholm). 

American  Journal  of  Mathematics^  publié  par  l'Université  de  John  Hopkins,  à  Balti- 
more (rédacteur  M.  Thomas  Craig,  à  Baltimore). 

Annali  di  Materna tica  (réducteur  M.  Brioschi,  à  Milan). 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab  (rédacteurs  MM.  S.  Lie  et  W.  Muller,  h 
Christiania). 

Archiv  fur  Mathematik  und  Physik  (rédacteur  D'  Iloppe,  Lindestrasse,  89,  à  Berlin, 
S.  W. 

Zeitschrift  fur  Mathematik  nntl  Physik  (rédacteur  D'  Oscar  Schlômilch,  îi  Dresde). 

Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  à  Paris. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  (rédacteur  M.  Darboux). 

Casopis  pro  péstovâni mathematiky  « /;,f/Ay  (rédacteur  M.  Eduard  Weyr,  à  Prague). 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Giornaîe  di  Matematiche  (rédacteur  M.  Battaglini,  à  Rome). 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres,  à  Milan. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettren  et  Arts,  ii  Venise. 

Jahrbuch  ûber  die  Fortschritte  der  Mathematik  (rédacteur  M.  Cari  Ohrtmann,  à  Ber- 
lin). 

Jornal  de  Sciencias  maternât icas  e  astronomicas  (rédacteur  M.  Cornes  Teixcira,  à 
Coîmbre). 

Journal  de  C École  Pol)  technique. 
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Journal  fur  die  reine  und  emgewandte  Mathematik^  à  Berlin. 
Mathematische  jénnalen  (rédacteur  M.  Felii  Klein,  k  Leipzig). 
Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand,  et  Neuberg,  à  Liège). 
Meieorologische  Zeiischrift. 
Réunion  des  officiers,  à  Lille. 
Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
Société  philosophique  de  Cambridge. 
Société  Royale  d'Edimbourg. 
Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Helsingfors. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Goettihgue. 
Société  mathématique  de  Hambourg. 
Société  hollandaise  des  Sciences,  à  Harlem  (Hollande). 
Société  mathématique  de  Kharkofî  (Russie). 
Société  astronomique  de  Londres. 
Société  mathématique  do  Londres. 
Société  Royale  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Société  mathématique  d'Odessa  (Russie). 
Société  pbilomathique  de  Paris. 
Société  mathématique  de  Prague. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzig. 
Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal  (Suède). 
Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 
Université  Royale  de  Pise. 

Tidsskrift  for  Mathematik  (rédacteur  M.  Zeuthen,  à  Copenhague). 
Tijdschrift  voor  Vormleer,  rekenkunde  en  de  beginseien  der   ViskuntU  (rédacteur 
M.  Versiuys,  à  Amsterdam). 


BULLETIN 


DE     LA 


^  ^ 


SOCIETE  MATHEMATIQUE  DE  FRANCE. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS 


Sur  une  méthode  élémentaire  pour  obtenir  les  développements 
en  série  trigonométrique  des  fonctions  elliptiques  ;  par 
M.  P.  Appell. 

(  Séance  du  6  décembre  1884.) 
D'après  les  notations  de  Jacobi,  on  a 

*  fé)  =2  (- •>"'"'''"' 

—  m 
—  X 

ces  deux  fonctions  étant  impaires,  on  a,  en  posant 

(  2  )  A_rt  =  Art* 

Voici  comment   on   peut   déterminer  les   coefficients   A/^.   P^n 


-  u  - 

chassant  le  dénoininaleur,  on  déduit  de  Téquation  (i)  la  suivante  : 


-+-• 


(3)  V  ^"V"*  =V  (— i)*y'*'c'"V  A^e'»'. 

Si  l'on  effectue  le  produit  de  deux  séries  du  second  membre, 
on  doit  obtenir  une  série  identique  au  premier  membre.  En  éga- 
lant les  coedGcients  de  e"-^^  on  obtient  ainsi  Téquation 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  de  [x  et  v 

dont  la  somme  est  n 

fjL-h  V  =  /i; 

faisant  donc 
on  a 

d'où,  en  simplifiant, 

(4)  (-1)»=    2  (-Ol'yl^'-^I^Ap,; 

(!.  =  —  • 

en  vertu  de  la  relation  (2),  cette  équation  peut  s'écrire 

(5)  (_i)«  =  Ao-+-    V    (— 1)1*71*' Ajt(9*'»l*  4- ^-"'l*). 

M-  =ï 
En  faisant  successivement 

/i  =  o,  1,2,  . . ., 

on  a  ainsi  une  suite  infinie  d'équations  que  doivent  vérifier  les 

coefficients 

Aq,  Al,  Aj,  .... 

On  en  tirera  ces  coefficients  comme  il  suit. 

Considérons  les  équations  du  premier  degré,  déduites  de  l'équa- 
tion 

(6)  (-  i)«  -:  Ao  H-  2  (-  Ol^yt^' Aji(çr««(*-4-  </-««(*), 

en  y  faisant  successivement 

//  =  0,  I.  y. ///  ; 


-  ir>  - 

ces  équations  pourronl  s'écrire 

(6')  (—  i)»  =  Ao  -4-  a  V  (—  i)l*<jrlA"Ajt  cos/i  jxw. 


(1=1 


en  posant,  pour  abréger, 


to  = 


K      ' 


et,  si  Ton  veut  les  écrire  en  détail,  on  aura  le  système 

i  =  Ao— îi^Ai  -Ha<7*A,  -H...-hîi(— 1)"«7'«' A;„, 

—  i  =  Ao  — îiyAiCosu)      -h  îi<7^A,  C0S2W      -h. ..-+- îi(— i)"*^"»'A,;,  cosm  w, 
I  =  Ao  — îiyAicosau)   -h  a ^^ Ai  cos 4 to      -h. .  .-h  a(— i)"»^"»*A/«  cosamto, 

(—  i)'n  =  Ao  —  2<jr  A|  cosmcii  -h  'i^y^Aj  cosamcu  r-. .  .-h  a( —  0"*<7'"'A^  cos/7i*(o. 

Il  est  facile  de  tirer  de  ces  équations  l'expression  d'un  des  coef- 
ficients A|j.  ou  plutôt  5î( — i)v-Ay,qV-\  (X  étant  supposé  moindre 
que  m. 

Pour  cela,  je  remarque  que  le  système  plus  général 


(«) 


I  =  A  !-  B  -h  ...  -h  L, 

cos  X  =  A  cos  a  a   -f-  B  cos  b      -î-  ...-+-  L  cos  /, 

cosaX  =  A  cosaa     '-BcosaA   -f- . . . -h  Lcosa/, 

cos  m  X  =  A  cos  m  a  -4-  B  cos  m  6  -4-  ...->-  L  cos  m  /, 


où  le  nombre  des  lettres  ^,  6,  .  • . ,  /  est  égal  au  nombre  (m  -f-  i) 
des  équations,  se  résout  de  la  façon  suivante.  Le  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  A,  B,  . . .,  L  est 


A(a,  bj  ...,/)  — 


COSrt 


cosb 


cos  ma     cos  mb     .. 


cos  / 


cos  ml 


et  l'on   reconnaît  immédiatement  (*)  que  ce  déterminant   peut 

A(rt,  hy  . . .,  l)  =r:  P.n(cosa  —  cos  A), 


s'écrire 


(•)  Ce  déterminant,  avec  d'autres  plus  généraux,  a  été  développé  par  M.  Fouret 
{Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  -i  décembre  i88^). 
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où  V  est  une  constanle  numérique  et  où  le  produit  II  est  étendu 
à  toutes  les  difTérences  des  quantités 

cosa,  cosb,   ...,  cos/, 

prises  deux  à  deux. 

D'après  cela,  la  valeur  de  A,  tirée  des  équations  (8),  est 

i  _  ^(^»  ^î  c,  . . .,  /) 
A(a,  6,  c,  . . .,  /) 

c'est-à-dire 

.__(cosX  —  cos6)(cosX — cosc) . . .  (cosX  —  cos/)^ 
'~  (cosa —  cos6)(cosa  —  cosc)  . . .  (cosa —  cos/)' 

en  faisant  une  permutation  de  lettres ,  on  déduira  de  là  les  valeurs 
de  B,  C,  •  • . ,  L. 

Remarquons  maintenant  que  les  équations  (8)  se  réduisent  à  (7), 
si  Ton  fait,  dans  (8), 

A  =  Ao,     B  =  — aA,^,     C  =  2A,gr*,     ...,     L  =  (- i)'«A;„<7'«% 
X  =  TT ,     a  =  o,     b  =  ta,     c  =  210,     ...,     l  =.  mtù. 

On  aura  donc  le  coefficieut  Ao,  en  faisant  ces  substitutions 
dans  la  formule  (9),  ce  qui  donne 

.  (n- coscd)(i-+- cos2a>) . . .  (n-cos/no)) 

(10)  Ao  =    ; — r r> 

( —  I  -h  COStO)( —  1  -f-  cos  2(0)  .  .  .  (  —  I  -f-  COSWOJ  ) 

puis  faisant  croître  m  indéfiniment.  D'une  façon  g;énéralo,  on  aura 

le  coefficient 

(-   Uî^ryH-'-Au, 

en  faisant,  dans  (9), 

/>,  Cj  .  ,  , ,  l  avant  les  valeurs 

n,  (o,   j.to,    ....  C  |JL       I  )(!>.  (  |x -i- I  )(o,    ....  //no. 
On  a  ainsi 

1(1  -f-costo  )(i  -r-  COS2  0J). . .  [ I  -i-  cos(  |x  —  I ) to  ]  [  I  -t-  COS  jx --  I  ) (0  ) . .  .  (i  -^  (n^mun 


(  I  —  cos  jxw;fcoso>  —  cosijloj)...[cos(  jx —  i  )<o  —  ros{Aw|[  cos(jx-f-i  Wo  —  cos  ;Afo|...(  co*i//i(o  -co« 

Changeons  les  signes  des  a  premiers  i'acteurs  du  dénominateur,  vo 
qui  revient  à  multiplier  les  deux  membres   par  ( — i)s^.   on   peut 


—  n  — 

écrire 


V  ^  (Ji-l  v  =  m 

I  "■"■"         COSV(0-hl  I    I  COSV(D  +  I 


..I A  I  IX       cosv(o-hi         TT 

(II)     <7lA'A»=^ Il  Il 

^       (cos|xa>    -I)    XX  cusjxco  —  cusv(d    XX    cosvu)  —  cosub) 

Ces  deux  produits  qui  figurent  dans  cette  expression  se  transfor- 
ment ainsi  qu^il  suit.  On  a  identiquement 

cosva>-r-i        __  çr*^ -f- ^-*^ -h  a 

t'OS  jxw  —  cos  vbi        q^V-  -h  q-^V-  —  ^'^  —  ^-«v 

=  ««pt-«v ^    ^y     ^ ; 

^  (I  —  y«|A-^»v^^,_^i(x-iV)' 

d'après  cela,  on  a 

V  =  (JL-l  V=(l.—  1 

cosjxto  —  cosvw        '  AX    (i— ^*K^*v)(i  —  ç«|A-«v\» 

et,  si  l'on  remarque  que  v,  variant  de  i  à  [x  —  i ,  la  différence 
[X  —  V  varie  également  de  i  à  (x  —  i ,  et  la  somme  (x  4-  v  de  |x  +  1 
à  2  [X  —  1 ,  on  peut  écrire 

COS'XtO  —  COSVW  '  ^        'V  =  1{1-1 


V  =  1 

V=:l 


n"-y'^) 


De  m^me,  le  second  produit  peut  s'écrire,  en  vertu  de  l'identité 

cosvto  —  cosjJLCo  ""  (I  —  çr'^-'l*)(i — ç*^-^*l*)' 

V  =  m 

rJV\» 


V  =  m 

COSVO)  -f-  I  V  r:(l.-f-l 


JJ  (■-+-</'")' 


n 


COSVO)  —  COS  JXO)  V  =:  m  ' 

V  -.  jl  -f-  I 

et,  si  l'on  remarque  qu*au  dénominateur  la  différence  (v  —  (x)  varie 
de  I  à  {m  —  [x),  et  la  somme  (v  -h  jJi)  de  (ajx  -H  i)  à  {m  +  (x),  on 
peut  écrire 

V  =m 

nCOSVW-4-l  _      I  —  <7*l*  V  =  |l 

cosvw  — cos|x(o  "'  (i-h^«i*)"  ^-^'"-H-  v^^rrji  > 

^-t»-'  JJ     (.-Y«v)     JJ     (,-<,.v) 

V  =  l  VrrJlX 

XIII.  2 
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rcMiiplaraiiU  dans  l'expression  (ii),  en  remarquant  que 


i  —g^V-     _  I  —  q*^ 

(H-<7«|i)ï  ""  i-^q^V- 

et  que 

I                                     2^*1* 

I  —  cos  fxtu  ~        (  I  —  q*V-  )*  ' 

on  a  enfin 

v  =  m 


-^  ^  ^q^ v=j 

l^  ^^g%[L    v=m  -|X  V  =  /n4-(A 

JJ(l-7«v)       JJ     (,_y.V) 

V  =  I  V  =  I 

Telle  est  la  valeur  que  Ton  tire  pour  Ajx  des  (m  —  i)  équations  (^); 
pour  avoir  le  coefficient  Aj^  du  développement  cherché,  il  faut  faire 
croître  m  indéfiniment.  On  a  donc,  en  posant 

^-llil-q^^f' 

V  =1 

d^ailleurs  l'expression  (io)  de  Ao  donne  immédiatement  A©  =  Q. 
On  obtient  ainsi  le  développement  bien  connu 

\  [1  =  1 

D'après  les  formules  indiquées  dans  le  Traité  des  fonctions 
elliptiques  de  MM.  Briot  cl  Bouquet  (p.  479)?  <^"  ^i 

La  comparaison  enlre  ce  développement  et  celui  que  nous  venons 
d'élal)lir  donn<î 


'j.^'KV  A' 


(l 


ce  (|ui  est  d'accord  avec  des  formules  bien  connues,  dues  à  Jacobi. 
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Ilemarffues  sur  Remploi  fie  la  méthode  pvéeédente , 

par  M.   H.   Poiacaré. 

(Séance  du  20  décembre  i88|.) 

Dans  la  méthode  élémentaire  que  vient  d'introduire  M.  Appell 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  dont  Tiroportance 
n'échappera  à  personne,  ce  savant  géomètre  a  été  conduit  à  envi- 
sager une  infinité  d^équations  linéaires  contenant  une  infinité 
d'inconnues.  Comme  des  équations  de  même  forme  peuvent  se 
rencontrer  dans  d'aulres  problèmes,  il  importe  de  rechercher  dans 
quels  cas  on  peut  légitimement  employer  la  méthode  qui  a  réussi 
à  M.  Appell,  c'est-à-dire  prendre  m  des  équations  proposées,  n'y 
conserver  que  les  m  premières  inconnues  en  y  supprimant  tous 
les  termes  qui  dépendent  des  autres  inconnues;  calculer  les  valeurs 
des  inconnues  conservées,  et  enfin  faire  croître  le  nombre  m  indé- 
finiment. 

J'envisagerai  d'abord  une  série  indéfinie  de  nombres 

tels  que 

«i»4-i  I  >  I  ^rt  |,     lim  I  art  I  =  00      pour  n  =  00  . 


Je  chercherai  ensuite  à  déterminer  une  autre  série  de  nombres 

tels  que  les  séries 

A I  a^  -4-  Aj aj  H- . . . -h  A„ aj  -4- . . . 

(où  l'on  fait  successivement  />  =  o,  i ,  2,  . . . ,  ad  inf.)  soient  toutes 
absolument  convergentes  et  aient  pour  somme  o.  J'ai  ainsi,  pour 
déterminer  les  quantités  A,  une  infinité  d'équations  homogènes  et 
linéaires 

(i)  ^ArtnS=o    (/?  =  o,  I,  2,  . . .,  ad  inf.). 

n  =  1 

Formons  la  fonction  entière  F(j:),  qui  admet  pour  zéros  les 
nombres  rt|,  rt^,  . . .,  f'/,!, Nous  la  supposerons  de  genre  o,  de 


-  î2t)  - 
telle  sorte  que 

^<')-(-S)(-£)-(-.^)  •• 

Soient  Ci,  C2,  ...,  C,i,  ...  une  infinité  de  cercles  ayant  pour 
centre  l'origine,  et  tels  que  le  ravon  de  C„  soit  compris  entre 
I  flf„  I  et  I  a„^i  |.  Soit  S„p  l'intégrale 


/ 


xP  dx 

F(^' 


prise  le  long  du  cercle  C/i.  Supposons  que  J^^,  tende  vers  o,  quel 
que  soit  p^  toutes  les  fois  que  n  croît  indéfiniment. 

Soit  A/  le  résidu  de  ^7—7  pour  x  =  a/.  Il  est  clair  que  Thypo- 

thèse  précédente  peut  s'écrire 

iXi-af  =  o, 

de  sorte  que  les  A,-  nous  donnent  une  solution  des  équations  (1). 
Cette  solution  s'écrit 


et  elle  est  bien  celle  à  laquelle  conduirait  la  méthode  de  M.  Appell. 

Mais  cette  solution  n*est  pas  unique.  Il  est  clair,  en  effet,  que 
les  quantités  A/rti,  A/a? ,  . . .  satisferont  également  aux  équations (  1  ). 

Plus  généralement,  soit 

Sp  est  finie,  puisque  nos  séries  sont  supposées  absolument  con- 
vergentes. 
Soient 

des  nombres  tels  que  la  série 

soit  absolument  convergente. 
Alors  les  quantités 

A/ ( Xo  H-  ^1  o,  4-  Aj af  -{-...) 
satisferont  aux  écjnalions  (i),  comme  les  qii.intilés  X,  cllos-inrmes. 
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Sî  l^on  se  propose  de  trouver  la  solution  la  plus  générale  de  ces 
équations  (i),  on  rencontre  de  grandes  difficultés.  Voici,  toutefois, 
une  remarque  qu'il  est  aisé  de  faire. 

Soit 

une  solution  quelconque  des  équations  (i).  La  série 


X  —  ai       X  —  iii  X  —  an 

sera  absolument  convergente  et  représentera  une  fonction  méro- 
morphe  qu'on  pourra  écrire  sous  la  forme  du  quotient  de  deux 
fonctions  entières 

Alors  la  condition  nécessaire  et  suilisante,  que  la  fonction  ^(^) 
devra  remplir,  sera  la  suivante  : 

L'intégrale 

/^{x^xP  dx 
F(x)       ' 

prise  le  long  de  C;,,  devra  tendre  vers  zéro,  quel  que  soit/?,  quand 
n  croîtra  indéfiniment. 

On  voit,  par  cette  seule  remarque,  que  les  conditions  imposées 
par  les  équations  (i)  aux  quantités  A  sont  plutôt,  pour  ainsi  dire, 
des  conditions  d'inégalité  que  des  conditions  d'égalité.    • 

Si,  de  même,  on  considère  une  double  infinité  de  nombres 
donnés 

*IOî     *ïOi     •  •  •»    */lO»     •  •  •» 

*I1»    ^tXi     •  •  •  »    */»!»     •  •  •» 
..,       ..,      •••?      ••,      •••» 

*!/»>   *îp»    •  •  •  I  *n/»»    •  •  •  » 

puis  qu'on  cherche  à  déterminer  les  quantités  A,  de  façon  à  satis- 
faire aux  équations 

•0 

{\  his)  N^A«a,^  =  o    (/?  =  o,  i,  2,  . . .,  ad  inf.)> 

n  -  1 

on  envisagera  une  infinité  de  nombres  choisis  d'une  façon  quel- 
conque 
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et  l'on  formera  la  fonction  entière  ï"  (jr),  qui  admet  ces  nombres 
pour  zéros.  On  pourra  évidemment  toujours  s'arranger  pour  que 
cette  fonction  entière  soit  de  genre  o. 

On  pourra  ensuite  toujours  trouver  une  infinité  de  fonctions 

entières 

%{T),  ^i(x)j  6j(ir),   ...,  6|ï(^),   .tM 

satisfaisant  aux  conditions 

m 

Cela  posé,  on  obtiendra  la  solution  générale  des  équations  (i  bis)j 
en  cherchant  toutes  les  fonctions  entières  ^(^),  telles  que 

lim      I  -î-^ — ^       prise  le  long  de  C/,  I  =  o     pour  n  =  x  , 

quel  que  soit  />. 

Les  résidus  de  la  fonction  ^        seront  alors  les  quantités  A 

cherchées. 

Ces  considérations  sommaires  montrent  que  la  solution  obtenue 
par  la  méthode  de  M.  Appell  n'est  pas  unique;  il  y  a  même  des 
cas  où  elle  n'existe  pas. 

Il  ne  suffit  pas,  en  effet,  que  la  fonction  F(j?)  soit  de  genre  o 
pour  que  cette  solution  convienne.  Ainsi  revenons  aux  équations 

(I)  lA«aS  =  o, 


en  faisant 


(t„  =(  n  —  y)*"^' 


de  telle  sorte  que 

V( X )  =  cas  \/j- 

soit  de  genre  o. 

Je  dis  que  les  résidus  de  la  fonction  ttt —  ne  nous  donnent  pas 

une  solution   des  équations   (i).    En  effet,  si   Ton  appelle  A,,  le 
^irme  résidu,  on  trouve 

A„   = ; — ;    ~    ih   (  J.n   —  1)77, 

sin  y  On 

et  la  série  SA,,  n'est  pas  convergente. 

Je  me  réserve  de  revenir  plus  lard  sur  ces  importantes  questions, 
<|ue  je  ne  fais  ici  qu'eflleurcr,  et  j'ai  liatc  d'arriver  à  des  équations 
se  rapprochant  davantage  de  celles  c|ui  ont  été  Iriiilées  par  M.  Appell. 
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J'envisagerai  alors  une  série  doublemenl  infinie  de  nombres. 

....    A_/|,     ••••    ^-It    ^— 1  >    ^Oi    ^li    f^ii     •••»    ^/lî     •••» 

tels  que 

I  a,n_|  I  >  I  a«  |,     lim  |  a,^  |  =  oc  ou  o     pour  /i  =  -h  ao  ou  —  oc  , 

et  je  formerai  les  équations 

(a)  \^    Ana^=o     (/>  =  o,  1, '2,  . . .,  ad  inf.). 

On  reconnaît  aisément  ici  les  équations  mêmes  traitées  par 
M.  Appell  :  il  suffit  d'y  donner  aux  lettres  qui  y  entrent  des  va- 
leurs convenables,  comme  on  le  verra  d'ailleurs  plus  loin. 

Formons  une  fonction  F(;r),  admettant  les  a  pour  zéros  et  n'ayant 
pas  de  pôles.  Ce  ne  sera  pas  une  fonction  entière,  mais  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan,  sauf  à  l'origine,  qui 
est  un  point  singulier  essentiel. 

Soit  une  série  doublement  infinie  de  cercles 

ayant  pour  centre  l'origine,  et  tel  que  le  rayon  de  C;,  soit,  quel 
que  soit  n,  compris  entre  |  a;,  |  et  |  Un+i  I*  Soit  3„p  l'intégrale 

jtp  d.r 


J  T^ 


prise  le  long  du  cercle  C„. 

Supposons  que,  quand  n  tend  vers  -|-  oo  ou  vers  — oc  ,  J,,^  tende 

vers  o.  Alors  les  résidus  de  la  fonction  rr- — :  satisferont  aux  équa- 

F(:r)  ^ 

tions  proposées;  c'est  le  résultat  que  nous  avions  trouvé  plus  haut 
dans  le  cas  des  équations  (i). 

Appliquons-le  aux  équations  de  M.  Appell  en  reprenant  les 
notations  de  ce  géomètre. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  Ajx  du  développement 


-♦  « 


2  A,^?!^, 
par  ridentité 


-  i4  — 
et  Ton  est  ainsi  conduit  aux  équations  suivantes 

que  nous  écrirons,  pour  rétablir  la  symétrie  et  Thomogénéité,  sous 
la  forme 

(4)  ^^ll^(q-^v-r  -+-  B(- 1)"  =  o, 

en  faisant 

Il  faudra 'ensuite  faire  B  =  —  i  dans  le  résultat. 

Dans  les  équations  (4)  1^  nombre  n  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  entières  positives  ou  négatives  depuis  — oo  jusqu'à  H-oo  . 
L'analogie  des  équations  (4)  avec  les  équations  (2)  est  d'ailleurs 
évidente,  et  les  qùantités^a  sont  —  i  d'une  part,  et  d'autre  part 
q^^^y  où  jx  prend  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives,  et  même 
la  valeur  o. 

La  fonction  F(j;)  s'écrira  alors 

Dans  cette  identité  A  est  une  constante  qu'il  est  inutile  de  déter- 
miner davantage,  et  0|  est  la  fonction  qui  est  désignée  ainsi  par 
MM.  Briot  et  Bouquet,  en  supposant  la  première  période  w  égale 
à  'AÎTZ.  Nous  écrirons  alors,  pour  abréger, 

et  ^(j^)  sera  une  fonction  admettant  l'origine  comme  point  singu- 
lier essentiel,  holomorphe  dans  tout  le  reste  du  plan,  et  jouissant 
de  la  propriété 

(5)  J7*((7*:r)  — /**(x), 

h  étant  une  constante  qu'il  est  inutile  de  déterminer  davantage. 

Soit  maintenant  une  infinité  de  cercles  C^  ayant  leurs  centres  à 
Torigine,  et  soit  p^  le  rayon  de  C|x.  Nous  prendrons 

Soient  J^„^  \\^„  et  Aj^,,  les  intégrales 


r  x"^  (Lr  r  .r't  (Ij 
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prises  le  long  de  Cp^*  On  aura  évidemment 


puisque  le  module  d*une  somme  est  plus  petit  que  la  somme  des 

modules  des  éléments. 

On  aura,  d'autre  part, 

I 
K,x/,<  — -V»» 

m  étant  la  plus  petite  valeur  absolue  que  puisse  prendre 

V^(a7-M) 
le  long  du  cercle  d'intégration  ;  ou  bien 


/P|i  I  Pli  -  '  I 

Faisons  tendre  [a  vers  -f-oo  ,  pjj^  tend  vers  oo  ,  le  rapport  '  '^^'" 

tend  vers  o  et  par  conséquent  Apt„  tend  vers  o. 

Si,  au  contraire,  [jl  tend  vers  — oo  ,  pj^  tend  vers  o,  le  rapport 

-^±111  tend  vers  oo  et  An^  tend  encore  vers  o. 

On  en  conclurait  aisément  que  Tintégrale  Jyji  tend  elle-même 
vers  o  quand  y.  tend  vers  ±:oo  ,  quelle  que  soit  la  valeur  entière 
positive  ou  négative  de  n. 

Donc,  d'après  les  principes  posés  plus  haut,  les  résidus  de  la 

fonction 

I 

» 

satisferont  aux  équations  (4)* 
On  trouve  ainsi 


où  V  prend  toutes  les  valeurs  i,  2,  ...  ad  inf.,  à  PeNccplion  de  la 


-  i6  — 
valeur  a,  ce  qui  peut  s'écrire 

jj-  =  —  q-m  I  —  <7^l*)*  n(i  —  ^»|A^»v)ii( ,  __  qty-t[L  )^ 

V  étant  toujours  soumis  à  la  même  restriction,  ou  bien 

i-  =_y-îti(i-^v|i)n(i-y»co), 

le  nombre  entier  w  pouvant  prendre  : 

1°  Une  fois  toutes  les  valeurs  négatives  depuis  i  —  jx  jusqu'à 

2"  Une  fois  toutes  les  valeurs  positives  depuis  i  jusqu'à  jx; 
3"  Deux  fois  toutes  les  valeurs  positives  depuis  [jl  -h  i  jusqu'à 

4-00. 

Mais  nous  pouvons  écrire 

TT  (i  _ gita)  =  n (—  çr««)n(i  —  q-tt^)  =  (—  i)|i-i^-|A(|i-i)n(i  —  ^-«»), 

»o  -  I  -  pi 

ce  qui  nous  permet  d'écrire 

(to  pouvant  prendre  deux  fois  toutes  les  valeurs  positives  depuis  i 
jusqu'à  l'infini,  à  l'exception  de  la  valeur  |jl  que  ce  nombre  ne  peut 
prendre  qu'une  seule  fois),  ou  enfin 

le  nombre  v  pouvant  prendre  une  fois  et  une  seule  toutes  les 
valeurs  entières  positives.  On  a  ainsi,  pour  la  valeur  définitive  de 

Ha, 


Hm  =  (—  i}V-q\^' 


i-h  q^V-  IKi  — «7»v)î 


iNous  allons  maintenant  multiplier  les  quantités  B,  llo  et  H^l  que 
nous  venons  de  trouver  par  le  facteur  i>  II(  i -h // -')'-*,  de  façon  à 
ramrnrr   H  à   sa  valeur  —  i  cl   nous  trouverons,  en  n^venant  aux 
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iiolalioijs  de  M.  Appell  et  posant  comme  lui 


cl  enfin 


Ao  =  Q,     A|x  =  ^_j_    ,jj^  Q,     A,x  =  —  A_,4. 


Nous  avons  donc  retrouvé  la  solution  de  M.  Appell,  et  je  ne 
crois  pas  qu^on  puisse  faire  d'objection  à  la  méthode  que  je  propose 
pour  démontrer  que  cette  solution  satisfait  efiectivement  aux 
équations  (4). 

Mais  cette  solution  n'est  pas  unique.  Il  est  clair  en  effet  que  les 
quantités 

B=-i,     H;t=Hj,[c(-ç«t*)/'H-^(-ç«l*)-P] 

(où  p  est  entier  et   où   c4-rf=i)  ainsi  que  les  combinaisons 
linéaires  de  pareilles  quantités  satisferont,  comme  les  quantités  H,i 
elles-mêmes,  à  ces  mêmes  équations. 
Il  arrive,  si  c  =  rf,  que  Ton  a  encore 

Les  équations  (4)  admettent  donc  une  inGnité  de  solutions  et 
cependant  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  développement  con- 
vergent 

qui  puisse  satisfaire  à  l'identité  (3). 

On  doit  en  conclure  que,  parmi  les  solutions  en  nombre  infini  qui 
satisfont  à  nos  équations  (4)»  il  n'y  en  a  qu'une  seule  qui  conduise 
à  un  développement  SAj^^t*^  convergent.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de 
voir  que  cette  solution  est  celle  de  M.  Appell. 

En  effet,  si  nous  posons 

on  vérifiera  que  AJ[  est  une  solution  des  équations  (4)  pour  toutes 
les  valeurs  entières  de  /?,  mais  que  la  série  SAfJel*-^  est  convergente 
pour /:>  =  <>  et  pour/>  =  o  seulement. 
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Sar  Ut  d^rontpfjûiiort  d'un  nombre  <*r*   quatre  carrr*: 

Lci  nombre  étant  mis  sous  la  forme  d'une  somnie  de  qwatrf 
carré»,  îl  eiiste  des  relations  simples  entre  le  nombre  des  dêcom> 
poi»itjons  de  l'entier  considéré  et  celui  des  décompositioas  de  oer- 
Uiins  mol ti pies  de  cet  entier  en  une  somme  de  quatre  carrés. 

Ijt  nombre  X  étant  mis  sous  la  forme  x*  —  v^  ^  :;*  -|-  f*,  nous 
chercherons  à  mettre  />N  sous  la  forme  d'une  somme  de  carres  de 
quatre  nombres,  dont  chacun  soit  une  fonction  linéaire  et  hoBM>- 
gêne,  à  coefficients  entiers,  de  x.  v.  r,  /.  Pour  commencer  par  un 
cas  [larticulièrement  simple,  considérons  les  deux  identités 

1%  =  j/jr«— ^  — ^  — /«, 

=  (x-^y-^z-^tt^  —  ix-r-y  —  z  —  /|«  ^ix  — v  —  ^ -^/j*  —  «x  —  r —  z  —  t^, 

i%  =r  (x-r-y  -^  Z  —  /;*  —  (X -?- K  —  ^  —  /^_|x  — V-r-  ^  —  /  »«  —  ^  X  —  V  —  Z  —  tr. 

Ces  deux  décompositions  de  4^  sont  les  seules  qui  répondent 
aux  conditions  imposées^  car  chacune  des  fonctions  linéaires  con- 
tient nécessairement  les  quatre  lettres  x,  v,  ^  et  /  avec  les  coeffi- 

iiu'ïïls  -ri  ou  ( — i),  et  Ton  voit  facilement  comment  ces  coeffi- 
cients doivent  éire  distribués  pour  que  les  rectangles  des  variables 
disparaissent  dans  la  somme.  Dès  lors,  à  une  décomposition  de  N 
en  (|ii;jtre  carrés,  correspondront  deux  décompositions  de  4^  ^n 
(|ualre  carrés;  mais  il  faut  chercher  si,  inversement,  toute  déconi- 
posilion  de  4^"  ^'n  quatre  carrés  peut  être  représentée  par  Tune  ou 
Tautre  des  identités  considérées.  Nous  considérerons  le  cas  où,  N 
étant  impair,  on  se  propose  de  décomposer  4^  en  une  somme  de 
quatre  carrés  tous  impairs.  Désignons  par  (A)  un  nombre  entier 
ifripair,  et  dont  le  signe  est  choisi  de  manière  quil  soit  un  mul- 
liplc  de  4?  (>l"s  1 1  ce  qui  est  toujours  possible.  Je  dis  qu'il  existe 
des  entiers  x,  y,  z  et  /  vérifiant  les  équations 

r  -:-  y  —  z  -^  t  =  ■  A  K 

X  -!-  y  —  z  —  t  =iB), 

.r  y  -     z  -    t  "  (  C  ), 

./•  —  y  -    z  -  ^  —  (  I>), 


/2      »5      z^'      r-^.  \. 


--  i9   - 
En  eflfel,  de  ces  équations  on  tire 

î^  =  (A)-^(B)-h(C)  -(D), 
4r  =  (A)-i-(B)-(G)  -(D), 
4-3=(A)^(D)-(B)--(G), 
4^  =(A)-h(C)-(B)-(D); 

et  les  valeurs  de  a:,  j-,  z,  t  sont  entières. 

Les  nombres  de  x^y,  z^  t  étant  déterminés,  les  nombres  E,  F, 
G.  H,  qui  vérifient  les  égalités 

El  H-  F»  -4-  G»  H-  H«  =  4  N, 

T  -r-y  -i-5  —  /  =  E, 

X  -hy  —  -5  H-  /  =  F, 
jr—y-^z-{-t  =  G, 
JT  —  y  —  z  —  ^  =  11 

sont  tous  impairs;  ils  sont  donnés,  en  effet,  parles  relations 

2E=:(A)-4-(B)H-(D)-(G), 

2F  =(A)-4-(B)-f-(G)-(D), 

2G=(A)-r-(G)-r-(D)-(B), 

2lI  =  (B)-h(G)H-(D)-(A). 

Il  en  résulte  qu'un  système  de  valeurs  j;,j^,  5,  /  donne,  pour  4N, 
deux  systèmes  de  nombres,  tous  impairs.  A,  B,  C,  D  et  E,  F,  O,  H. 
D^ailleurs,  à  deux  systèmes  de  nombres  a:,  r,  5,  t  et  x\y'y  5',  t' 
différents^  ne  peuvent  correspondre,  en  grandeur  et  en  signe, 
les  mêmes  valeurs  de  (A),  (B),  (C),  (D);  car  le  système  d'é- 
quations 

T  -^y  —  z  —  /  =  t'-^  >' —  z  —  /', 
r  —  V  —  >3  -h  /  =  x—y'—  z'^  t\ 
T  —  r  -}    5     -  /  =  x' —  v'-f-  z —  t' 

n'admet,  comme  solutions,  que  x  =  x\  y  =y',  z  =  z',  t  =  t'. 

D'autre  part,  si  Ton  change  les  signes  des  quatre  nombres  (A), 
(B),  (C),  (D),  les  valeurs  de  x^yj  5,  t  changent  de  signe  sans 
changer  de  grandeur;  si  l'on  change  les  signes  de  une  ou  trois  des 
quantités  (A),  (B),  (C),  (D),  les  valeurs  de  x,  j-,  ...  ne  sont  plus 
entières,  comme  le  montrent  les  expressions  de  4^'»  4j>^  •  •  •  • 
Reste  à  examiner  le  cas  où  l'on  change  le  signe  de  deux  des  qnan- 


-  30  - 

lités  (A),  (B),  (C),  (D);  supposons  que  ces  changements  de  signe, 
qui  ne  chanf^ent  pas  la  forme  de  décomposition  de  ^l!i^  en- 
gendrent deux,  systèmes  différents  de  nombres  x^  y,  z^  l  et  J^^y\ 
z' ,  l',  on  aurait,  par  exemple,  les  équations 

X  -^y  -+-  ;;  -4-  f  =        x*'^y-\-  V-h  /', 

X  -7  -  4î  -+-  <  =  -  (x'-^y-  z'-h  t'), 

x—-y-\'Z  —  t—        x'—y'-^z' — /'; 


ces  équations  donnent 


X  —  M,  ^ 


/^  —  X  f 


y  =  t\ 


t  =  r'  : 


donc  les  systèmes  des  nombres  x^y^  5,  t  et  x^ ^  >',  z  ^  V  ne  donnent 
pas,  pour 

N  =  j7»  H-  j'ï  -H  5»  -+-  ^*, 

deux  décompositions  distinctes.  De  tout  ce  qui  précède,  il  ré- 
sulte que,  si  le  nombre  impair  N  a  été  décomposé  en  quatre  carrés, 
le  nombre  4N  admettra  deux  décompositions  correspondantes  en 
une  somme  de  quatre  carrés  tous  impairs,  et  que,  inversement, 
toute  décomposition  de  4 N  en  une  somme  de  quatre  carrés  tous 
impairs  pourra  être  obtenue  par  celte  correspondance.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  N  étant  un  entier*  impair,  le  nombre  des  décom- 
positions de  4^  en  une  somme  de  quatre  carres  tous  impairs 
est  double  du  nombre  des  décompositions  de  N  en  quatre  carrés. 

(le  théorrme  est  dii  à  Jacobi,  qui  Ta  déduit  de  ridenlilé 

dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

La  démonstration  exposée  plus  haut  donne  la  raison  de  ce  théo- 
rème et  le  moyen  de  former  les  décompositions  de  4N  connaissant 
colles  de  i\,  et  inversement. 

Pour  donner  une  autre  application  de  hi  mcnie  méthode,  consi- 


-ai- 
derons ridentilé 

de  cette  identité,  on  en  déduit  trois  autres,  en  faisant  une  per- 
mutation circulaire  sur  a:,  y  y  z  et  t. 

Donc,  si  l'entier  N  a  été  mis  sous  la  forme  d'une  somme  de 
quatre  carrés,  l'entier  3N  sera  mis,  de  quatre  manières  différentes, 
sous  la  forme  d'une  somme  de  quatre  carrés,  inversement,  soit  N 
un  nombre  non  multiple  de  3,  l'entier  3N  étant  mis  sous  la  forme 

3N  =  Aî-HB«-+-C»-t-D»; 

on  aura  nécessairement  pour  l'un  des  quatre  nombres,  soit  A,  un 
multiple  de  3,  les  Irois  autres  étant  des  multiples  de  3,  plus  ou 
moins  i . 

En  désignant  par  (B)  le  nombre  B  affecté  d'un  signe  convenable, 

on  aura  donc 

(A)  =  o 

(B)=i 

(D)=i 
Ceci  posé,  les  trois  équations 

X-\-Y  ^z  =(A), 
x—y-^t  =(B), 
y-^t  _;;  =  (C), 
z^t  — x  =  (D) 

donnent 

3^  =(B)H-(C)+(D), 

•^^  =  (A)-4-(B)  -(D), 
V  =  (A)-^(G)-(B), 
\z  =(A)^-(D)-(C), 

et  les  valeurs  de  x,  j',  z^  t  sont  entières 

On  voit  que,  N  étant  un  entier  quelconque  multiple  de  3,  ou 
non-multiple  de  3,  le  nombre  3N  admet  quatre  fois  autant  de  dé- 
compositions en  quatre  carrés  quelconques  que  le  nombre  N,  si 
Ton  ne  tient  pas  compte  des  signes;  et  en  effet,  habituellement, 
on  considère  comme  distinctes  des  décompositions  qui  ne  dil- 


>  (  mod  3). 
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lerent  que  par  le  signe  d'un  des  nombres  A,  B,  C,  D,  d'où  Ténoucé 
que  j'ai  donné  dans  les  Comptes  rendus  de  l* Académie  des 
Sciences  (17  novembre  1884).  Mais,  si  l'on  tient  compte  des 
signes,  le  résultat  est  diflerent,  comme  on  va  le  voir,  et  n'est  simple 
que  lorsque  N  n'est  pas  multiple  de  3.  Notre  analvse  prouve  que, 
le  signe  des  trois  nombres  6,  C,  D  ayant  été  choisi,  on  ne  peut 
changer  le  signe  de  l'un  ou  de  deux  de  ces  nombres,  mais  celui 
des  trois  à  la  fois,  ce  qui  revient  à  changer  le  signe  de  A;  car,  en 
changeant  le  signe  de  B,  par  exemple,  ou  les  signes  de  B  et  C, 
les  nombres  x^y^  ^,  t  ne  sont  plus  tous  des  entiers.  Donc,  3N 
avant  été  mis  sous  la  forme 

il  y  aura  deux  systèmes  de  nombres  J*,  j',  5,  /,  x',  ^,  z\  V  dont 
les  signes  et  les  valeurs  seront  entièrement  déterminés,  cor- 
respondant à  deux  décompositions  de  N;  on  aura 

3/  =(B)-^(C)-^(D), 

3v  =  (A)h-(C)— (B). 
35  =(A)  — tD»  — (C); 

3/'  =  3/, 

3j-'=  — ^A>  — tBi  —  «D>. 
3  v'  =  —  (  A  «  ---  <  C  »  --  «  B  I. 

3  ;:'  ^  rr:  (  A  I  ~  (  D  >  —  i  C  ). 

Los  rt»lahoii<  entre  les  deux  systèmes  sont 

3  x'  =  X  —  iv  —  •}  z. 
\y'  —-  Y  —  'IX  —  iz, 
Z  z'  =  z  —  iz  —  '}  y 


on  bien 


X  —  y  —  z  =  —  \  X  —  y  — 
X  —  y  —  t  =  X  —  V  — /'. 
y-  t  -z=  y'-i  -  z\ 
z  -  t  —  x=  z'—  t'  —  x. 


(.0^  doux  sxsièmos  sont  distincts  en  jrénéral.  En  elVel.  supposon- 
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jr'=  x^  on  en  déduit 

et,  par  suite, 

ce  qui  est  impossible,  si  l'on  suppose  3\  décomposé  en  quiitn» 
carrés  et  non  en  un  nombre  moindre  de  carrés. 
D'autre  part,  en  supposant  x'=:  —  x^  on  en  déduit 

d'où 

(H)  =  (D), 

ce  qui  est  impossible,  si  3N  a  été  décomposé  en  quatre  carrés 
distincts.  En  supposant  :r'=  i',  on  en  déduit 

y  =  27  —  J7, 

Pour  que  les  deux  systèmes  ne  soient  pas  distincts,  il  faut  alors 

y  =  27  —  X  ■=±:x    ou    y  =  iy  —  x  =.in.z\ 

aucune  de  ces  solutions  ne  convient,  si  l'on  suppose  N  décom- 
posé en  quatre  carrés  distincts,  dont  aucun  n'est  nul.  Enfin,  si 
l'on  suppose  x^  =^ — y^  on  en  déduit 

x^y  =  25, 

ce  qui  est  impossible,  car  on  aurait  alors 

(D)  =  (G). 

De  tout  ce  qui  précède  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  N  étant  un  entier  non  multiple  de  3,  si  les  deux 
nombres  N  ef  3N  n  admettent  l'un  et  l'autre  que  des  décom- 
positions en  quatre  carrés  positifs,  non  nuls,  et  distincts,  le 
nombre  des  décompositions  de  i^  est  double  du  nombre  des 
décompositions  de  N. 

Ce  théorème  renferme  le  cas  général  qui  se  présente;  car,  si  N 

est,  par  exemple,  décomposable  en  trois  carrés,  cela  constitue  un 

cas  exceptionnel.  La  démonstration  du  théorème  prouve  que,  à 

une  décomposition  d'un  nombre  quelconque  N  en  quatre  carrés, 

xni.  3 
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m  ' 

jc'2  -{-y^  -f.  -2  »l_  l'i^  correspondent  les  quatre  décompositions  de  ce 
même  nombre,  données  par  les  formules 

t'  =  /,       X  = î       V  = 9       z  = —  » 

,  3  -^  3  3 

et  par  celles  que  Ton  en  déduit  par  permutation  circulaire;  mais 
ces  nouvelles  solutions  n'en  engendrent  pas  d'autres. 

(A  suivre.) 


Méthode  pbur  mener  les  plans  tangents  aux  sur/aces  gauches; 

par  M.  J.  MAncHAMD. 

(Séance  du  i^  novembre  1884.) 

1.  Dé/initions.  —  Nous  appelons  axoïde  toute  surface  gauciic 
a^aut  une  directrice  rectiligne,  et  axe  celle-ci. 

Nous  distinguons  deux  classes  parmi  ces  surfaces  : 

Dans  la  première  nous  rangeons  les  conoïdes  droits; 

Dans  la  deuxième  toutes  les  autres,  qui  prendront  le  nom 
iV  axoïde  s  ordinaires. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  sera  dit  plan  principal;  Vo- 
rientation  commune  de  tous  les  plans  que  Ton  peut  ainsi  mener 
sera  la  direction  principale  y  enfin  leurs  intersections  avec  Taxoide 
les  sections  principales  :  dans  les  conoïdes  nous  réserverons  cette 
dénomination  à  leurs  intersections  à  Finfini  avec  les  plans  princi- 
|)aux,  en  faisant  abstraction  des  génératrices  que  ces  plans  peuvent 
contenir.  On  donnera  également  le  nom  de  point  principal  au 
point  de  rencontre  de  l'axe  avec  un  plan  principal. 

Tout  plan  contenant  l'axe  sera  dit  axial  :  toute  génératrice  rec- 
tiligne de  la  surface  est  ainsi  contenue  dans  un  plan  axial,  que 
nousappellerons  aussi  quelquefois  son  plan  de  l'uria nce.  Vluslcurs 
génératrices  peuvent  avoir  même  plan  de  variance,  mais  nous  ne 
considérons  jamais  que  l'une  d'entre  elles  à  la  fois;  le  point  où 
elle  coupera  l'axe  sera  son  point  axial,  l'angle  qu'elle  forme  avec 
Taxe  en  prenant  toujours  Taxe  comme  droite  origine,  son  angle 
axial. 
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2.  Cela  posé^  supposons  que  par  tous  les  points  axiaux  d'un 
axoïde  quelconque,  et  dans  les  mêmes  plans  axiaux  que  les  géné- 
ratrices correspondantes,  on  trace  des  droites  telles  que  le  rapport 
de  la  tangente  de  leur  angle  axial  ^  à  la  tangente  de  Tangle  axial  a 
de  la  génératrice  qui  leur  correspond  soit  constant  et  égal  à  une 
quantité  complètement  arbitraire  [x.  On  formera  ainsi  un  nouvel 
axoïde,  a^ant  même  axe,  mêmes  points  axiaux  que  le  premier,  et 
dont  les  génératrices  seront  correspondantes  une  à  une  des  géné- 
ratrices de  celui-ci,  et  liées  par  la  relation 

tan^P 

=    UL. 

tanga 

Ce  nouvel  axoïde,  qu'on  peut  immédiatement  obtenir  à  Taide  du 
premier,  qui  sera  dit  X axoïde  fixe,  sera  lui-même  un  axoïde  va- 
riant; la  constante  [ji  s'appellera  le  rapport  de  variance^  enfin 
deux  génératrices  issues  d'un  même  point  axial  seront  deu  xco/- 
respondantes. 

Il  résulte  immédiatement  de  ces  définitions  : 

i**  Que,  pour  un  axoïde  fixe,  il  existe  une  infinité,  de  va- 
riants ; 

a**  Que  nous  pouvons  prendre  arbitrairement  comme  surf  ace 
fixe  Vun  des  deux  oxoïdes; 

3*^  Que  deux  axoïdes  variants  d^un  troisième  sont  variants 
Vun  de  Vautre, 

Soit  maintenant  le  cône  directeur  de  l'axoïde  fixe,  et  par  son 
sommet  conduisons  une  parallèle  à  l'axe  ;  en  considérant  cette 
droite  comme  axe  du  cône,  on  pourra  lui  appliquer  des  construc- 
tions analogues  aux  précédentes  et  définir  ainsi  un  cône,  qui  sera 
directeur  de  l'axoïde  variant  et  pourra  être  considéré  comme  va- 
riant du  cône  de  l'axoïde  fixe,  jouissant  par  rapport  à  lui  de  pro- 
priétés identiques  à  celles  ci-dessus  énuniérées. 
'  Nous  dirons  enfin,  quand  les  surfaces  variantes  que  nous  au- 
rons à  examiner  seront  dans  la  position  même  qui  résulte  de  leur 
mode  de  génération,  c'est-à-dire  avec  axe,  points  et  plans  axiaux 
superposés,  qu'elles  sont  non  déplacées;  lorsque  nous  les  aurons 
fait  glisser,  par  rapport  à  l'axoïde  fixe,  le  long  de  l'axe,  par  un 
mouvement  de  translation  d'une  quantité  déterminée  a,  qu'elles 
sont  déplacées,  et  a  sera  le  déplacement. 


-  36  - 

3.  Théorème.  —  Si  deux  cônes  variants  ou  deux  axoîdes 
variants  non  déplacés  sont  coupés  par  un  plan  principal  y  les 
sections  principales  correspondantes  sont  homo  thé  tiques  y  et  le 
point  principal  du  plan  sécant  est  le  centre  d^homothétie. 

Cette  proposition  est  évidente. 

4.  Théorème.  —  L intersection  de  deux  cônes  variants  dé- 
placés est  une  section  principale. 

Soit,  en  effet,  oo^p  Taxe  commun  des  deux  cônes,  et  o/w,  Oi/n 
deux  génératrices  correspondantes;  du  point  //i,  où  elles  se 
coupent,  abaissons  mp  perpendiculaire  à  Taxe. 

En  observant  que 

tan!' 3 


tan*:!:» 


on  a 


H- 
op  =z  a 


5.  Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  conduisent  immédiate- 
ment aux  remarques  suivantes  : 

i"  Si  la  surface  conique  est  plane  (nous  entendons  par  là  un 
plan  faisant  avec  Taxe  un  angle  quelconque  non  égal  à  90"),  ses 
variantes  seront  également  planes.  Les  sections  principales  cor- 
respondantes seront  alors  des  droites  parallèles  normales  à  Taxe, 
cl  les  ligues  de  plus  grandes  pentes  de  ces  plans  par  rapport  à  la 
direction  principale,  issues  de  leur  sommet  commun,  seront  conte- 
nues dans  le  même  plan  axial. 

Par  conséquent,  si  un  axoïde  ordinaire  a  pour  surface  directrice 
lin  plan,  ses  variants  auront  également  des  plans  pour  surfaces  di- 
rectrices. 

9."  Si  le  rapport  de  variance  varie  d'une  manière  continue 
entre  —  oc  et  -f-  00  ,  |)our  ces  deux  limites,  le  cône  variant  se  ré- 
duit au  plan  principal  issu  du  sommet  du  cône;  [)our  la  valeur 
zéro,  il  se  réduit  à  Taxe. 

Par  conséquenl,  le  conoVde  obtenu  en  conservant  Taxe  et  les 
points  et  |)lans  axiaux  d'un  système  de  surfaces  variantes  est  la 
limite  commune  de  ces  surfaces  lorsque  le  rapport  de  variance  de- 
vient égal  à  zb  X  ,  et  Taxe  est  la  limite  de  ces  surfaces  pour  la 
valeur  zéro  de  ce  l'apport. 
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D'après  cela,  les  surfaces  de  la  première  classe  peuvent  en  gêné- 
rai  être  considérées  comme  les  limites  des  surfaces  de  la  deuxième  ; 
on  peul  en  conclure  aussi  qu'une  surface  de  la  première  classe 
peut  d'une  infinité  de  manières  différentes  dériver  de  celles  de  la 
seconde,  puisque  tous  les  systèmes  de  variants  ayant  même  axe, 
mêmes  points  et  pians  axiaux,  ont  le  même  conoïde  pour  limite. 

6.  Théorèmb.  —  U intersection  d^un  axoïde  et  dhtn  variant 
de  son  cône  directeur  déplacé  dUin  mouvement  de  translation, 
de  manière  que  son  sommet  vienne  se  placer  sur  l'axe  de 
r axoïde,  se  projette  sur  le  plan  principal  mené  par  ce  sommet, 
suivant  une  courbe  homo  thé  tique  à  la  section  principale  corres- 
pondante,  et  le  sommet  est  le  centre  d^homotliétie. 

Prenons  un  point  axial  quelconque  de  la  surface,  et  dans  ce 
plan  les  deux  génératrices  correspondantes  oM<,  GM|  delà  sur- 
face et  du  cône.  Ces  droites  font  respectivement  avec  l'axe  OG 
les  angles  a  et  p.  Soit  également  m|MG  la  trace  du  plan  princi- 
|)al  conduit  par  le  sommet  G  du  cône  variant  sur  le  plan  axial; 
cette  trace  est  normale  à  Taxe.  Projetons  sur  elle  M|  en  m^  ;  de  M| 
également  abaissons  M|K|  perpendiculaire  sur  Taxe,  et  de  M  la 
normale  Mm. 


On  a  par  hypothèse 


D'ailleurs,  puisque 


tanga 


/W|  G  =  Mi  m  -f-  MG, 

il  viendra  immédiatement 

m  I  G  _      (X 
MG"  ~  (T^' 

ce  qui  établit  la  proposition. 

7.  Ce  théorème  permet  de  mener  le  plan  tangent  à  un  axoïde 
ordinaire,  en  un  point  ([uelconque  d'une  de  ses  génératrices.  Soit, 
en  effet,  une  telle  surface  définie  par  son  axe,  une  de  ses  sections 
principales  et  son  cône  directeur. 

Nous  voulons  obtenir  son  plan  tangent  au  point  M|  de  la  géné- 
ratrice AB;  par  le  point  prinei[)al  G  du  plan  sécant,  conmie  som- 
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met,  faisons  passer  un  variant  du  cône  directeur;  nous  pourrons 
toujours  le  supposer  tel  qu'il  passe  par  le  point  M|,  et  tracer  sur 
la  figure  la  génératrice  M|  G,  correspondante  de  AB  :  ce  cône  dé- 
termine par  son  intersection  avec  Taxoidc  une  courbe  dont  la  tan- 
gente en  M|  pourra  être  construite. 

En  eflTet,  d'après  le  théorème  précédent,  on  connaît  son  plan 
projetant.  Contenue,  d'autre  part,  dans  le  plan  tangent  au  cône  va- 
riant le  long  de  la  génératrice  M|  G,  nous  voyons  : 

1^  Que,  si  nous  menons  par  G,  GI  trace  du  plan  tangent  au 
cône  variant  qui  est  parallèle  à  la  trace  du  plan  tangent  au  cône 
directeur  le  long  de  la  génératrice  correspondante  de  GI; 

2**  Que,  si  par  mi,  projection  de  M|  sur  le  rayon  vecteur  GA, 
nous  conduisons  m^  I  parallèle  à  la  tangente  au  point  A  de  la  sec- 
tion principale  NAP,  le  point  I  où  ces  deux  droites  se  rencontrent 
est  la  trace  de  cette  tangente  sur  la  section  principale,  et  par  suite 
un  point  de  la  trace  du  plan  tangent  à  l'axoïde  en  M|  :  AI  est  donc 
cette  trace,  et  le  plan  tangent  est  déterminé. 

8.  D'après  cela,  étant  donné  un  axoïde,  dont  en  deux  points 
M|,  M2,  situés  sur  une  même  génératrice  AB,  on  connaît  le  plan 
langent,  nous  menons  un  plan  principal  que  nous  considérons 
comme  plan  horizontal  de  projectiou.  Soient  m<,  /?Î2  les  projec- 
tions des  deux  points  Mj,  M2  sur  ce  plan;  si  par  /?i|  nous  traçons 
une  parallèle  à  Thorizontale  du  plan  tangent  en  M2,  par  ni2  une  pa- 
rallèle à  l'horizontale  du  plan  langent  en  M^  leur  point  d'inter- 
section I,  joint  au  point  principal  G,  détermine  une  droite  GI  pa- 
rallèle à  l'horizontale  du  plan  tangent  au  cône  directeur  le  lonjç 
de  sa  génératrice  correspondant  à  AB. 

J).   Ce  corollaire  donne  alors  le  suivant  : 

Si  nous  prenons  trois  points  M|,  M2,  M3  sur  AB,  et  leurs 
projections  ni^,  ni^i  f^^z  stir  un  plan  principal,  en  menant  par 
Cun  quelconque  de  ces  points  projections  {ni2  par  exemple) 
des  parallèles  aux  horizontales  des  plans  tangents  en  M<,  Mj, 
par  nii  et  ni^i  des  parallèles  à  r  horizon  ta  le  du  plan  tancent 
en  M 2,  ces  deux  couples  de  droites  se  coupent  sur  la  droite  ITO 
parallèlement  menée  par  G  à  r horizontale  du  plan  tangent 
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€iu  cône  directeur  de  la  surface  le  long  de  la  génératrice  qui 
correspond  à  AB. 

10.  Ne  considérant  que  les  deux  points  M|,  M2,  supposant 
M|  fixe  et  M2  se  déplaçant  sur  la  génératrice,  Thorizontale  de  son 
plan  tangent  s'obtiendra  en  joignant  le  point  fixe  m^  au  point  I 
mobile  sur  la  droite  fixe  GI,  et  déterminée  à  chaque  instant  par 
l'intersection  de  GI  avec  la  parallèle  à  l'horizontale  du  plan  tan- 
gent en  M|  issue  de  sa  projection  mobile  mj.  Si  donc  M3  partant 
de  M|  marche  vers  le  point  B,  le  point  I  se  rapprochera  de  G,  se 
confondra  avec  lui,  puis,  lorsque  M2  aura  dépassé  B,  s'en  éloignera 
indéfiniment  :  Thorizontale  m%  I  pivotera  ainsi  autour  du  point  m^ 
en  faisant  d'abord  avec  AGun  angle  de  plus  en  plus  petit;  quand 
I  se  confondra  avec  le  point  G,  cet  angle  sera  nul;  il  changera  de 
signe  lorsque  I  aura  dépassé  G,  et,  lorsque  I  se  sera  transporté  à 
l'infini  sur  IG,  m%\  deviendra  parallèle  à  IG.  Si  nous  imaginons 
maintenant  que  M,  s'éloigne  de  M|  en  marchant  vers  A,  I  s'éloi- 
gnera indéfiniment  de  G,  l'angle  G/n|I  ira  constamment  en  aug- 
mentant ;  mais^  quand  le  point  I  sera  à  l'infini,  m^  I  sera  encore  de- 
venue parallèle  à  IG. 

Résumant  cette  étude,  nous  dirons  :  Sur  un  axoïde  ordinaire, 
1^  si  en  deux  points  situés  sur  une  génératrice  AB  les  plans  tan- 
gents sont  différents,  il  existera  en  général  en  un  point  quelconque 
d'une  génératrice  un  seul  plan  tangent  à  la  surftice;  1^  ce  plan 
tangent  exécute  une  rotation  continue  autour  de  la  génératrice, 
au  fur  et  à  mesure  que  le  point  de  contact  se  déplace  sur  elle,  de  fa- 
çon que,  si  celui-ci  passe  continuellement  de  — 00  à  H- 00  ,  le  plan 
tangent  a  exécuté  une  rotation  continue  de  180";  3**  les  deux  in- 
finis sont  les  seuls  points  pour  lesquels  les  plans  tangents  se  con- 
fondent; 4^  le  plan  tangent  à  l'infini  est  parallèle  au  plan  tangent 
au  cône  directeur  le  long  de  sa  génératrice  similaire  de  celle  que 
l'on  considère  sur  la  surface;  5"  enfin  dans  un  axoïde  tout  plan 
axial  fait  partie  du  système  des  plans  tangents,  le  long  de  la  géné- 
ratrice qu'il  détermine,  et  c'est  le  point  axial  qui  est  le  point  de 
contact.  L'axe  aussi  bien  qu'une  génératrice  est  donc  tangent  à 
l 'axoïde  en  une  infinité  de  points;  mais  il  se  dislingue  aux  géné- 
ratrices rectiligncs  de  lu  surface,  en  ce  qu'il  peut  ne  l'être  que 
dans  une  partie  limitée  de  son  étendue. 
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Remarques.  —  i"  En  dernière  analyse,  pour  délerminer  le 
plan  langenl  en  un  polnl  quelconque  d^un  axoïde  ordinaire,  il 
faut  el  il  suffit  que  les  plans  tangents  en  trois  points  nous  soient 
connus.  De  plus,  pour  que  la  construction  puisse  s'effectuer  avec 
succès,  il  faut  que  les  deux  parallèles  m^  I,  m2l  se  coupent  en  un 
point  fini.  Or  rien  dans  notre  théorème  fondamental  ne  suppose 
que  ces  deux  droites  ne  soient  pas  parallèles.  Si  le  fait  se  produi- 
sait pour  une  génératrice,  le  point  I  se  transporterait  à  Finfini; 
par  suite  GI  deviendrait  parallèle  aux  deux  droites  m|I,  m^l*  Les 
trois  plans  en  M|,  M2,  et  a  Tinfini  se  confondraient;  le  plan  tangent 
serait  encore  le  même  en  un  autre  point  quelconque  M^  et  par 
suite  tout  le  long  de  la  génératrice;  il  ne  saurait  y  avoir  de  doute 
que  pour  le  seul  point  axial.  En  eflet,  si  Tévanouissement  du  plan 
tangent  distinct  est  manifeste  pour  tout  autre  point  de  contact,  le 
plan  axial  au  contraire  ne  change  pas,  et  il  est,  évidemment,  tou- 
jours tangent  à  la  surface;  au  reste,  c^est  là  une  question  spéciale 
que  nous  voulions  simplement  signaler. 

7?  Il  pourrait  se  faire  également  que  la  génératrice  considérée 
fût  parallèle  ou  perpendiculaire  au  plan  de  projection. 

Dans  ces  deux  hypothèses  la  construction  s*évanouit.  Cette  dif- 
ficulté sera  levée  plus  loin.  Bornons-nous  à  remarquer  que  la  géné- 
ratrice normale  au  plan  horizontal  est  parallèle  au  plan  vertical;  la 
question  résolue  dans  le  premier  cas  la  résout  par  cela  même  pour 
le  deuxième  cas. 

H.  Le  problème  inverse  du  plan  tangent,  d'après  la  construc- 
tion précédente,  n'oflVe  aucune  difficulté  :  nous  croyons  donc  inu- 
tile d'y  insister. 
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12.   On  sait  que  deux  surfaces  gauches  se  raccordent  le  Ion 
d'une  droite  AB,  lorsque  ces  deux  surfaces  ont  trois  plans  tan- 
gents communs  en  trois  points  de  cette  génératrice  commune. 

Cela  posé,  soit  une  surface  quelconque  dont  nous  connaissons 
les  trois  plans  tangents  en  trois  points  Mj,  Mo,  M3  de  la  généra- 
trice AB. 

Dans  le  plan  tangent  en  M3,  el  par  ce  point  de  contact,  traçons 
une  droite  faisant  avec  la  génératrice  AB  un  angle  quelconque 
mais  (liffcrant  de  90".  Par  un  point  G  sur  cette  droite  nous  élevons 
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un  plan  perpendiculaire.  Ce  plan  qui  rencontre  AB  est  pris  par 
nous  comme  plan  principal  d'un  avoïde  ordinaire,  qui  aurait  M3  G 
pour  axe  et  dont  on  nous  donne  en  outre  sur  AB,  aux  points  M| 
et  M2,  comme  plans  tangents,  ceux  mclmes  dont  nous  venons  de 
parler.  La  surface  gauche  et  Taxoide  ayant  trois  plans  tangents 
communs  aux  trois  points  M|,  M2,  M3  de  AB  se  raccorderont  le 
long  de  cette  droite. 

13.  Celte  proposition  prouve  que  toutes  les  propriétés  énoncées 
au  n"  10  comme  caractéristiques  des  plans  tangents  aux  axoïdes 
s'appliqueront  sans  restriction  aux  surfaces  gauches  en  général, 
cl  en  second  lieu  que  les  constructions  qui  permettent,  connais- 
sant trois  plans  tangents  sur  une  génératrice  AB  d'un  axoïde,  de 
trouver  un  autre  plan  tangent  sur  la  même  génératrice  s'applique- 
ront à  une  surface  gauche  quelconque. 

14.  Cela  posé,  si  une  génératrice  d'une  surface  gauche  Ali 
rencontre  le  plan  de  projection,  arbitraire  d'ailleurs,  comme  un 
plan  quelconque  conduit  suivant  AB  est  tangent  quelque  part  sur 
AB,  le  plan  projetant  de  cette  droite  sur  le  plan  de  projection  sera 
tangent  à  la  surface  quelque  part  sur  AB,  en  B  par  exemple. 

Supposons  alors  connus  les  trois  plans  tangents  aux  points  M|, 
Ma  et  M3.  La  surface  se  raccordera  évidemment  suivant  AB  avec 
un  axoïde  a^ant,  aux  points  M 1  et  M2  par  exemple,  mêmes  plans 
tangents  que  la  surface  et  pour  axe  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  B  sur  le  plan  de  projection.  Le  théorème  du  n**  8  pourra 
être  alors  généralisé  ainsi  : 

Une  surface  gauche  quelconque  étant  donnée  ainsi  qu^un 
plan  de  projection  également  arbitraire  (sous  la  restriction 
qu'il  ne  soit  pas  parallèle  à  la  génératrice  AB  que  l'on  considère), 
prenons  sur  cette  droite  trois  points  Mj,  Mj,  M3  en  lesquels  le 
plan  tangent  est  connu,  et  projetons  orthogonalement  ces  trois 
points  en  nit,  m^j  /W3;  sur  le  plan  de  projection  par  m ^  et  m^ 
menons  des  parallèles  à  l'horizontale  du  plan  tangent  en  M2, 
par  m^  des  parallèles  aux  horizontales  des  plans  tangents  aux 
points  M|  ef  M3,  les  deux  droites  du  deuxième  couple  ainsi 
défini  couperont  en  général  respectivement  celles  du  premier 
en  deux  points  I|^27  ^.i/î]  joignons  ces  deux  points  : 
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i"  //a  droite  ainsi  obtenue  est  parallèle  à  la  trace  sur  le 
plan  de  projection  du  plan  tangent  à  r infini  à  la  surface 
gauche  suivant  AB. 

a"  Cette  parallèle  coupe  A6,  projection  de  cette  génératrice, 
au  point  b  ou  se  projette  le  point  de  contact  B  du  plan  tangent 
à  la  surface  en  AB,  qui  est  normal  au  plan  de  projection, 
c^ est-à-dire  au  point  du  contour  apparent  de  la  surface  sur  le 
plan  de  projection  qui  appartient  à  la  projection  de  cette  gé- 
nératrice. 

Remarque.  —  Les  raisonnements  qui  conduisent  à  cet  énoncé 
supposent  que  les  trois  points  M<,  M2  et  M3  ont  des  plans  tangents 
distincte;  s'il  en  était  autrement,  nous  en  serions  avertis  parles 
données  mêmes;  d'ailleurs,  dans  cette  hypothèse,  la  possibilité  de 
définir  l'axoïde  de  raccordement  n'en  existerait  pas  moins,  la 
surface  présenterait  simplement  le  long  de  AB  les  particularités 
que  nous  avons  déjà  signalées  plus  haut  :  il  est  à  observer  seule- 
ment que  dans  ce  cas  le  point  B  reste  absolument  arbitraire. 

14.  Nous  avons  ainsi,  à  condition  de  changer  de  plan  de  pro- 
jection, la  solution  générale  du  problème  des  plans  tangents  aux 
surfaces  gauches,  quand  sur  une  génératrice  trois  plans  tangents 
seront  connus.  Nous  voulons  montrer  maintenant  que  les  axoïdcs 
de  la  première  classe  et  en  général  toutes  les  surfaces  gauches 
ayant  un  plan  directeur  parallèle  au  plan  de  projection  admellenl 
une  construction  propre.  Cette  construction  pourra  s'a[)pliquer 
également  lorsque  sur  une  surface  gauche  se  présenteront  dos 
génératrices  dont  le  plan  tangent  à  Tinfini  sera  horizontal. 

15.  Plaçons-nous  dans  les  conditions  du  théorème  du  n"  0; 
seulement,  au  lieu  du  conc  variant  qui  a  son  sommet  en  (i  et  de 
Taxoide  fixe,  considérons  tout  le  système  des  variants  de  celui-ci, 
en  nous  proposant  de  comparer  leurs  plans  tangents  aux  points 
successifs,  où  la  génératrice  GN  du  cône  coupe  les  diverscîs  géné- 
ratrices correspondantes  contenues  dans  le  plan  axial  ABG. 

Keprésenlons  alors  deux  de  ces  génératrices  BA,  BA|  coupées 
en  M  et  Mj  par  la  droite  GN  et  cherchons  à  déterminer  les  traces 
des  plans  tangents  en  ces  points.  Une  remarque  antérieure  nous  a 
appris  (|ue  les  tangentes  en  A  et  A|  aux  sections  [uincipales  de 


base  soDt  parallèles;  si  donc  nous  projetons  M  el  M,  sur  le  plan 
principal  en  m  et  m, ,  il  faudra  par  ces  points  mener  des  parallèles 
à  cette  direction  commune;  ces  droites  couperont  en  I  et  I|  la 
parallèle  GP  conduite  par  le  point  principal  à  l'horizontale  du 
plan  tangent  k  l'infini. 

Si  l'on  joint  ensuite  AI,  A|  I,  MI,  M|I|,  les  deux  premières  de 
ces  quatre  droites  représenteront  les  traces  horizontales  des  deux 
plans  cherchés,  les  deux  dernières  les  tangentes  aux  points  corres- 
pondants M  et  M,  aux  courbes  d'intersection  du  cdne  avec  les 
deux  axoïdes  variants. 

Si,  considérant  l'un  des  deux  axoïdes  comme  fixe,  on  suppose 
que  l'antre  se  déforme  en  donnant  à  sou  coeHicient  de  variance 
des  valeurs  croissantes,  la  génératrice  BA,  tournera  autour  du 
point  B  pour  atteindre,  lorsque  le  coefGcient  sera  x  ,  la  position 
limite  NB.   D'ailleurs  dans  ce  mouvement  le  point  M,  se  sera  dé- 


placé pour  atteindre  à  la  limite  le  point  N.  Dans  ce  même  temps 
sa  projection  viendra  en  n,  et  si  par  n  nous  menons  /iQ  parallèle 
à  ml,  le  point  Q  représeulern  un  point  de  la  trace  hon'zontale  du 
plan  tangent  au  conoïde  limite.  D'ailleurs  à  ce  moment  le  point  A» 
aura  passé  à  l'inTmi  :  celte  trace  sera  donc  devenue  parallèle  à  NB. 
Le  point  Q  est  ainsi  l'intersection  des  deux  droites  iiQ,  GQ,  qui 
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.v>nl  définies,  comme  on  le  sait,  quand  ra\oïde  6\e  du  s^slème 
l'est  également. 

Si  maintenant  nous  a%'ion$  un  deuxième  point  \|  sur  le  co- 
noïde,  et  qu'on  voulût  déterminer  son  plan  tangenU  il  sufBrait  de 
répéter  la  construction  en  menant  par  /i|  une  parallèle  à  m  I  jus- 
qu'à sa  rencontre  a%ec  GQ  en  Q,«  qui  appartient^  d*après  ce  qui 
précède,  à  la  trace  du  pian  tangent  cherché. 

Je  dis  maintenant  que,  si  nous  avions  pris  un  point  P  quel- 
conque sur  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  en  N  au  conoîde, 
les  droites  /iP,  PG  auraient  pu  jouer  le  même  rôle  que  Qn 
et  GQ. 

En  effet,  nous  savons  que  le  conoîde  proposé  est  la  limite  de 
tous  les  systèmes  qui  ont  même  axe,  mêmes  points  et  mêmes  pbns 
axiaux.  Rien  donc  ne  s'oppose  à  ce  que  nous  définissions  com- 
plètement le  système  en  ajoutant  à  ces  données  deux  directions 
absolument  arbitraires  pour  MQ  et  GQ,  sous  la  condition  unique 
que  les  parallèles  à  ces  deux  directions,  menées  par  /i  et  G  respec- 
tivement, se  coupent  quelque  part  sur  la  trace  horizontale  du 
plan.  Il  serait  aisé  d*ailleurs  de  le  démontrer  en  comparant  entre 
eux  deux  triangles  qui  sont  semblables  et  qui  résultent  de  la 
double  construction. 

De  là  la  proposition  suivante  : 

Ln  conoîde  droit  étant  donné  et  NB  une  généra trice^  au 
point  N  de  larjuelle  on  connaît  son  plan  tangent,  au  point  n 
([ui  représente  sa  projection  sur  le  plan  principal  qui  sert  de 
plan  de  projection  et  au  point  principal  Çf  joignons  un  point 
fiuelconfjiie  V  de  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  en  N; 
si  ensuite  on  veut  déterminer  le  plan  tangent  en  N|,  on  mè- 
nera une  parallèle  par  sa  projection  n^  à  la  direction  Vnjus- 
<luW  sa  rencontre  avec  GP,  et  le  point  P,  d'intersection  appar- 
tiendra à  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  cherché. 

16.  Nous  pourrions  maintenant  comploter  l'étude  des  plans  aux 
axoïdes  variants  par  diverses  remarques  intéressantes  au  point  de 
vue  géométrique,  mais  nous  nous  imrnerons  à  énoncer  les  sui- 
Nanlcs  : 

i^i"    Toutes    les    tans^entes    des   courbes   d  intersection    d'un 
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système  de  variants  par  un  cône  variant  étant  parallèles, 
toutes  les  courbes  ainsi  déterminées  sont  homo  thé  tiques  par 
rapport  au  sommet  du  cône. 

2°  Tous  les  plans  variants  aux  points  correspondants  déter- 
minés par  une  génératrice  conique  se  coupent  suivant  une 
même  droite,  et  ainsi  leurs  traces  forment  un  système  rayon- 
nant. On  obtiendra  le  centre  en  menant  par  G  une  parallèle 
à  /iQ  et  en  la  prolongeant  jusqu^à  sa  rencontre  avec  la  trace 
du  plan  tangent  au  conoïde  en  N. 

17.  Revenant  à  notre  objet  essentiel,  nous  savons  que  deux 
surfaces  gauches  se  raccordent  quand  elles  ont  deux  plans  tan- 
gents communs  en  deux  points  d^une  génératrice,  ainsi  que  la 
même  surface  directrice.  Donc,  si  nous  définissons  une  surface 
gauche  par  deux  courbes  et  un  plan  directeur  adopté  pour  plan 
de  projection  ;  comme  nous  savons  en  outre  qu^un  des  plans  tan- 
gents sera  perpendiculaire  au  plan  de  projection,  si  le  point  de 
contact  de  ce  plan  était  connu,  un  conoïde  droit  ayant  une  des 
deux  courbes  pour  directrice,  même  plan  directeur  et  pour  axe 
la  perpendiculaire  au  plan  issue  de  ce  point  de  contact,  serait  de 
raccordement,  la  deuxième  directrice  serait  donc  tangente  au  co- 
noïde au  point  où  elle  coupe  la  génératrice  commune.  Or  il  ré- 
sulte du  n^  15  que,  lorsque  Ton  connaît  deux  plans  tangents  sur 
une  génératrice  d'un  conoïde  droit,  on  peut  toujours  mener  une 
droite  QQi  passant  par  le  pied  de  Taxe.  En  appliquant  cette  con- 
struction dans  le  cas  présent,  on  pourra  donc  déterminer  le  pied 
de  Taxe  du  conoïde,  c'est-à-dire  le  point  du  contour  apparent  delà 
surface  gauche,  projection  du  point  de  contact  du  plan  normal 
au  plan  tangent  à  Tinfini  situé  sur  la  génératrice  considérée. 

L'analogie  entre  la  méthode  particulière  actuellement  et  la  mé- 
thode générale  ci-dessus  exposées  est  absolue.  A  ce  point  de  vue 
on  peut  considérer,  comme  un  annexe  du  théorème  du  n®  14,  l'é- 
noncé suivant  : 

Une  surface  gauche  à  plan  directeur  étant  donnée  et  celui- 
ci  choisi  comme  plan  de  projection,  si  Von  projette  les  points 
de  contact  M.  et  ^^  de  deux  plans  tangents  sur  le  plan  direc- 
teur, après  avoir  déterminé  les  traces  sur  ce  plan  de  ces  deux 
plans  tangents,  et  si  par  m  et  m%  leurs  projections  respectives. 


o/i  mène  deuT  i/roites  pnralti^tes  fit  d«  lilrertion  ttrhitraire, 
pri)longi}cs  jusqu'à  leur  rencontre  en  1  etï^  avec  les  traces,  le 
point  où  la  droite  II,  coupe  la  droite  mnit  e.ff  la  projection  du 
point  de  contact  du  plan  tangent  normal  au  plan  directeur, 
c'est  par  constituent  le  plan  central. 

1K.  Si,  ail  lieu  (l'une  surfuce  gauclifl  à  plan  ilirf<;leiir,  on  av«îl, 
i^ur  une  surface  gauche  (quelconque,  une  généralricc  parallèle  an 
plan  (io  projection,  la  oonstniclinn  s'appliijiicrail  à  coiidilion  Ae 
s'i^lro  HSsuré  à  l'avance  ({ue  le  plan  langenl  esl  parallèle  au  plan 
horizonLal.  Lorsque  la  suifacc  directrice  sera  connue,  l'ambiguïté 
n'existera  pa«,  mais  il  n'en  sera  plus  de  miïmc  si  la  position  de  la 
frtJnéralrice  est  définie  par  trois  directrices,  par  exemple.  Or  U 
construction  précédente  permet  de  reconnaître  le  parallélisme  an 
plan  horizontal  du  plan  tangent  à  l'inlini  lorsqu'il  e\îsle. 

En  cHet,  si  l'iixoïde  défini  ci-dessus  se  raccorde  eficclive nient, 
ce  qui  n'a  lieu  que  quand  le  plan  tangent  a  l'infini  est  parallèle  au 
plan  horizontal,  la troisièmedirectrice  asa  tangente  comprise  dans 
le  plan  tangent  A  l'axoïde  en  son  point  d'intersection  avec  la  géné- 
ratrice et,  en  particulier,  U  trace  do  cette  droite  appartient  â  la 
trace  de  ce  plan.  La  construction  toujours  facile  de  l'axoïde  don- 
nera donc  immédiatement  (a  solution. 

19.  Les  constructions  relatives  au  conoïde  permettent  de  cal- 
culer facilement  le  paramètre  de  distribution  sur  la  génératrice 
d'une  surface  gauche. 

Nous  remarquerons  en  elTcl  que,  pouvant  toujours  construire  un 
conoïde  de  raccordement  à  une  surface  gauche  le  long  d'une  de  ses 
génératrices,  il  suffit  de  faire  l'étude  sur  un  conoïde. 

Soient  donc  N  et  N|  deux  points  d'un  conoïde  appartenant  à  la 
génératrice  NB,  en  lesquels  nous  connaissons  le  plan  tangent  à  la 
surface.  Nous  nous  donnons  l'axe  et  dans  rétablissement  des 
lignes  auxiliaires  n\,  IG  qui,  d'après  les  constructions  du  n"  IS, 
servent  à  déterminer  les  plans  tangents,  nous  supposons  que  la 
droite  mobile  n\  esl  normale  au  plan  axial  de  la  génératrice  NB. 
La  droite  fixe  GI  est  ainsi  la  diagonale  d'un  rectangle  /tlRG, 
que  nous  pouvons  construire,  et  si  nous  joignons  RU,  l'angle 
GBR  =  x  svra  l'angle  plan  du  dièdre  formé  par  U-  plan  tangent  à 
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la  surface  en  N  avec  le  plan  axial  choisi  pour  plan  origine.  Une 
construction    analogue    permeltra    de    délcrmincr   Tangle    plan 
GBR|  =  ai  du  plan  tangent  en  Ni  avec  le  plan  axial. 
Ceci  posé,  on  aura  évidemment 

tangx         ni  a 

langoci  ~"  n\  Ij        aj 

en  posant  a=/iG  et  ai  =  /i|G  et  en  convenant  de  considérer 
ces  longueurs  comme  positives  ou  négatives,  suivant  le  sens  dans 
lequel  elles  sont  portées  à  partir  du  point  G. 

Appelons  maintenant  A  la  distance  à  Torigine  du  point  de  con- 
tact de  la  tangente  pour  laquelle  a^  =  4^^  ^t  par  suite  tangai  =  i  ; 
on  auca  Texpression  bien  connue 

a 
tanga  =  -• 

âO.  Sans  nous  arrêter  à  discuter  cette  formule,  nous  nous  pro- 
poserons maintenant  cette  question  : 

Connaissant  trois  plans  tangents  à  une  surface  gauche  en 
trois  points  dUine  génératrice,  déterminer  la  position  du  point 
central. 

Soient  : 
M,  M|,  M2  ces  trois  points  énumérés  dans  leur  ordre  de  succes- 
sion sur  la  génératrice  considérée  ;  on  se  donne 

0|  Tangle  des  plans  tangents  en  M  et  M|  ; 
82  Tangle  des  plans  tangents  en  M  et  M2. 

Désignons  enfin  par  x  la  distance  du  point  M  au  point  central, 
par  A  le  paramètre  de  distribution  et  enfin  par  0  Tanglc  du  plan 
langent  en  M  avec  le  plan  centraL 

On  pourra  écrire 

tangû  =  -, 

.^       ^  or  -4-  «I 

lanj^(o-f-ô,)=  — - — , 

lan{;(o-i-02)=  — r — ; 
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de  cos  relations  on  lire 

langoi— j- y 

ou  encore 

(i;  A*-Hx(a--t-6^i)=  rf|  coiO|  X  A, 

^  <7t  X  A 

ou  encore 

retranchant  (i)  de  (2)  membre  à  membre,  on  obtient  finalement,  en 
divisant  le  résultat  par  A, 

une  construction  graphique  permettant  de  construire  tango,  cet 
angle  sera  par  cela  même  déterminé,  et,  une  fois  connu,  le  plan 
central  pourra  être  construit  à  son  tour. 

21.  Cette  détermination  achève  de  nous  permettre  la  construc- 
tion du  plan  tangent  aux  surfaces  gauches  dans  le  seul  cas  où  nous 
n^avions  pas  pu  le  résoudre  sans  un  changement  de  plan  de  pro- 
jection :  c'est,  on  se  le  rappelle,  dans  l'hypothèse  où,  la  génératrice 
considérée  étant  parallèle  au  plan  de  projection  et  déterminée  de 
position  par  trois  directrices  quelconques,  on  a  reconnu  que 
son  plan  tangent  à  l'infîni  n'est  pas  parallèle  au  plan  de  projection, 
sans  que  pourtant  sa  position  soit  connue.  Une  fois  S  déterminé, 
en  effet,  une  rotation  des  trois  plans  tangents  autour  de  la  généra- 
trice, égale  à  l'angle  du  plan  central  avec  le  plan  normal  au  plan 
horizontal,  nous  ramènera  à  la  construction  du  conoïde  et  nous 
n'aurons  plus  qu'à  replacer  les  résultats  dans  leur  position  réelle 
par  une  rotation  égale  en  sens  inverse. 

Les  considérations  qui  précèdent  ne  sont  pas  les  seuls  résultats 
qu'on  puisse  tirer  de  l'étude  des  surfaces  variantes  ;  nous  espérons 
le  montrer  dans  une  prochaine  Communication. 
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Sur  les  courbes  unicursales ;  par  M.   (i.   Humbbrt. 

(Séance  du  4  février  i885.) 

En  coordonnées  homogènes,  une  courbe  unîcursale  de  degré  n 
est  représenlée  par  des  équations  de  la  forme 

/  étant  un  paramétre  variable,  r^o,  . . .,  Co^  ...  des  constantes. 

Réciproquement,  toute  courbe  représentée  par  des  équations  de 
la  forme  (i)  est  eu  f^énéral  de  degré  n  et  de  genre  zéro;  mais, 
dans  certains  cas,  son  degré  peut  être  différent  de  //. 

L'étude  de  ces  cas  particuliers  est  liée  intimement  à  celle  des 
courbes  adjointes  de  la  courbe  proposée  :  on  sait  qu'on  nomme 
courbe  adjointe  d'une  courbe  S  toute  courbe  qui  passe  par  les 
points  doubles  de  S,  ou,  plus  généralement,  toute  courbe  qui  a  un 
point  multiple  d'ordre  p — i  en  tout  point  multiple  d'ordre  p 
de  S. 

Cela  posé,  les  questions  que  nous  nous  proposons  de  traiter  sont 
les  suivantes  : 

i"  Etant  donnée  une  courbe.  S,  de  degré  /ï,  représentée  par 
les  équations  (i),  former  r équation  de  celte  courbe  et  celles 
des  courbes  adjointes  de  degrés  n  —  9.  et  n  —  1  ; 

2"  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  sufjisantes  pour 
qu^une  courbe  représentée  par  des  équations  de  la  forme  (i)  ne 
soit  pas  de  degré  n,  et  exprimer  ces  conditions  en  fonction  des 
coefficients  qui  figurent  dans  les  équations  (1). 


XIII.  \ 
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L^équalion  de  la  courbe  S,  représentée  par  les  équations  (  i  ), 
s\)btient  en  éliminant  t  entre  les  deux  équations 

Nous  arriverons  à  cette  équation,  et  en  même  temps  à  celles 
des  courbes  adjointes  de  degrés  n  —  2  et  /i  —  1  par  le  procédé 
suivant. 

Les  trois  polynômes  y*!  (/),yV(/), /s  (/)  sont  linéairement  indé- 
pendants, sinon  la  courbe  S  serait  une  droite,  cas  sans  intérêt  que 
nous  excluons.  On  peut  alors,  d'une  infinité  de  manières,  former 
(/i  — a)  polynômes  de  degré  /i  en /;  /4(/), /-,(/),  . . . , //,+i(/), 
tels  qu'il  n'existe  aucune  relation  linéaire  et  homogène,  identique 

en  /,  entre /,(^),/,(0,/3(0>/4(0»  •••.//»+i(0- 
Soient  ainsi  posés 

f\(t)     —  ao'"-H  «i''*~*-J-.  •  •-+- «/?. 


f.i-k-\{t)-'^  lof"  -t- 


llésolvons  ces  équations  par  rapport  aux  (n  -h  1)  quantités 
/",  /"^',  ...,  /|,  I  que  nous  désignerons  respectivement  par  tf,, 
t„   I ,  ...,/,,  /q  ;  nous  aurons 

/„_!  =  ^ifx  H-  .  .  . , 


{'>.) 


^0      =>i/i    ' 


•     ■     • 


Reinanpions  maintenant  (pie  I(îs  fpiantilés  tn^  l„    1,  .  . .  ,  /„  sont 
lires  par  des  relalions  du  second  degré,  de  la  forme 

(ifj=  'f^fh 


V  I 

—  ;)l   — 
où  l'on  a 

car  les  deux  produits  considérés  sont  égaux  à  /'"•"•/. 

Ecrivons  toutes  ces  relations  en  plaçant  sur  une  même  ligne  ho- 
rizontale les  produits  ti  tj  pour  lesquels  la  somme  t-f-/  est  la 
même;  nous  formons  ainsi  le  Tableau  suivant  : 


'/»  ^0        —  ^/l— 1  'l         —  'rt-î  ^J  =  •  •  •  » 

Le  nombre  de  ces  relations  se  détermine  comme  il  suit. 

Le  Tableau  précédent  renferme  an  —  3  lignes  horizontales;  il 
contient  une  et  une  seule  fois  les  produits  titj  (i  et  y  étant  diffé- 
rents), sauf  les  produits  tntn^\  et  ^i /q  qui  n'y  figurent  pas;  il 
contient  de  même  tous  les  carrés  /?,  sauf  l\  et  /j|.  Il  contient  donc 
un  nombre  de  termes  égal  à 

n{n-^\)       .  . 

■  -i-(n-t- i)— -4. 

'À 

Le  nombre  des  relations  du  second  degré  qui  tient  tny  . .  • ,  ^0 
et  qui  sont  toutes  écrites  dans  le  Tableau  est  évidemment  égal  au 
nombre  précédent  diminué  du  nombre  des  lignes  horizontales, 
puisque  le  nombre  dVquations  que  contient  une  ligne  est  égal  au 
nombre  des  produits  litj  qu'elle  renferme,  diminué  de  un. 

Les  relations  du  second  degré  entre  /„,  tn-Ki  "  -i  t%,  Iq  sont  donc 
égales  en  nombre  à 

h(n  H- 1)— 4  — (an  — 3), 


2 

c'est-à-dire  à 


n{n  — 1) 


2 


Observons  de  plus  que  les ; premiers  membres  de  ces  re- 


.12 


lalions,  mises  sons  la  forme 


/,/o        — /?  =o, 


sont  linéaircmenl  indépendants  par  rapport  aux  quantités  t„^ 
la-if  •••9/17/0  •  en  d*aulres  termes,  en  combinant  linéairement 
ces  équations,  on  n^obtiendra  jamais  une  identité  en  i„,  In-î^t  •••7  /#• 
Cela  posé,  remplaçons  dans  les  équations  (3)  l„^  /«.i,  ...  par 
leurs  valeurs  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  /i,/a,  . . .  f/n^t^ 

tirées  des  relations  (2),  nous  obtiendrons  ainsi  — ^ ^  relations 

du  second  degré  en /i, /a?  •  •  • -• //i+i>  q"c  nous  appellerons,  à 
cause  de  leur  importance  dans  la  théorie  qui  va  suivre,  les  équa- 
lions  fondamentales. 

Ces  équations  sont  de  la  forme 

Bn/Î ^ ^  *,.A  - =ûî, 

'■'i 


1 


A»»,  ...,  A,/,^i^;,^.« ,  Bu,  Lit,  •••  sont  des  constantes; 

<!>,,  M',,  X,,  4>2,  ...,  <!>„/„,  ,  ...  des  polynômes  homogènes  de 

z 

degré  un  en/,,/., /a; 
ti,,  1}.,»,  . .  •  <.  i^nn-i.  ^cs  polynômes  homogènes  de  degré  deux  en 

/•'  ./21  ya- 

Quelles  que  soient  les  équations  primitives  (1)  d'où  Ton  esl 
parti  (pourvu  toutefois  qu'elles  ne  représentent   pas  une  droites 

on  arrivera  par  la  méthode  qu  on  vient  d'indiquer  à  ^^— -  équa- 

tions  de  la  forme  (4,K  dont  la  considération  va  nous  per- 
mettre de  reconnaître  si  la  courbe  S  est  ou  n'est  pas  de  degré  n. 
Mais,  quel  que  soit  le  degré  de  cette  courbe,  c'est-à-dire  quels  que 
soient  les  coelllirienls  a,, r/„,  0^^ r\,.  .  . .  des  é(|uations(i^. 
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les  fonctions  de  /»,  fi^  fi  qui  figurent  dans  les  relations  (4) 
jouissent  de  propriétés  générales  que  nous  allons  d'abord  ex- 
poser. 

Remarque,  —  Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  à  propos  des  rela- 
tions (3)  que  les  équations  (4)  sont  linéairement  indépendantes 
par  rapport  aux  quantités  /i,/2,  ...,//ï+i,  c'est-à-dire  qu'en  les 
combinant  linéairement  on  n'arrivera  jamais  à  une  relation  iden- 
tique en/,, /a,  ...,/«. 

II. 

Si  Ton  élimine  entre  les  équations  (4)  les  quantités /i[,/4/5,  ..., 
JnM\y  fl"*  sont  au  nombre  de -\- n — a,  on  obtient 

en  gênerai -^ (/i  —  a),  c  est-a-dire/i  —  i 

équations  de  la  forme 

/  ?iyi      H- ^1 /»-+-... -+-7,/„H-,      =0),, 

(r,.  !    ?îA        -^ =  Wî> 

\    

OÙ  C5,  '},  ...,  y^  sont  des  polynômes  homogènes  de  degré  un,  eu 
/ij/ai/a»  et  (0  des  polvnômes  homogènes  de  degré  deux  en  y,, 

/i»  /a- 

Remarquons  d'ailleurs  que  les  équations  (5)  peuvent  être  en 

nombre  supérieur  k  n  —  i  (cela  arrivera  par  exemple  si  /J  ne 
figure  pas  dans  les  relations  fondamentales);  mais  elles  ne  peuvent 
être  en  nombre  inférieur,  car  pour  cela  il  faudrait  que  les  équa- 
tions (4)  ne  fussent  pas  linéairement  indépendantes  par  rapport 
aux  quantités/,, /a, /a,  ...,/„+|. 

En  résolvant  {n  —  a)  des  équations  ^5)  par  rapport  aux  (/i  —  a) 
quantités /i, /s,  . . . ,  fn^\  qui  y  entrent  au  premier  degré,  on  ob- 
tient des  relations  telles  que 


(6)  Vv=ï^*;     A/5=F,;     ...,     A/„-Hi  =  F 


«4-1» 


où  A  est  un  polynôme  de  degré  n  —  a  en/,,  fiff^  ;  F»,  ...  y  F,,^, 
des  polynômes  de  degré  n  —  i  en  /, ,  /a,  /,. 

On  a   par  exemple,  si  les  équations  résolues  sont  les  (/?  —  a) 


-  oi  - 


premières  des  équations  (5), 


A  = 


Xi 


'^l 


•    •    •  •    • 


,  l'\= 


X^-î 


x« 


W«_J    9«-f 


x«-« 


Remplaçons  dans  les  polvnomes  A  et  F,/, ,  /a,  /j  par  Xi ,  jr^,  .r,, 
cl  considérons  les  courbes  représentées  par  les  équations 

Elles  jouissent  d'une  propriété  importante. 

Tbéouème.  —  Les  courbes  représentées  par  les  équations 
A  =  o,  F  =  o  sont  des  courbes  adjointes  de  la  courbe  S,  repré- 
sentée par  les  équations  (i). 

Soit,  en  eflet,  A  un  point  multiple  de  S,  un  point  triple  par 
exemple.  Désignons  par  a,  ^,  v  les  trois  valeurs  correspondante» 
du  paramètre  /;  on  aura,  en  les  supposant  diflTérentes, 


17) 


(/,^?)  =  X/3(x),    /»(T>=  î^/il»)- 


A  et  u  étant  deux  constantes.  Il  s'agit  de  prouver  que  les  courbes 
A  =:  o,  F  ==:  o  passent  par  \  el  v  ont  un  point  double. 

Considérons   à  cet  eflet  les   ( /i  —  ■>)  équations  ^5)  que   nous 
avons  résolues  pour  obtenir  les  équations  i  (i  i 


I  >» 


el  posons 

c,<  a  • . . .  dési::ne  ce  que  tle\ient  la  foncli'>n  c;, f  /",  i  /  »,  f^^  t  »,  ^^  n] 
pour  /  =  a. 

On  a  évidoni nient 


.♦!=:;     1  •  \    r 


-  /.     '•/'-:    '     = 


=  ^^. .  2  » 


tMi  \citn  de    .>   . 

0\\  A  t\:.iîomon' 


-    a   /. 
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Or  tp,  est  un  polynôme  du  premier  degré  en  fi{t)^f*x{t),f^{t)\ 
(Oi  un  polynôme  du  deuxième  degré  en/, (/),/2(^),/3(/). 
On  a  donc,  en  vertu  de  (7), 

?/(P)=^?/(»),     co/(p)  =  X«a),(a). 
Par  suite 

Donc  enfin  il  vient 

(8)  ^*(P)=X^/(a), 

et  de  même 

Si  donc  on  pose 

Pn-i(0  =  /i(0/i(a)  -/i(a)/i(0, 
P«(0     =/i(O/i(«)--/3(«)/i(0, 

les  /i  polynômes  P,,  . . . ,  P^,  de  degré  /i  en  ^  s'annulent  pour  ^  =  a, 
/  ==  p,  ^  =:  Y  en  vertu  des  relations  (7)  et  (8);  ils  s'expriment  par 
suite  en  fonction  linéaire  et  homogène  de(vi  —  2)  polynômes  de 
degré  n  en  t;  en  d'autres  termes,  ils  sont  liés  par  deux  relations 
linéaires  et  homogènes  de  la  forme 

{  Pi^t  -^Pt^i  -^ =  0, 

Dit  /?2o  . . . ,  />!  ...  sont  des  constantes. 

Ces  deux  relations  sont  identiques  en  t,  c'est-à-dire  identiques 
par  rapport  aux  quantités  Cnj  tn^\^  • . .  1  ^0  ou,  ce  qui  revient  au 
môme,  par  rapport  à /, ,  /u,   . . . ,  /„+i . 

Or/a  ne  figure  que  dans  P/,_,  ]  f^  que  dans  P«.  On  a  donc 

Écrivons  maintenant  que/,, /i,  ...  ,/;,^i  disparaissent  dans  la 
première  relation  (9);  il  vient,  en  remarquant  que  ^,  (a)=  to,(a), 

m,(i}i(a)  -+-  m|(Oj(a)H-.. .-+-  m„_i(«)rt_j(a)  =  o, 

i  /n,  c^,(a)-+-m,?p,(a)  4-. . .-+- //i„_,cp„_,(a)  =  0, 

(10)  <  m,4/|(a)H- =  0, 


^hXii^)  -^  '^^i'/A^^  -^ '  •  '-^ ^n-iXn-ii^)  =  ^- 
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On  a  des  cqualions  analogues,  en  remplaçant  /ii  i ,  ...  par y^i , 
On  en  conclut  aisément  que  le  déterminant  dWdrc  n  —  2 


•  •  •  ■ 


A(a)  = 


e,(a) 


^\i^) 


/i(«> 


..     X/,-i(a) 


est  nul,  ainsi  (|ue  tous  ses  mineurs  dordre  (/?  —  3),  qu^il  en  est  de 
même  des  déterminants  obtenus  en  remplaçant  une  colonne  du 
précédent  par  la  colonne 


<«>/t-î(a), 

et  que  les  mineurs  d'ordre  n  —  3  des  précédents  sont  également' 
nuls. 

Ces  résultats  suffisent  pour  démontrer  le  théorème  que  nous 
voulons  établir. 

En  effet,  la  relation  A(a)  =  o  montre  que  la  courbe  A( jr, ,  Xj,  Xj) 
passe  par  le  point  triple  A  de  la  courbe  S.  Je  dis  qu'elle  y  a  un 
point  double.  En  effet,  les  constantes  /Tti,  m^^ . . . ,  m„_29  qui  figu- 
rent dans  les  relations  (9)  et  (10),  ne  sont  pas  toutes  nulles  à  la 
fois,  d'après  riiy|)otliùse  même  qui  a  permis  d'écrire  les  équa- 
tions (()  ).  Supposons  (juc  /;i|  ne  soit  pas  nul.  On  peut  écrire 


m  1  A  -- 


i  "*>?» 

"3 


'fii^i 


—  'fin  iv«  î     fni'li-^mi'\>i  -  ... 


•;t 


?rt-î 


•:. 


Yn    i 


/'•   î 


ou,  en  ordonnant  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  ligne, 
Or  la  courbe 


miz>i  —  rn^z>i 


o 


est  une  droite  qui  passe  par  le  poini  A,  puisque,  daprès  les  é<|iia- 
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la  courbe  R  =  o,  do  dcjçré /i  —  3,  passe  égaleiiienl  par  ce  point, 
puisque  la  quantité  R[/i  (a),/a(a), /3(a)]  est  un  des  déterminants 
mineurs  d'ordre  {n  —  3)  du  déterminant  A(a),  et  est  nulle,  d'après 
ce  qui  précède. 

11  en  résulte  que  la  courbe  A  =  o  passe  par  A  et  y  a  un  point 
double. 

La  démonstration  est  la  même  pour  les  courbes  F.      c.  q.  f   d. 

Si,  au  point  A,  deux  branches  de  S  avaient  même  tangente, 
deux  des  quantités  a,p,  v,  les  deux  premières,  par  exemple, 
seraient  égales.  On  aurait  en  ce  cas,  en  désignant  par /'(/)  la  dé- 
rivée de  /(/), 

/;(«)  =  >^/3(«). 

On  donnerait  du  théorème  proposé  une  démonstration  ana- 
logue à  la  précédente,  en  montrant  que  les  fonctions  P|,  . . .,  P« 
s'annulent  pour  t  =  y,  et  ont  la  racine  double  a. 

III.  I 

Avant  d'entrer  dans  des  explications  plus  détaillées  au  sujet  des 
courbes  adjointes  et  d'appliquer  les  considérations  précédentes 
à  la  courbe  S,  représentée  par  les  équations  (i)  et  supposée  de 
degré  n,  nous  chercherons  dans  quels  cas  cette  courbe  peut  être 
de  degré  inférieur  à  n, 

La  courbe  S 

j-i^/idh  ^t=/t(o»  ^3=  Ain 

est  coupée  par  la  droite  «i^r^  -h  a-j-^^i  +  ^««^a  =  o  en  des  points 
dont  les  arguments  vérifient  l'équation 

(II)  «i/i(OH-aj/î(n-h«3/3(0  =  o. 

Cette  équation  a  n  racines;  la  courbe  coupe  donc  S  en  /i  points, 
et  celte  dernière  courbe  est,  en  général,  de  degré  n.  Il  n'y  a  que 
deux  cas  d'exception  : 

i"  A  une  ou  à  plusieurs  des  racines  de  l'équation  (i)  ne  cor- 
respond aucun  point  de  S;  en  d'autres  termes,  les  fonctions /i, 
/•if  Jz  i^  annulent  pour  la  valeur  de  t  considrréc.  En  ce  cas,/,  (/), 
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f'i{f')i  fii^)  ont  k  zéros  communs  0| ,  0^, . . . ,  Oa,  cl  en  divisant  ces 
trois  polynômes  par  le  produit  (t  —  0,)(^  —  Ô^)  . ..(/ —  Oa)^  on  ol>- 
lient  des  quotients  entiers /|,/^,y^  de  degré  /i  —  A*.  La  courbe 

est  évidemment  identique  à  la  courbe  S,  et  son  degré  est  n  —  k. 
en  général. 

i*"  A  plusieurs  des  racines  de  Féqualion  (u)  correspond  le 
même  point  de  S;  en  d'autres  termes,  t  et  //  élant  deux  de  ces 
racines,  on  a 

/\{u)  _    f*{u)  _  f^ill) 

{l'A)  /'  avec 

«l/l(0    -^«î/l(0    -+-«3/8(0    ="• 

Les  équations  [\'à)  doivent  avoir  lieu,  quels  que  soient  ^i, 
ff'ij  <^3Î  Y'^^  suite,  quel  que  soit  t^  on  doit  pouvoir  trouver  une  va- 
leur Uj  dilIVrente  de  /,  telle  que  les  équations 

f\{it)  ^  />(m)  ^  fzJu) 

/i(f)       fiin      Ut) 

soient  satisfaites. 

En  ce  cas,  à  un  point  de  S  correspondent  plusieurs  valeurs  du 
pararnètnî  /,  et  la  eourhc  est  une  courbe  de  déféré  inférieur  à  n. 
comptée  [)lusieurs  fois. 

Supposons  (pron  ne  se  trouve  dans  aucun  de  ces  deux  cas 
d'exception  :  la  courbe  S  sera  de  degré  a. 

Formons  les  équations  (4)  et  les  éi[uations  (.>  )  ;  ces  dernières 
sont  de  la  forme 

;   ?i/i  -^'li/s  -  •••-^  /i/«-+i  "  w,, 

r//  -i./v  •- "  /.'*  i/« ^  I  -'  *'^'t  I- 

Klles  sont  au   nombre  do  ( //  —  i)  au  moins,  comme  nous  raNon-* 
vu  plus  liaul. 
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Posons 


A,  = 


A,  = 


•     • 


t     •  •     • 


•     •  •     • 


•     • 

•  • 

X«-i 


A«-,== 


•  •       •  • 


•  •       •  • 


Les  courbes  A<(j:,,  j?2>  ^s)  ==  o,  . . . ,  A„_i(j:j,  j:2»  ^^j)  =  o»  ^^ 
degré  n  —  2,  sont,  comme  nous  l'avons  vu,  des  courbes  adjointes 
de  S.  Nous  allons  démontrer  qu'aucune  des  fonctions  A^  ^2t  •  •  • 
n'est  identiquement  nulle. 

Remarquons  d'abord  que,  si  la  fonction  A|,  par  exemple,  était 
identiquement  nulle,  elle  le  resterait  si  l'on  y  remplaçait /i,/2, /a 
par  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de/J,/^,/,,  telles  que 


(i3) 


«3/i, 


Le  déterminant  de  cette  substitution  étant  supposé  diiFérent  de 


zéro,  on  aura 


/i  =  «1/1  -^  «j/i  -+-  «i/3» 


fifi^f'2  sont  des  polynômes  de  degré  n  en  t\  ^'^f\{t),f2{t)yfz{t) 
n*ont  aucun  zéro  commun,  ce  que  nous  supposerons  puisque  S 
est  de  degré  /î,  on  pourra  choisir  les  constantes  a\y  a'j,  a^,  . . . ,  de 
façon  que  les  fonctions  /îi^)'»  /^iO^/^iO^  prises  deux  à  deux, 
n'aient  aucun  zéro  commun. 

Supposons  maintenant  que  A|  soit  nul  identiquement,  et  rem- 
plaçons, dans  les  équations  (5),/|,/2  el/3  par  leurs  valeurs  en 
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fonction  tic /,', /^',  Z^.  Ces  fonctions  donnent 

en  désignant  par  A',  et  F',  ce  que  deviennent,  après  la  substitu- 
tion (i3),  les  déterminants  A|  et  F^^  étant  posé 


F.= 


Wî  4^1     ...  Xt 

ws  h     ••'  Xi 

•    ■  ••                •••  •• 

^n-i ï.n-1 


La  relation  précédente,  où  A',  est  nul  identiquement,  entraîne 

la  relation 

F'^  =  o    ou    F4  =  o. 

Cette  dernière  équation,  de  degré  n — i  en/ij/^^/a,  doit  être 

une  identité  par  rapport  ^^fhyfiifzy  sinon  Téquation  F4  =  o  serait 

inéquation  de  la  courbe  S,  ce  qui  est  impossible,  puisque  cette 

courbe  est  de  degré  /î. 

De  même  les  déterminants  obtenus  en  remplaçant  une  colonne 

de  A|  par  la  colonne 

eu,, 

C03. 


seront  identiquement  nuls. 

écrivons  les  équations  (5)  en  rcmplaçant/i,  /a^ /a  P^r  leurs  va- 
leurs/,', /J, /^  : 

i       'f'i/v      -^'Vl/s-^---^     Xl/zi+l      =Wi. 


(  >  Ifis  ) 


\    'in    lA  -^ 


"^  l.n-\fn-i-\  —  ^11    I  • 


Les  déterminants  A' ,  F. ,  . . .,  c'est-à-dire 


» 

?'3 

•V, 

•     • 

•  •    • 

•  •    • 

7.1 

ol 

1  '■'. 

•     • 

1 

•V.    • 

•     •                • 

•  •     X'i 

•           •  • 

«     • 

•     • 

•     •    • 

•    • 

1 

r 

> 

1  •"„ . , 

•   •            •   I 

7.«-i 

?«  1 

•     • 

•     •      • 

•    • 

élaut  identiquement  nuls,  les  coeflicienls  de  la  plus  haute  puissance 
de  /\\  <lcîns  eliaeun  d'eus,  ^cronl  nuls.  Il  en  résulte  aisément  qu'on 
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pourra,  en  coinbifiaiit  linéairement  les  (n  —  •>.)  dernières  des  éqiia- 
lions  (5  (jis)y  faire  disparaître  y,'  des  coeffieienls  de  /j,/^,  ...,  /*„^.| 
et  /*,'^  du  second  membre  de  la  relation  obtenue.  Celle  relation 
sera  donc  de  la  forme 

=/;(^«/i^î^«/;-Hv,/;)+/ax3/i-^îx,/i-+-v3/;) 

ou 

^'4)  /;(A,/;-f-A,/,-f-A3/i-+-A4/4"h...)=/i(Bi/;-4-...4-B,/4-t-...). 

Or,  par  hypothèse,  les  polynômes,  de  degré  n  en  /,  /.^  et  /j,  n'ont 
aucun  zéro  commun;  il  en  résulte  que  /.^  divise  le  polynôme 
B| /,'-!-  ...,  et,  comme  ce  dernier  est  de  degré  /i,  il  est,  à  un 
facteur  près,  identique  à  /J.  De  même,  A^/,'  -f-  . . .  est,  à  un  fac- 
teur près,  identique  à  /^.  Il  en  résulte  que  l'équation  (i4)  se  ré- 
duit à 

M  étant  une  constante,  qui  est  nulle  nécessairement;  par  consé- 
quent, on  obtient  une  identité  en  combinant  linéairement  les 
équations  (5  bis)y  ce  qui  est  impossible,  d'après  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut.  On  en  conclut  que  l'hypothèse  faite  est  inadmissible, 
c'est-à-dire  que  A,  n'est  jamais  identiquement  nul. 

On  démontre  de  même  : 

1**  Qu'il  n'existe  aucune  relation  identique  de  la  forme 

ai  A,  -f-  «j  Al  -+-...  -h  «n-i  A^_|  =  o  ; 
2*^  Que  les  équations  (5)  ne  sont  pas  en  nombre  supérieur  à 

Remarquons  enfin  que  les  équations  (5)  renferment  linéai- 
rement les  {n  —  2)  quantités  /4,  . . . ,  /„^.|  ;  pour  qu'elles  soient 
compatibles,  il  faut  qu'on  ait 


S  = 


Cpi               ^t        ...        /,        (lit 
<?2  4^2        ^i 


^n-t      ^n-\ 


==  o. 


Cette  relation  est  de  degré  n  en  /i,/^,.^;  on  démontre,  comme 
plus  haut,  que  le  déterminant  S  n'est  pas  identiquement  nul  en/,, 
A» /ai  ^^y  P^'*  suite,  S  =  o  est  l'équation  de  la  courbe  considérée. 


G± 


IV. 


Les  résultais  des  deux,  paragraphes  précédcnls  nous  permettent 
de  résoudre  la  |)reiifiière  question  posée  au  commencement  de  ce 
travail  : 

Étant  donnée  une  courbe  S,  de  degré  /i,  représentée  par  des 
équations  de  la  forme  (i),  trouver  son  équation  et  celles  des 
courbes  adjointes  de  degrés  n  —  2  et  n  —  i . 

Remarquons  d'abord  que  la  courbe  S  est  nécessairement  uni- 
cursale. 

En  effet,  les  équations  (5)  permettent  d'exprimer /4(/),y'5(/), ..., 
//i+«(0^'^  fonction  rationnelle  de /i(^), /2(/),/s(^),  c'est-à-dire 
des  coordonnées  X|,  x\^  x^  d'un  point  de  S.  Par  suite,  tout  poly- 
nôme entier  de  degré  n  en  t  est  fonction  rationnelle  de  Xi,  Xj,  -Tj. 
En  particulier,  on  a 

/  =  foncrion  ralionnolle  de  Tx^t^^t^. 

Posons,  A|,  B|,  . . .  étant  des  constantes, 

t\  =  Aj  /  -h  Bj. 
.r'j=  A,/  — Bj, 
./;,  —  A3/  -r-  B3. 

Le  point  (x\ys'.^^  .r'.,  i  d/*cril  une  droite  ([uand  /  varie.  D'après 
ce  qui  précède,  on  voit  que  x\.  x.^,  x'.^  seront  des  fonctions  ration- 
nelles de  Xi,  x^jXii.  Inverscmcnl,  .r»,  .ra,  j".,,  étant  des  ionctions 
rationnelles  de  /,  seront  fonctions  rationnelles  de  x\,  jr'^,  x'^.  Les 
eourbes  décrites  par  les  points  (Xi^x-*,  x^)  et  (x\,  x[^,  x'^)  se  cor- 
respondent donc  par  une  transformation  unidélerminalive  et,  par 
eonséquenl,  sont  du  même  genre. 

La  courbe  S  est  donc  du  genre  zéro. 

Son  équation  est  S  ==  o,  S  désignant  le  déterminant  du  para- 
graphe précédent. 

delà  posé,  supposons,  ])our  simplifier  le  langage,  (|ue  la  courbe  S 
n'ait  comme  points  multiples  que  des  points  doubles:  elle  en  aura 


(  //  -  -  I  M  //  -  -  i  » 
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Les  courbes  adjointes  de  degré  {n  —  :>.)  passent  par  ces  points, 
et,  par  suite,  leur  équation  générale  sera  de  la  forme 

«1  G|  -+-  aj  Gt  -+- . . .  -h  a^-i  G«_|  =  o, 

Ci  =  o,  . . . ,  Ca  =  o,  C//_i  =  o  étant  des  courbes  adjointes,  telles 
que  les  fonctions  CoCa,  ...,  C,i_i  soient  linéairement  indépen- 
dantes. 

Or  nous  connaissons  {n  —  i)  courbes  adjointes 

A,  =  o,       ^2  =  0,        .  .  . ,       Ift-l  =  O, 

telles  que  les  fonctions  A|,  ...  soient  linéairement  indépendantes; 
il  en  résulte  que  l'équation  générale  des  courbes  adjointes  de  degré 
(n  —  9.)  sera 

li,  1^9  •••  étant  des  polynômes  que  nous  avons  appris  à  former 
plus  haut. 

On  formerait  de  même  l'équation  d'une  courbe  adjointe  de  de- 
gré n  —  I  y  à  l'aide  des  polynômes  que  nous  avons  appelés  F  au 

§11. 

Nous  ferons  une  observation  relative  aux  courbes  représentées 
par  les  équations  F(x<,  X2t  ^3)  =  o. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  les  relations 

(6)  A/v  =  Fv,     A/i  =  Fj,     . . .,     A/«+|  =  Fft^ij 

011  à  est  un  polynôme  de  degré  n  —  2,  tel  que  la  courbe 

est  une  courbe  adjointe  de  S,  que  l'on  peut  supposer  quelconque. 

Les  courbes  S  et  A  ont  (n  — 1)(''  —  ^)  intersections  aux  points 
multiples  de  S,  et,  par  suite,  elles  ont  encore  n  —  2  points  com- 
muns, différents  des  points  multiples.  Ces  (n — 2)  points  sont 
d'ailleurs  arbitraires,  puisque,  par  (n  —  2)  points  et  par  les 
r,{n  —  i)(''  —  ^)  po'n^s  doubles  de  S,  on  peut  toujours  faire  passer 
une  courbe  A,  de  degré  n  —  2. 

Cela  posé,  les  équations  (6)  montrent  immédiatement  que  les 
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courbes  adjointes  F^  =  o^  ...  ?  F//+i  =  o  passent  par  les  (n  —  2) 
points  communs  à  A  et  à  S. 

On  déduit  de  là  une  conséquence  relative  à  la  transformation 
unidéterminative  (pii  lie  deux  courbes  unicursales  de  degré  /i, 
S  et  S'. 

Les  coordonnées  jt',  ,  x'^,  x\  des  points  de  S',  étant  égales  à  des 
polynômes  d'ordre  n  en  ty  sont  des  fonctions  linéaires  et  liomo- 
gènes  de/i(/),/2(/),/3(/),  .  ^  >  y  fn^.\{t)\  on  a  ainsi 

ou,  en  vertu  de  (6), 

Aj-i  =  (a//,  -f-  />//,  -h  c//,)A-i-  ^/F^  H- . . . -f-  // F^-,., . 

^'^  .A(^)> /aC^)' /«(O  sont  les  coordonnées  x^^x^^Xt  d'un 
point  de  S;  on  a  ainsi,  en  supprimant  dans  le  premier  membre  de 
la  relation  précédente  le  facteur  A, 

En  d'autres  termes,  S  et  S'  étant  deux  courbes  unicursales  de 
degré  /i,  les  coordonnées  d'un  point  de  S'  sont  liées  aux  coordon- 
nées d'un  point  de  S  par  les  relations 

-r)  -  •}'/•(  .^i-^'i,  .''3)1 

•i/  étant  un  polynôme  de  degré  n  —  i,  et  les  courbes  'i^  =:  o  des 
courbes  adjointes  de  S,  passant  par  (//  —  •>.)  points  pris  arhilrai- 
reinenl  sur  S. 


6  M 
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Sur  la  chatnetle  sphérique ;  par  M.  Aitell. 

(Séance  du  4  février  i885.) 

M.  Hermîle  a  montré  {Journal  de  Crelle,  t.  85)  que  les  coor- 
données rectangulaires  de  rextréraité  d'un  pendule  sphérique 
peuvent  être  exprimées  en  fonction  uniforme  de  temps  à  Faide  des 
fonctions  6.  J'ai  remarqué  qu'une  méthode,  analogue  à  celle  de 
M.  Hermite,  peut  être  appliquée  à  la  chatnetle  sphérique,  c'est- 
à-dire  à  la  courbe  d'équilibre  d'un  fil  homogème  pesant  posé  sur  la 
surface  d'une  sphère  sur  laquelle  il  peut  glisser  sans  frottement. 

Prenons  pour  origine  le  centre  de  la  sphère,  pour  axe  des  z  la 
verticale  dirigée  vers  le  bas;  appelons  a  Iç  rayon  de  la  sphère,/? 
le  poids  de  l'unité  de  longueur  du  fil.  Les  équations  d'équilibre 
seront  les  suivantes  : 


ds  \     ds 


dx\       ^.  X 


avec  la  condition 

(T)  a:*-+-7«-4-5»  =  a». 

Dans  ces  équations,  T  désigne  la  tension  du  fil  au  point  (^,^9^) 
etNrf5  la  réaction  normale  de  la  sphère  sur  l'élément  de  lon- 
gueur ds. 

On  déduit  immédiatement  de  ces  équations 

dT  ~h  p  dz  =  Oy 
d'où 

h  désignant  une  constante  arbitraire.  En  éliminant  N  entre  les 
deux  premières  des  équations  (i),  on  obtient  l'équation 


"[^('*-4:)]=- 


xin. 
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qui  donne 

ou,  en  prenant  des  coordonnées  polaires  r  et  6  dans  le  plan  xOjy 

(3)  Tr^d^  =  Cds, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Remplaçons,  dans  cette  équation,  T  par  sa  valeur  (2)  et  faisons, 
pour  abréger, 

nous  avons 

(h  —  z)r^d(i  =  Ads, 

qui  est  l'équation  différentielle  de  la  figure  d'équilibre.  Pour  inté- 
grer cette  équation,  élevons  les  deux  membres  au  carré  et  remar- 
quons que 

ds^  =  dr^  -h  r»ÉW»  -4-  dz*  =  ^lÉ^  _+.  r»  rfÔ«, 
à  cause  de  la  relation 

Nous  avons 

d'où 

(4)  rf6=  ^"^^ 


011  a  ainsi  8  en  5  pour  une  quadrature. 

Enfin,  pour  terminer  Tcxposition  des  formules  déjà  connues, 
calculons  la  réaction  N.  Il  suffira,  pour  cela,  de  multiplier  la 
première  des  équations  (i)  par  jc,  la  deuxième  par^,  la  troisième 
par  z  et  de  les  ajouter  en  remarquant  que  l'équation  (i')  donne, 
par  la  différenliatlon, 

d.r  dv  dz 

(iS  *     fis  fis 

d'-x  fl^y  li-z 


ds'-    "   •     ds'^    '"  "  r/.v»    ' 


nous  avons  ainsi 


N  <7       p  z    -  T  — :  o, 
d'où,  d'après  la  valeur  ( :>.  )  de  T, 

(  5  )  N  —  --(//  —  'j.  z  I. 

ff 
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Ces  formules  résolvent  complètement  la  question  de  Mécanique; 
voici  maintenant  comment  on  pourra  exprimer  les  coordonnées 
x,  r,  z  en  fonction  uniforme  d'un  paramètre  u. 

Posons 

(  6  )  ffu  =    ,  —  » 

/(A  — -5)*(a*— ;;»)  — A* 

d'où 

A  du 


(6')  ^0  = 


a>  — ^«' 


la  formule  (3)  nous  donnera,  si  nous  y  remplaçons  dH  par  cette 
valeur  (6')  et  C  par  A/?, 

du       p 

Cette  relation  (7)  nous  montre  que  l'on  a 

T—  =     — 
ds       ^  du  ' 


ds\     ds)~  T 


dx\  _  /?*  d^x 

~~  dû* 


La  première  des  équations  (i)  peut  donc  s^écrîre 

^.^  +  TNf=o 
^    du*  a 

et,  en  remplaçant  T  et  N  par  leurs  valeurs  (2)  et  (5), 

d*x       {h  —  3)(h  —  iz) 

—  -  ■+• j?  =  o. 

du*  a» 

Le  même  calcul  fournira  pour^  la  même  équation;  donc  a;  et^ 
vérifient  Téquation  linéaire  en  V, 

'  du*  a* 

L'équation  (6)  donne  z  en  fonction  uniforme  doublement  pé- 
riodique de  u, 

-  =  ?("); 

d'après  cela,  l'équation  linéaire  (8)  est  à  coefficients  doublement 
périodiques  en  u.  On  peut  voir  directement,  4,'aprèsles  principes 
posés  par  M.  Fuchs,  que  l'intégrale  générale  de  cette  équation  est 
uniforme  en  w;  donc,  d'après  un  théorème  de  M.  Picard,  l'inté- 
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grale  générale  V,  c'est-à-dire  x  el  y  y  pourra  s'esprîmer  par  des 
fonctions  doublement  périodiques  de  deuxième  espèce.  Mais  il  est 
facile  d'exprimer  j?  et^  en  fonction  de  u  par  des  quadratures.  On 
a,  en  effet,  d'après  (6'), 

<»)  »-*/^.^ 

d'ailleurs, 

1^^.  Ç    Au 

En  effectuant  les  quadratures  indiquées,  on  trouvera 

x-Jt-yi,    x--yi, 

exprimés  en  u    par  des   fonctions  doublement  périodiques'  de 
deuxième  espèce.  C'est  ce  que  nous  allons  montrer  rapidement. 
L'équation  (6)  donne,  en  faisant  l'inversion, 

-  =  ?("), 

cp({/)  étant  une  fonction  doublement  périodique  du  second  ordre 
dont  je  désignerai  les  périodes  par  2K,  2eK'.  Dans  un  parallélo- 
gramme des  périodes,  cette  fonction  admet  deux  infinis  que 
j'appellerai  a  et  P;  soit  Us  une  racine  de  Téquation  z  =  a  ou 

(f{u)—a  =  o; 

cette  équation  admettra  une  deuxième  racine 

et  comme,  d'après  l'équation  ((3),  on  a 

<f  cp'(  u)  =  v/(//  —  z)'^{a'^  -  z*)  —  ~\'i. 

on  voit  que 

,  i  A  ,     .  I  A 

(11)  '^  (  // 1  )  —  ,        Ci  (  // ,  )  — , 

•  fl  '  <t 

car  a'^  —  z-  s'annule  pour  u  =  U\ ,  u  =  u\. 
Soit  de  même  Wo  iine  racine  de  l'équation 

cette  équation  admettra  une  deuxième  racine 
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et  l'on  aura  encore 

.11)  o(a,)=_,     ç'(«',)  =  __. 

On  a  donc,  en  désignant  par  P  et  Q  deux  constantesy 

ces  constantes  pourraient  être  déterminées  à  Taide  de  Tune  ou  de 
l'autre  des  équations  (i  i)  ou  (i  i'). 

Pour  calculer  8  en  fonction  de  m,  nous  nous  servirons  de  l'équa- 
tion (g).  On  a 

a*  — -5*       'la  \a  —  z       a-hz/ 
Or,  d'après  la  formule  de  décomposition  en  éléments  simples, 

É 

I  7é(u  —  Ui)      Z(w  —  u\)      ^ 

—  *    B, 


I  Z{u  —  ut)    .    Z(u  —  u'^)  ,   ^ 

U-r-Z  Ç>(Mj)  <p(W;; 

donc,  d'après  les  équations  (i  i)  et  (i  i'), 

\     .^    ^  =  -[-Z(u^uO-hZ{u-u\) 

[  -f-Z(w  — a,)  — Z(m  —  Mi)-f-G], 

G  désignant  une  constante  que  l'on  peut  déterminer  en  remar- 
quant que  les  deux  membres  de  l'équation  (i3)  doivent  s'annuler 
pour  z  =  OL, 

L'équation  (9)  donne  alors 

^      .         i\.      U{u  —  n\)n{u  —  ut)      ^    1 
•jt  L        H  (  w  —  1/1  )  H  (  M  —  zt  j  )  J 

et 

y  \i{u  - u\ )  11(^1/ —  iti) 

En  remplaçant,  dans  les  formules  (10), 

^\ii  -.  Z'  =  ^{(i  —  z){a  -\-  Z)     ••!     e'ii 
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parleurs  valeurs  (12)  et  (i  4)?  on  a  enfin 

I  H  (  w  —  a  )  H  (  w  —  3  ) 

(  I  ■>  )  •;  _ 

_^'    H(lt-M2^H(W-f/',  ) 

•^  11(  w— a)  H(M  —  fi) 

R  et  Rf  désignant  les  constantes 

Nous  avons  ainsi 

o^-f-^t    et    J7  —  yi 

en  fonction  uniforme  de  u.  Calculons,  pour  terminer,  l'arc  s  en 
fonction  de  u.  On  a,  d'après  (7), 

T 

ds  =  —  du  =  (h  —  z)  du. 

P 
Or  la  décomposition  en  éléments  simples  donne  encore 

/i  —  ^  =  M  [Z(  w  —  a)  —  Z(  M  —  p)]  +  S, 

M  étant  le  résidu  de  —  z  relatif  à  Tinfini  a  =  a  et  S  une  con- 
stante, 

Il  —  ot 
iM  =  —  lim(<^  —  7.)z  =  —  lim 


I 


pour  u  ■=■  a,  c'est-à-dire 


M  =  lim  ^ 


pour  ^  =  oc  . 
Comme 


011  voit  que 
Donc 


,       /(  Il  —'z  )2(  a^  —  z^'  )"—  A^ 

z  = j 

a 


M  =  —  ai. 


h    -  z  =  al[Z(  Il  —  '^ )  —  Z{u  —  ol)\  -h  S 


ri 


•1       ï'("  --  ?>        c 
(i())  s^dilo'j, '-      !    S//       consl. 

"^  H(  //       a) 


Je  me  propose,  dans  une  autre  Communication,  de  déterminer 
la  fonction  f{u)  et  d'achever  les  calculs  de  façon  à  exprimer  les 
éléments  de  la  courbe  en  quantités  réelles  et  à  discuter  la  question 
de  Mécanique. 


M.  Rouché  demande  la  parole  à  propos  d*une  Note  qu'il  vient 
de  lire  dans  le  dernier  fascicule  du  Bulletin  de  la  Société  (séance 
du  12  novembre  i885),  et  où  il  est  question  de  l'application  à  un 
problème  d'ombres  d'une  propriété  de  deux  quadriques  inscrites 
dans  une  troisième.  M.  Rouché  fait  observer  que  cette  application 
n'est  pas  nouvelle,  qu'il  la  donne  régulièrement  sous  la  même 
forme  dans  ses  Leçons  depuis  1862,  et  qu'enfin  elle  se  trouve 
depuis  quelques  années  imprimée  dans  plusieurs  Ouvrages  très 
répandus  et  enseignée  dans  tous  les  Cours  de  Mathématiques  spé- 
ciales de  Paris. 

M.  Lebon,  à  qui  nous  avons  communiqué  la  Note  précédente, 
nous  écrit  ce  qui  suit  :  «  Comme  la  Note  que  vous  voulez  bien 
me  communiquer  a  été  commentée  en  séance  publique  sans  que 
j'eusse  été  averti,  il  est  naturel  qu'elle  paraisse  au  Bulletin  sans 
que  j'y  réponde  à  présent.  Mais,  dans  le  prochain  numéro  du  Bul- 
letin, je  répondrai  aux  attaques  dont  mon  article  est  l'objet.   » 


Sur  les  isométriques   d'une   droite  par   rapport    à  certains 
systèmes  de  courbes  planes;  par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

(Séances  des  4  et  18  février  et  du  4  mars  i883.) 

1.  Etant  donné  un  système  (C)  de  courbes  planes,  considérons 
des  courbes  K,  formant  le  système  (K-),  telles  que  les  arcs  de  ces 
courbes,  compris  entre  deux  quelconques  des  courbes  du  sys- 
tème (C),  soient  tous  égaux  entre  eux.  Nous  dirons  que  les  courbes 
K  sont  des  trajectoires  isométriques  du  système  (C). 

11  est  bien  évident  que,  pour  un  système  (C)  donné,  il  existe 
une  infinité  de  systèmes  de  trajectoires  isométriques;  on  pourra  se 
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donner  arbitrairement  l'une  des  courbes  du  système  (K);  les 
autres  s'en  déduiront,  et  nous  dirons  qu'elles  sont  isoméiriques 
de  la  première  par  rapport  au  système  (C).  Dans  la  présente 
Note,  nous  nous  occupons  de  la  recherche  de  ces  isoméiriques 
lorsque  la  courbe  qu'on  se  donne  est  une  droite  D. 

On  remarquera  que  la  définition  géométrique  des  trajectoires 
isométriques  se  traduit  par  une  propriété  cinématique  de  ces 
courbes  qui  est  la  suivante  :  Si  des  points,  situés  au  même  instant 
sur  une  courbe  du  système  (C),  décrivent  des  trajectoires  isomé- 
triques de  ce  système,  en  ayant  tous  à  chaque  instant  la  même  vi- 
tesse,  ils  se  trouveront  constamment  ensemble  sur  une  même 
courbe  du  système  (C). 

2.  Supposons  les  axes  rectangulaires,  l'axe  des^  étant  parallèle 
à  la  droite  D  donnée,  et  à  la  distance  a  de  celle  droite,  soit 

(1)  F(x,7,X)  =  o, 

où  X  est  un  paramètre  arbitraire,  l'équation  des  courbes  du  sys- 
tème (C).  L'ordonnée  h  du  point  où  l'une  des  courbes  C  coupe  la 
droite  D  est  donnée  par 

F(a,  A,  X)=o. 
Éliminant  "k  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on  a 

(2)  /i=cp(x,j), 

d'où 

dh  =  o'jpdx  -h  <^\dy. 

Par  suite,  il  vient,  pour  l'équation  difTérentielle  des  isométriques 
de  la  droite  D, 

(3)  o'j.dx  -+-  o'ydy  =  ^ dx'^ h-  dy'^ 
ou 

Celte  équation  du  premier  ordre  et  du  deuxième  degré  montre 
qu'il  existe  deux  systèmes  d'isométriques  répondant  à  la  droite  D 
donnée.  Nous  allons  intégrer  cette  équation  dans  quelques  cas. 

3.   On  aperçoit  immédiatement  un  cas  assez   étendu  d'intégra- 
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lion.  C'est  celui  où  le  système  (C)  est  formé  par  les  positions 
successives  d'une  courbe  invariable  glissant  sur  le  plan  paral- 
lèlement à  la  droite  D.  Nous  dirons,  pour  abréger,  qu'un  tel 
système  esl  parallèle  à  la  droite  D. 

Nous  placerons  ici  une  seconde  définition  qui  nous  sera  utile 
plus  loin.  Soit(C|)  un  second  système  parallèle  à  D;  prenons 
dans  (C)  et  dans  (C|  )  deux  courbes  quelconques  C  et  C|  ;  le  lieu 
du  milieu  d'un  segment  de  droite  parallèle  à  D  dont  les  extrémi- 
tés s'appuient  respectivement  sur  G  et  G|  est  une  courbe  K;  en 
faisant  varier  les  courbes  G  et  C|  respectivement  dans  les  sys- 
tèmes (G)  et(G|),  nous  obtenons  un  système  (K)  également  paral- 
lèle à  D.  Nous  dirons  que  le  système  (K)  est  le  système  moyen 
des  systèmes  (G)  et  (G|  ). 

Gela  posé,  observons  que  l'équation  (i)  est  ici 

j=/(j:)-+-X; 

par  suile,  l'équation  (2) 
et  l'équation  (3) 


Élevant  au  carré,  nous  avons,  après  réduction, 

c^M/'(-^)'-  i]  =  '^f\x)dxdy. 

Supprimons  le  facteur  dx  auquel  correspond  la  solution  évi- 
dente j:=  G,  c'est-à-dire  les  droites  parallèles  à  D;  il  vient 

d'où,  en  intégrant. 


Or 

djT 


r    dx 


4-  c 


est  l'équation  du  système  des  trajectoires  orthogonales,  ou  sys- 
tème orthogonal  du  système  donné,  système  qui  est  aussi  paral- 
lèle à  la  droite  D;  par  suite,  l'équation  (4)  représente  le  système 
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moyen  du  système  donné  et  du  système  de  ses  trajectoires  ortho- 
gonales, et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  isométriques  d^une  droite  (D)^par  rapport  à  un  système 
(Q) parallèle  à  cette  droite,  sont  données  {en  outre  des  droites 
parallèles  à  ï))  par  le  système  moyen  du  système  (C)  et  de 
son  système  orthogonal. 

Ou  encore  : 

Si  les  systèmes  (C)  et  (C<),  parallèles  à  la  droite  D,  sont 
orthogonaux  entre  eux,  le  système  moyen  de  (C)  et  (Ct)  est 
isométrique  de  la  droite  D  par  rapport  à  l'un  ou  à  l'autre  de 
ces  deux  systèmes. 

En  particulier,  si  nous  supposons  que  les  courbes  C  sont  des 
paraboles  ayant  leur  axe  dirigé  suivant  D, 

y  —  — ^-  c, 

leurs  trajectoires  orthogonales  C|  sont  des  logarithmiques 


qui  ont  la  droite  D  pour  asymptote,  et  les   isométriques   de  la 
droite  D  par  rapport  à  (G)  ou  à  (C|)  sont  données  par 


^* 


V  = Ioî;j"  -4-  c. 

On  reconnaît  là  l'équation  de  la  fameuse  courbe  du  chien 
lorsque  le  maître  parcourt  la  droite  D  et  que  le  chien  a  même  vi- 
tesse que  son  maître. 

4.  Il  y  a  un  cas  où  la  solution  du  problème  est  intuitive  :  c'est 
lorsqu'il  s'agit  de  trouver  les  isométriques  d^une  droite  par  rap- 
port à  un  système  de  cercles  concentriques.  On  voit  immédiale- 
ment  que  ce  sont  les  tangentes  à  celui  des  cercles  du  svstème  qui 
est  tangent  à  la  droite  considérée. 

Analytiquement,  ce  résultat  s'obtient  bien  aisément.  En  eflTel, 
l'équation  (2)  est  ici 


d  ou,  en  posant  ~  =  j- , 


dh  _        X  -\-  yy' 
dx  ~  Jj,i  ^_  y»  _  aï 


L'équation  (3)  devient  alors 


X  -f-  YY 


-/1+/5 


y^j?*  -h  ^*  —  a* 

Chassant  le  dénominateur,  élevant  au  carré  et  réduisant,  on 
met  cette  équation  sous  la  forme 

ou 

y  =  xy'-^a^y'^-^  i, 

équation  de  Clairaut,  d'où  se  déduit  immédiatement  le  résultat  in- 
diqué plus  haut. 

5.  Isométriques  d'une  droite  D  par  rapport  à  un  système  de 
droites  concourantes.  —  Nous  prenons  pour  origine  O  le  point 
de  concours  de  ces  droites  (dont  la  distance  à  la  droite  D  est  a), 
pour  axe  des  x  et  pour  axe  des^  la  perpendiculaire  et  la  parallèle 
à  D,  menées  par  O. 

L'équation  (2)  est,  dans  ce  cas, 


par  suite, 


X 


,,          xdy  —  ydx 
dh  =  a  — ^ — ^ , 

X* 

et  il  vient,  en  posant  ^  =^>  pour  Téqualion  différentielle  de  la 
courbe, 

X^    / 

(5)  x7'-7=  — /iH-x'*. 

Dérivons  les  deux  membres  de  cette  équation  par  rapport  à  x; 
il  vient,  après  division  par  x^  ce  qui  ne  supprime  aucune  solution 
géométrique  du  problème. 


dy'  _  "2  \/ 1 -\- y*  xy'        dy* 

dx  ~  a  a^\-\-y'^  dx 
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équation  que  nous  pouvons  écrire 

(Ix  y'  a 


dy'  'l{\-T-y^)  .^y/l^y'i 

Sous  celte  forme  on  voit  qu^elIe  est  linéaire  et  du  premier  ordre 
en  X  considéré  comme  fonction  de  y ,  et  Ton  a,  par  application 
de  la  formule  connue,  et  en  désignant  par  C  une  constante  arbi- 
traire, 


[c.,/./.w,-^^. 


/y'  \  *' 

r      dy' 


ue 


C 

(6)  ^=- 


)fr^y' 


Occupons-nous  maintenant  de  l'intégrale  I  =  /     ^  »  qui 

figure  dans  la  solution. 

Si  nous  effectuons  le   changement  de  variable  ^i  -f- >-'='=  i^-, 
nous  voyons  que  cette  intégrale  prend  la  forme 

v^dv 


_  r  r-dç 

J  \/v*  —  i 


et  que  les  formules  (5)  et  ((3)  donnent  pour  x  cl^  les  valeurs 


i' 


y  =z  x(\  i*-  -  l  —  xt'2  I. 

L'intégrale  1  appartient  à  la  classe  des  intégrales  elliptiques  de 
seconde  espèce;  nous  allons  essayer  de  la  ramener  à  la  forme  nor- 
male, ce  qui  nous  permettra  ensuite  de  l'exprimer  au  moyen  des 
fonctions  B. 

Si  nous  elfecUions  le  changement  de  variable  i'  ^r^ i  nous 
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voyons  que  Tintégrale  I  prend  la  formi 


I      n cU 


/  =  sn 


Elle  semble  alors,  à  première  vue,  renlrer  dans  la  catégorie  des 
intégrales  elliptiques  de  troisième  espèce,  prises  sous  la  forme  nor- 
male que  leur  a  donnée  Legendre;  mais  il  n*en  est  rien,  parce  que, 
au  dénominateur,  les  zéros  de  la  partie  extérieure  au  radical  sont 
aussi  des  zéros  de  la  partie  soumise  à  ce  radical. 

Si  nous  posons 

nous  voyons  que 

or  les  formules   (43)  et  (45)  du   Traité    des  Jonctions   ellip- 
tiques de  Briot  et  Bouquet  (2*^  édition,  p.  160)  donnent 

Ici,  le  multiplicateur  «^  est  égal  à  1,  et 
par  suite, 

Un  calcul  bien  facile  montre  que  x  et  v  sont  alors  donnés  par 


et 


f  V  =  — —  ( sni/  V  i  -'-  <*»* "  —  '^  '• 


»  » 


en*  M 


.r  et^r  se  trouvent  ainsi  exprimés  au  moyen  des   notations   clas- 
si(pies,  maïs  il  eut  été  plus  simple  de  faire  usage  des  notalions  de 
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M.  Weierslrass  (').  Si,  en  effet,  dans  Tlntégrale  1   prise  sous  la 

forme  f  ^-,-^y   on  effectue  le  changement  de  variable  V'  =  w, 
J  ^i^^-i 


on  a 


En  posant 


1=,  f     *^^"'       . 


ir 


on  a 


et 


W  =z  p{  u) 


=    /  p(u)du  =  —    ZT\> 


par  suite, 


i  Cl  —  a— 


Les  quantités  que  M.  Weîerstrass  désigne  par  g2  et  g^j  et  qui 
remplacent  le  module,  sont  ici  g2=  4>  gi  =  o- 

6.  Isométriques  d'une  droite  par  rapport  à  un  système  d'hy- 
perboles êquilatères  de  mêmes  asymptotes,  l'une  de  ces  asym- 
ptotes étant  parallèle  à  la  droite  donnée,  — Nous  prenons  natu- 
rellement ces  asymptotes  pour  axes  de  coordonnées.  L'équation  (2) 
est,  dans  ce  cas, 


a 


par  siiilo, 


, ,        .r  dv  —  y  djf 

dh  —.  — : 


ft 


(')  Voir  à  ce  sujet,  p.  77  et  suivantes,  du  Mémoire  sur  la  réduction  des 
équations  différentielles  linéaires  aux  formes  inlégrables,  par  M.  Halphen 
{Recueil  des  Savants  étrangers,  t.  WVIII)  et,  du  m^me  auteur,  la  Note  sur 
l'inversion  des  intégrales  elliptiques  (Journal  de  r  École  Polytechnique. 
LIV'  Cahier). 
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et  réqualion  (3)  devient,  en  posant  ^  =  y% 

Prenant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  x,  nous 

avons 

,         dy'  aV      iW 

dx        V,_^y'î    dx 

équation  que  nous  pouvons  écrire 

dx         ^   _         ^ 

Cette  équation  linéaire  et  du  premier  ordre  en   ar,  considéré 
comme  fonction  de  >*',  s'intègre  immédiatement  par  la  formule 

Remarquant  que  /  —,  =  log^>^,  et  que  e'"* </.'''=  ^p,  on  a 

Ici,  remploi  des  notations  de  M.  Weierstrass  est  tout  indiqué; 
car,  si  nous  prenons  l'intégrale  qui  figure  dans  la  valeur  de  x  sous 

la  forme  / ,  et  que  nous  posions 

Jr^'         dy' 

nous  avons 

et,  par  suite,  en  remarquant,  comme  l'a  fait  M.  Halphen  (*),  que 
^        4  P  (  w .) 

_  G -4- «M 

1            apiu)  —  {Li—au)p(u) 
I  y—      -  —  -  - "_- -   ' 


(')  necueil  des  Snvnntx  étrangers.  \.  WVIII,  p.  H-. 
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Ces  formules  résolvenl  le  problème,  mais  nous  allons  faire  voir 
comment  on  aurait  pu  pousser  la  solution  au  moyen  des  notations 
classiques. 

Reprenons  l'intégrale 

Si  nous  posons  jk'=  tang->  nous  voyons,  par  un  calcul  facile, 
que  l'intégrale  I  prend  la  forme 

t/0 


1=-'-  r-^. 


Si  nous  faisons  maintenant  sinO  =  cos^^,  nous  avons 
cm  = — i        •     •-  = '._  '.. ?     /sin6  =  coso 


et,  par  suite, 

I 


Nous  sommes  ainsi  amenés  à  la  forme  trigonométrique  nor- 
male de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  pour  la  valeur 

R  ==  -T^  du  module.  Si  donc  nous  posons 

u  =  / '-- , 


nous  avons 


,  0  sinO  cos^o  en'?/ 

y  =  tan<;  -  = 


'1  I    r-fOhO  I  -r-  y/l  —  COS^Cp  I    f- sn  w  v^i -h  cn*  M 

y/ 1  -^-  ?n  w  /i  --  cn^M 
et,  par  suite,  en  vertu  de  (i  i)  et  de  (10), 


.r  = 


CM  // 
(i3) 


—  I  <  i    -     -  )  en  //  —,  '}.n 
\  I  -■v  sn  //  \'  I    -    rn^// 


-  81  - 

7.  Isométriques  d'une  droite  par  rapport  à  un  système  de 
cercles  passant  tous  par  un  point  de  la  droite  et  ayant  tous 
leur  centre  sur  cette  droite,  —  Ici  nous  prendrons  la  droite  pour 
axe  des  x,  Torigine  étant  au  point  de  cette  droite  commun  à  tous 
les  cercles. 

Soit  h  le  diamètre  du  cercle  du  système,  qui  passe  par  le 
point  {x^y)  de  l'une  des  isométriques  cherchées.  On  a 

h  =  —; 

d'où 

dh      9iT{x-i- V)-')  —  (j-'-i-r') 

Par  suite,  Téquation  différenlielle  cherchée  sera 

que  nous  pourrons  écrire 

(1 4  )  .r  =--  ^ (y  -^  V^i-r-/»—  v/rT7''0.  , 

Après  avoir  posé 

dérivons  les  deux  membres  de  Téquation  précédente  par  rapport 
à  x;  nous  avons,  après  réduction, 

que  nous  pourrons  écrire 

f/T       K'(y)    .  ,        dy' 

d'où,  en  intégrant, 

lop;  j-  -h  log  R  (y  )  -^  /  lÏÏTJ  ^  ^"' 

ou 

r  tJY' 
(i5i  rR(y)fî'^  R'.>''  =  C, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

xni.  6 
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Reslc  à  trouver  la  valeur  de  l'intégrale 


./  R(/)    J  y',^y,_/7tï::7i 


Si  nous  posons  ^i  -\-y'^z=  -,  nous  avons 


et,  par  suite, 


I  =  — 


dv _  _    r ffy 


Faisons  maintenant  y^i  +  t^=  /;  il  vient 


7.) 


Décomposant  cette  fraction  rationnelle  en  fractions  simples,  on 
trouve  bien  aisément  pour  valeur  de  I 


I  =  lop: 


[m  i~^f] 


el,  par  suite, 


r' 


_  /  -  I  f  f  —  \/'i\y^ 


D'ailleurs 


y/i  -r- v'^ 


l/t''(jualioii  (i  5)  devient  donc 


I 


ou 

I 

v/>    -  n  ^  f  —  s/-}.  ' 
On  a  aussi 

^  "    (>2       -1)2  '  (/ï--ï)2 
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et,  par  suite, 

Dès  lors,  les  formules  (i4)  et(i6)  donnent  pour  la  valeur  de  y 
P    Les  formules  (i6)et(i7)  résolvent  le  problème. 
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élu  à  Tunanimité. 
Communications  : 

M.  Appell  :  Sur  la  chaînette  sphérique. 
M.  d'Ocagne  :  Sur  l'intégration  de  l'équation 


(O 


-  86  - 

M.  Fourel  :  Sur  une  manière  de  former  les  équations  diffé- 
rentielles de  certaines  courbes. 

M.  Rafly  :  Sur  le  genre  des  équations  modulaires. 


SÉANCE  DU  18  FÉVRIER  1885. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   APPELL. 

Election  :  M.  Neuberg,  présenté  par  MM.  d'Ocagne  et  Poin- 
caré,  est  élu  à  Funanimité. 

Communications  : 

M.  Poincaré  :  Sur  l^ équilibre  d^une  masse  fluide  animée 
d^un  mouvement  de  rotation. 

M.  Fouret  :  Sur  certaines  questions  de  maxima. 

M.  Hiimbert  :  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  se- 
cond  ordre, 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  rectification  d^une  classe  de  courbes. 


SÉANCE  DU  4  MARS  1885. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    APPELL. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  les  courbes  isométriques  d'aune  droite. 
M.  Rouché  :  Sur  la  dernière  Communication  de  M.  Lebon. 
M.  Fourel  :  Sur  une  question  de  maximum  relative  aux  pro- 
babilités. 

SÉANCE  DU   18  MARS  1885. 

PRÉSIDENCE   DE   H.    APPELL. 

Communications  : 

M.  Halphen  :  Sur  Vherpolhodie  de  Poinsot. 
M.  Fouret  :  Sur  le  cas  particulier  oii  Vherpolhodie  se  réduit 
à  une  spirale. 
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SÉANCE  DU  l""^  AVRIL  1883. 

PRESIDENCE  DE  M.   APPELL. 

m 

Election  :  M.  G.  Cantor,  professeur  à  l'université  de  Halle,  pré- 
senté par  MM.  Appell  et  Poincaré,  est  élu  à  Tunanimité. 
Communications  : 

M.  Weill  :  Sur  les  courbes  unicursales, 
M.  Poincaré  ;  Sur  le  problème  des  trois  corps. 
—  Sur  la  stabilité  de  l'anneau  de  Saturne. 
M.  Humbert  :  Sur  les  lignes  de  courbure  de  ^ellipsoïde. 
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Masoni,  Sulle  forze  impulsive  cite  hanno  la  medesima  azione 
sopra  uno  stesso  punto  di  un  systema  rigido. 
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Pellet,  Sur  le  Calcul  infinitésimal. 

—  Sur  les  fonctions  linéaires. 
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Kronecker,  Zur  Théorie  der  elliptischen  Functionen. 

—  Ueber  den  vierten  Gauss^schen  Beweis  des  Reciprocitàtsge- 
setzes, 

—  Zur  Théorie  des  Elimination  einer  Variabeln. 
— •  Zur  Théorie  der  Abelschen  Gleichungen, 

—  Die  Zerlegung  einer  ganzen  Grosse  eines  natUr lichen  Ra- 
tionalitâtsbereiches  in  ihre  irreductibeln  Factoren. 

—  Die  Subdeterminante  symnietrischer  Système. 

—  Die  Periodensysteme    von  Functionen  reeller   Variabeln. 

—  Die  Composition  Abelscher  Gleichungen, 

—  Ueber  die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen. 

—  Zur  Théorie  der  Formen  hoherer  S  tuf  en. 

—  Beweis  einer  Jacobischen  Integralformen. 

—  Beweis  der  Puiseux^schen  Satzes. 

—  Ueber  bilineare  Formen  mit  4  Variabeln. 

ÉCHANGES    NOUVEAUX. 

Afeteorologische  Zeitschrift  de  Berlin. 
Bulletin  de  la  Société  belge  d'Électriciens. 


ERRATA  ET  OMISSA. 

C'est  par  erreur  que  Tun  des  derniers  numéros  du  Bulletin  an- 
nonce que  M.  Schlomilch  a  demandé  l'échange  de  sa  Zeitschrift 
fiir  Mathematik  avec  le  Bulletin  de  la  Société.  Cet  échange  a 
été  décidé  sur  la  proposition  de  M.  Stephanos,  archiviste  de  la 
Société. 

Dans  la  Table  générale  des  matières  des  dix  premiers  Volumes 
qui  a  paru  à  la  fin  du  tome  XII,  on  a  omis  de  signaler  un  Mémoire 
de  M.  Lehon  Sur  les  surfaces  dé^^eloppables,  qui  a  été  inséré 
dans  le  tome  VIIÏ. 

A  cette  occasion,  nous  appelons  l'attention  des  auteurs  sur  la 
nécessité  de  nous  signaler  les  omissions  qu'ils  pourraient  remar- 
quer dans  les  Tables  annuelles.  Les  Tables  décennales  étant  faites 
à  l'aide  des  Tables  annuelles  reproduisent  naturellement  les  er- 
reurs qui  peuvent  s'y  être  glissées. 
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Sur  les  sur/aces  homofocales  du  second  ordre: 

Par    G.    IluMBERT. 

(suite  et  vi-s.) 

(Séance  du  i8  février  i885.) 

V. 

11  nous  reste  maintenant  à  traiter  la  deuxième  question  que  nous 
nous  sommes  posée  : 

Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une 
courbe  représentée  par  des  équations  de  la  forme  (i)  ne  soit  pas 
de  degré  n. 

Dans  ie  cas  où  celte  courbe  est  de  degré  /i,  nous  avons  mon- 
tré (§  III)  : 

1^  Que  les  fonctions  A|,  A2,  . .  •,  ^„^t  sont  linéairement  indé- 
pendantes. 

a**  Que  les  équations  (5),  déduites  des  équations  fondamen- 
tales (4),  ne  sont  pas  en  nombre  supérieur  à  /i  —  i. 

Si,  au  contraire,  la  courbe  n'est  pas  de  degré  n^  une  de  ces  deux 
conditions  n'est  pas  remplie. 

Pour  le  faire  voir,  nous  allons  examiner  successivement  les 
deux  cas,  signalés  au  §  111,  où  la  courbe  S  est  de  degré  inférieur 
à  n. 

Dans  le  premier  de  ces  cas,  les  trois  polynômes  /i(0»/2(^)» 
fz{t)  ont  A*  zéros  communs  :  nous  montrerons  que  les  équations  (5) 
sont  alors  en  nombre  égal  à  /i  +  A'  —  1 . 

Dans  le  second  cas,  à  un  point  de  la  courbe  correspondent 
p  valeurs  de  l'argument  /;  nous  montrerons  que   les   fonctions 

A|,  Aj,  .  . . ,  Afl_i  sont  liées  par  -{p  —  1)  relations  linéaires  et  ho- 
mogènes. 

Premier  ca^.  —  Supposons  d'abord  que  les  polynômes /i(/), 
/aCO»  /»(^)  aient  A'  zéros  communs,  6|,  62,  ...,  6^,  que,  pour 
simplifier  le  raisonnement^  nous  supposerons  différents. 
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Considérons  les  équalions  fondamentales  {/\) 

et  faisons-y  ^  :=  84  :  les  polynômes  ^4 ,  . . . ,  Û| ,  . . . ,  homogëDes 
en/, ,/2>/3  s'annulent,  et  il  reste 

Au/î(0|)  -h  A4,/,(0|)/,(ei )  -h. . .  =  o. 


On  a   des  équations  analogues  en  faisant  ^  =  02»  ^3>  •••y^A* 
Par  conséquent,  les équations  linéaires  et  homogènes,  à 


2 

( n  —  i)(n  —  2)  . 

inconnues, 


'1 


(Au^u-H  A^jj^isH-.  ..-h  Art4.i,«4.ia7n-»-i.ii+i  =  o, 
, ,.  ,  Bua:u-^- =  o, 


( 


sont  vérifiées  par  les  k  systèmes  de  solutions 

^4*  ^kS 


•  •  •  » 


•   •    • 


••••••••• • > 

Je  dis  que  ces  A*  systèmes  de  solutions  sont  différents,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  les  relations 

/!(0.)  ^  .A(Qi).A(Qi)  _ 

sont  impossibles. 

Ces  équations  entraînent,  en  effet,  les  suivantes  : 

On  a  d'ailleurs,  par  hypothèse, 

/l(0l)=/2(0O=/3(0,)  =  O, 
/l(02)=/2(02)=/3(02)  =  O. 

Tout  polynôme  de  degré  n  en  t  est  fonction  linéaire  des  polv- 
nomes  y, ,  y';^,/3,  /j,  .  .  ,  ^  f^^^  :  si  les  relations  (i())  étaient  véri- 
fiées, 011  pourrait  en  conclure  que  tout  polynôme  de  degré  /?,  s'an- 
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nulant  pour  /  =  0|,  s^annule  pour  f  =  0^,  ce  qui  est  impossible 
puisque  0|  et  O2  sont  différents. 

On  voit  de  même  que  les  quantités /4( 84), /s (0|),  .. .  9  /n+^{^i) 
ne  sont  pas  nulles  à  la  fois. 

Les  équations  (i5)  sont  donc  vérifiées  par  A*  systèmes  différents 
de  valeurs,  non  nulles  simultanément,  et  par  suite  : 

1°  Les  déterminants  d'ordre  ^^ — formés  avec  la  ma- 


trice 


(M) 


«4-1, «4-1 


•  ••••• 


•       •  •  •       • 


A^CL     •••     •••      •••••••• 


sont  nuls. 

2°  Il  en  est  de  môme  des  déterminants  obtenus  en  supprimant 
dans  l*un  quelconque  des  précédents  i  lignes  et  i  colonnes  quel- 
conques (  / 1=  I ,  '.>.,  .  • . ,  A'  —  i). 

Il  en  résulte  qu'en  éliminant  /J,  /^^  /j,  ...,  /,%,  entre  les 
équations  (4),  on  trouvera  {n  —  A*  4-  i)  équations  de  la  forme  (5). 

Second  cas.  —  Supposons  que,  quelque  soit  C,  on  puisse  trou- 
ver une  valeur  w,  différente  de  t^  telle  que  les  équations 

/l(M)  ^   Mil)  ^   Mu) 

/i(t)       ft(t)       r,(t) 
soient  satisfaites. 

En  ce  cas,  comme  on  l'a  dit,  ù  un  point  de  la  courbe  S  corres- 
pondent plusieurs  valeurs  du  paramètre  t  :  soit/>  le  nombre  de 
ces  valeurs,  que  nous  désignerons   respectivement  par  /,   W|(/), 

Posons,  pour  simplifier. 

Par  hypothèses  les  deux  équations 

X(i/)  =  X(r),     Y(M)  =  Y(0 
sont  satisfaites,  quel  que  soit  ^,  pour  les  p  valeurs  de  u  : 

Nous  allons  faire  voir  que  dans  ce  cas  la  courbe  décrite  par 
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le  point  [f{{t),f2{^)'if^{t)\  est  unicursale  et  que  son  degré  esl 
n 

y 

En  effet,  les  zéros  communs  aux  deux  équations  algébriques 
en  u  :  X(w)  =  X(^),  Y(//)  =  Y(^)  satisfont  à  une  équation  algé- 
brique de  degré  />,  qui,  mise  sous  forme  entière,  sera 

M,  N,  . . .  sont  des  polynômes  entiers  en  t. 
On  a,  par  suite,  identiquement, 

^'   ^  \       =M(Ow/'-+-N(0«*^-*-+-...-+-S(0- 

Observons  maintenant  que  les  équations 

X(i£)  =  X(0,    Y(ii)  =  Y(0 

ne  changent  pas  si  Ton  y  permute  u  et  t;  en  d'autres  termes,  l'équa- 
tion (17)  qui  lie  w  et  /  aura  pour  racines,  si  Ton  y  considère  / 
comme  l'inconnue,  les  quantités  w,  W|(m),  U2{u),  ...,  Up_\{u). 
On  a  ainsi^  A*  étant  un  facteur  constant, 

d'où,  en  tenant  compte  de  (18),  l'identité 

(19)       ^\{t){u  —  t)[u  —  ux{t)]  , , .—  k^\{u){t  —  u)\t  —  u^[u)\ 

Remarquons  en  second  lieu  que  la  suite  des  quantités 

où  /  est  un  des  entiers  1 ,  ';i,  ...,/>  —  i ,  est,  à  l'ordre  près,  iden- 
tique à  la  suite 

On  a  en  effet 

\|M,(0J-X(/), 
\[Ui[t)\=--\{t), 

et  par  suite  les  quantités  qui  vérifient  les  relations 

\(«)  =  \(0,     Y(a)  =  Y(0 
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sont  identiques  ù  colles  qui  vérifient  les  relations 

X(w)  =  X[m/(0],     \iu)  =  Y[ui{i)l 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Posons  maintenant,  a  et  [3  étant  deux  constantes, 

Z(t)-=  ^'^""''^ [<-//i(a)l...[/- //p-i(«)l 
^       -  (<-_{i^[/_a,(P)]...[<_,,^_,0)]- 

On  a 

Or  Téquation  (jg)  donne,  si  l'on  y  fait  u  ==  Ui{t)  et  /  =  a, 

M(a)[M/(^)--a][i/|(/)— MiCaVl... 

=  A'M,fM/(01[a— Wi(Olja— "ir^/^O!.-.. 

Le  second  membre  est  égal,  d'après  la  remarque  précédente,  à 
On  a  une  relation  analogue  en  ^,  et  l'on  en  conclut,  par  division, 

^^f"^('>i-  Môô  — rF^[?-".(oi — 

Si  maintenant  on  fait,  dans  l'identité  (19),  //  =  a,  on  a 
M(0(a  — Or«— "iO---=^'M(a)(f  — a)[/  — w,(a)]...; 
de  même 

M(oo-or?-wi(o]...=A-MO)(^-?)[^~M,0)]... 

et,  par  suite, 

z[M/(oJ  =  z(n. 

Il  en  résulte  que  les  quantités  /,  W|  (/),... ,  Up_\{t)  sont  les  ra- 
cines d'une  équation  algébrique  en  w,  de  degré  /?,  de  la  forme 

(20)  Z(m)  =  Z(0. 

Cela  posé,  remarquons  que  les  fonctions  rationnelles  de  /, 
X(^)  et  Z(/)  sont  liées  par  une  relation  algébrique;  si  l'on  se 
donne  Z(^),  on  a,  pour  /,/?  valeurs  correspondantes,  satisfaisant 
à  une  relation  de  la  forme 

z(o=^   ""   Z(o  =  z(e.). 
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Ces  p  valeurs  sont  donc  0,  W|(0),  M2(^)î  •••>  ^p-\(S)  ^^»  ^" 
vertu  des  relations 

X[w/(6)]  =  X(6X 

il  ne  correspond  à  ces  p  valeurs  qu'une  valeur  de  X.  En  d'autres 
termes,  X(/)  est  fonction  rationnelle  de  Z(/).  On  verrait  aisément 

que  le  degré  de  cette  fonction  est  -  • 

On  a  des  conclusions  identiques  pour  Y(/).  Il  en  résulte  que  le 

point  (/«, /2,/3)  décrit  une  courbe  unicursale   de   degré -•  Ce 

/^ 

nombre  est  évidemment  un  entier;  posons  —  =  m. 

Cherchons  maintenant  ce  que  représentent  les  courbes  A|  =  o, 
A2  =  Oy  . . . ,  ^p-.\  =  o,  dont  nous  avons  appris  à  former  Inéquation 
au  §  II. 

D'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  ce  paragraphe,  ces  courbes 
ont  un  point  multiple  d'ordre />  —  i  en  tout  point  multiple  d'ordre 
^  de  S,  ou  plutôt,  ainsi  que  cela  résulte  de  la  démonstration 
même,  en  tout  point  de  S  auquel  correspondent /?  arguments. 

Or  ici,  à  tous  les  points  de  S  correspondent/?  arguments  de  la 
forme 

les  courbes  A  ont  donc  un  point  multiple  d'ordre/? —  1  en  cha- 
cun de  ces  points. 

On  aura  donc,  en  désignant  par  0-=  o  Téquation  de  la  courbe 
de  degré  m  décrite  par  le  point  (/, ,  /a?  /a)^ 

0/  désignant  un  polynôme  d'ordre  n  —  'à  —  f^i{p  —  i),  c'est-à-dire 
d'ordre  m  —  >.,  en  x,,  j:'2î  «^a- 

La  courbe  unicursale  a  a points  doubles,  à  cha- 

cun  desquels  correspondent  '2p  valeurs  de  l'argument  de  la  forme 

r,  Ul{t)y  ..     .,        Up-i{t)y 

t\        U\{t')y         .    .    .,        Up-l(t'). 

Les  courbes  A  doivent  avoir  en  ces  points  un  point  multiple 
d'ordre  Ap  —  1,  et  par  suite  ces  points,  en  vertu  des  identités  (21), 
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sont  des  points  simples  des  courbes  représentées  par  les  équations 

0/=  o. 

Les  courbes  o/  sont  donc  des  courbes  de  degré  m  —  q,  adjointes 
à  la  courbe  unicursale  cr,  de  degré  m  ;  or,  pour  une  telle  courbe,  l'é- 
quation générale  des  courbes  adjointes  de  degré  m  —  2  est  de  la 
forme 

ai,  ...  étant  des  constantes  et  les  courbes  p/=  o  des  courbes  ad- 
jointes de  degré  m  —  2.  On  en  conclut  que  les  polynômes  0|, 
82,  . . . ,  ùn^\  sont  liés  par  n  —  i  —  {m  —  i),  c'esl-à-dire  n  —  m  re- 
lations linéaires  et  homogènes,  et,  en  vertu  des  identités  (21),  les 
mêmes  relations  subsistent  entre  les  polynômes  A|,  A29  ••• ,  ^n-\' 

C'est  là  précisément  le  résultat  que  nous  avions  énoncé,  et  qu'il 
s'agissait  de  démontrer. 

Ainsi  : 

Pour  que  la  courbe  représentée  par  les  équations  (i)  soit  de 
degré  n,  il  faut  et  il  suffit  : 

i®  Que  les  équations  (5),  obtenues  en  éliminant  entre  les 
équations  (4)  les  quantités  /J,  /i  /j,  . . . ,  /f^_^,^ ,  ne  soient  pas 
en  nombre  supérieur  an  —  i . 

Cette  condition   s'exprime   en    écrivant  que  les  déterminants 

d'ordre  -^ ■  formés  avec  la  matrice  (M)  ne  sont  pas  nuls 

à  la  fois. 

2°  Que  les  fonctions  A|,  A^,  . . . ,  ^n-M  formées  comme  on  Va 
dit  au  §  II,  à  Vaide  des  équations  (5),  soient  linéairement  in^ 
dépendantes. 


Sur  les  surfaces  homofocales  du  second  ordre; 

Par  M  .G.  Humbert. 

(Séance  du  i"  avril   i8H.>.) 

Le  présent  travail  a  pour  but  d'exposer,  à  l'aide  d'une  méthode 
spéciale  de  démonstration,  un  certain  nombre  de  propriétés  des 
([uadriques  homofocales,  dont  les  unes  sont  déjà  connues  et  dont 


-  96  - 

les  autres  me  semblent  nouvelles  :  celle  mélliode  s'applique  éga- 
lement aux  surfaces  du  quatrième  degré  à  conique  double,  ainsi 
que  je  Tai  fait  voir  dans  un  Mémoire  qui  paraîtra  prochainement. 

1.  Soient  E  une  surface  du  second  ordre,  c,  une  conique 
quelconque  située  dans  le  plan  de  Tinfini,  et  passant  parles  quatre 
points  communs  à  E  et  au  cercle  de  Tinfini. 

Je  dirai  que  deux  points  a  et  &  et  de  E  sont  conjugués  dans  le 
système  (t,  si  la  droite  ah  rencontre  la  conique  fj\  :  d'après  cela* 
deux  points  de  E,  situés  Tun  ou  Tautre  à  distance  finie,  sont  con- 
jugués dans  un  système  et  dans  un  seul. 

Les  droites  joignant  deux  points  de  E  conjugués  dans  un  sys- 
tème (T,  sont  donc  parallèles  aux  génératrices  d'un  cône  H  du  se- 
cond ordre,  homocyclique  à  E,  et  réciproquement. 

Une  sphère  quelconque,  S,  coupe  E  suivant  une  courbe  par 
laquelle  on  peut  faire  passer  quatre  cônes  du  second  ordre,  homo- 
cycliques  à  E  :  les  génératrices  d*un  de  ces  cônes  coupent  donc  E 
en  des  points  a  et  6,  a'  et  b'j  ...  conjugués  dans  un  même  sys- 
tème. 

Les  points  a  et  b,  a!  et  6',  situés  sur  deux  de  ces  génératrices, 
sont  dans  un  même  plan  et  par  suite  sur  un  cercle  de  la  sphère  S; 
il  en  résulte  aisément  que  : 

l^oift  cercle  qui  passe  par  deux  points  de  E  coupe  cette  sur- 
face  en  deux  nouveaux  points  conjugués  dans  le  même  sys- 
tème; et  réciproquement  :  si  quatre  points  de  E  sont  sur  un 
cercle,  deux  d'entre  eux  sont  conjugués  dans  le  même  système 
que  les  deux  autres. 

Je  dirai  qu'une  sphère  S  appartient  au  groupe  cti  de  sp/ières, 
si  l'un  des  cônes  du  second  ordre,  passant  par  l'intersection  de  E 
et  de  S,  contient  la  conique  cti  :  une  sphère  appartient  donc  à 
quatre  groupes. 

D'après  cela,  le  cône  II,  qui  a  pour  base  la  conique  a-,  et  pour 
sommet  un  point  quelconque  m  de  Tespace,  coupe  E  suivant  une 
courbe  située  sur  une  sphère  S,  appartenant  au  groupe  Ti.  Si  le 
point  m  s'éloigne  à  l'infini  sur  une  droite  rencontrant  la  conique  t,, 
le  cône  H  se  décompose  à  la  limite  en  deux  plans,  dont  Tun  est  le 
plan  de  l'infini  et  doni  l'autre  touche  en  r?i  la  conique  o"|.  En  ce 
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cas,  la  sphère  S  se  décompose  également  en  ces  deux  mêmes 
plans. 

Il  en  résulte  que  les  plans  qui  touchent  la  conique  a"i  peuvent 
être  considérés  comme  des  sphères  de  rayon  infini,  appartenant  au 
groupe  0-,. 

La  notion  des  groupes  de  sphères  est  très  importante  dans  la 
théorie  qui  va  suivre,  et  c'est  l'étude  des  propriétés  communes  aux 
sphères  d'un  même  groupe  qui  formera  l'objet  principal  de  ce  tra- 
vail; une  notion  corrélative  et  aussi  importante  est  celle  des 
groupes  de  cercles  bitangents. 

Je  dirai  qu*un  cercle  tangent  à  une  quadrique  E  en  deux  points 
a  et  b  appartient  au  groupe  0*1  de  cercles  bitangents  si  les  points 
a  et  h  sont  conjugués  dans  le  système  a-|. 

Si  a!  et  b'  sont  respectivement  les  points  infiniment  voisins  de  a 
et  de  b  sur  le  cercle  bitangent,  il  résulte  d'une  proposition  établie 
plus  haut  que  a'  et  b'  sont  conjugués,  comme  a  et  b^  dans  le  sys- 
tème (Ti,  et  par  suite  que  le  plan  du  cercle  bitangent  touche  la 
conique  0*1. 

Toute  sphère  passant  par  un  cercle  bitangent  du  groupe  a-, 
appartient  au  groupe  a-,  de  sphères. 

Car  cette  sphère,  S,  coupe  E  suivant  une  courbe  X,  tangente  aux 
points  a  et  6  au  cercle  bitangent  considéré.  Il  en  résulte  aisément, 
si  l'on  se  reporte  aux  propriétés  connues  des  courbes  communes 
a  une  sphère  et  à  une  quadrique,  qu'un  des  cônes  du  second  ordre 
contenant  la  courbe  \  a  son  sommet  sur  la  droite  a6,  et  que  ab 
est  une  de  ses  génératrices.  Ce  cône  coupe  donc  le  plan  de  l'infini 
suivant  la  conique  o-i,  et  par  suite  la  sphère  S  appartient  au 
groupe  o-|  de  sphères. 

2.  Ces  principes  établis,  nous  démontrerons  d'abord  le  théo- 
rème suivant,  qui  est  fondamental  pour  notre  objet. 

Théobème  L  —  Le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  nul 
appartenant  à  un  même  groupe  y  par  rapport  à  une  surface  E 
du  second  ordre,  est  une  surface  du  second  ordre  homofocale  à 
la  première. 

Ce  théorème  repose  sur  deux  iemmes. 

XIII. 
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Lemnie  L  —  Le  lieu  des  points  conjugués  dans  un  syslèmcT, 
d'un  point  a  de  E  est  la  courbe  commune  à  E  et  à  un  cône  du  se- 
cond ordre  K,  de  sommet  a,  passant  par  la  conique  Tj.  Celte 
courbe  est  sur  une  sj)bcre  ii,  qui  toucbe  E  au  point  a. 

Lemme  IL  —  Le  lieu  des  centres  des  sphères  du  groupe  t,  qui 
passent  par  le  point  a  de  E  est  un  cône  du  second  ordre,  supplé- 
mentaire du  cône  K  et  dont  le  sommet  coïncide  avec  le  centre  de 
la  sphère  Û. 

Soit,  en  effet,  S  une  sphère  du  groupe  Ti  passant  par  a;  on  voit 
sans  difficulté  que  cette  sphère  coupe  Û,  suivant  un  cercle  tangent 
à  E  au  point  a,  et  en  un  autre  point  6,  conjugué  de  a  dans  le  sys- 
tème T|  ;  le  plan  de  ce  cercle  touche  d^ai Heurs  la  conique  o-|.  Il  en 
résulte  que  le  centre  de  la  sphère  S  est  sur  une  perpendiculaire 
menée  du  centre  de  ii  sur  un  plan  tangent  au  cône  R,  ce  qui  dé- 
montre le  lemme. 

Cela  posé,  soit  3  une  droite  quelconque  rencontrant  le  cercle  de 
rinfini,  et  coupant  E  en  deux  points  c  et  rf;  cherchons  en  com- 
bien de  points  elle  coupe  le  lieu  E|  des  centres  des  sphères  de 
rayon  nul  appartenant  au  groupe  Ti. 

Si  g  est  un  de  ces  points,  la  sphère  de  rayon  nul  de  centre^ 
contient  la  droite  5,  et,  comme  elle  appartient  par  hypothèse  au 
groupe  T, ,  son  centre  sera  (lemme  II)  sur  le  cône  du  second  ordre 
qui  contient  les  centres  des  sphères  du  grou[)e  t,  passant  par  r. 
Invers(Miient,  si  g  est  un  point  commun  à  ô  et  à  ce  cône,  la  sphère 
de  centre  g  |)assant  par  c  a[)partiendra  au  groupe  o-i  et  aura  évi- 
demment un  rayon  nul.  11  eu  résulte  que  le  lieu  E|  n'a  que  deux 
points  à  distance  (iuie  sur  la  droite  o. 

Si  0  est  une  génératrice  de  la  dévelo|)pable  circonscrite  à  E  et 
an  cercle  de  Tintini,  les  points  c  et  d  sont  confondus,  et  la  nor- 
male à  K  au  j)oint  c  coïncide  avec  la  droite  o.  Or  le  sommet  du 
cône  (jui  contient  les  (^entres  des  sphères  passant  par  r  et  apparte- 
nant au  groupe  7^  est  sur  la  normale;  à  E  au  point  ^'(lemmesl 
et  11);  il  est  donc  sur  o  et  les  deux  points  où  o  coupe  ce  cône, 
c'est-à-dire  c|ue  les  deux  points  où  o  coupe  \L^  sont  confondus. 

On  voit  d'ailleurs,  sans  difficulté,  (|ue  E|  coupe  le  cercle  de  Fiu- 
fini  aux  quatre  [)oinls  de  contact  des  tangentes  communes  à  ce 
cercle  et  à  la  conique  7,.  Il  en  résulte  cpie  le  cercle  de  Tinfini  n(' 
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fail  pas  partie  du  lieu  E|  et,  par  suite,  que  ce  lieu  est  une  surface 
du  second  ordre,  inscrite  dans  la  développable  circonscrite  à  E  et 
au  cercle  de  l'infini,  c'est-à-dire  une  surface  du  second  ordre  ho- 
mofocale  à  E.  c.  q.  r.  n. 

Le  calcul  vérifie  aisément  ces  conclusions.  Soient  en  eflfct 

X^  y5  ^1 

f-4 — I i  =  o, 

abc 


^'-^^'-+-^'-+- 


les  équations  de  E  et  d'un  cône  II  homocyclique  ù  cette  surface, 
coupant  le  plan  de  Tinfini  suivant  une  conique  qui  sera  la  co- 
nique (Ti  . 

L'équation  d*un  cône  parallèle  à  II,  ayant  pour  sommet  un  point 
a,  p,  Y  de  l'espace,  est 

La  b  c        } 

et  Téqualion  de  la  sphère,  du  groupe  cr, ,  qui  passe  par  la  courbe 
commune  à  ce  cône  et  à  E, 

o  =  (a:  -  a)«  ^  (7  -  ? )>  H-  (5  —  Y )' 

L  a  b  c  J 

Soient  Xj  jk,  z  les  coordonnées  du  centre  de  cette  sphère,  Il  son 
ravon.  On  a  la  relation 

j-i  y«  z>  R« 

•^         H s  —  I  — 


a-4-0        6-+-ft        r-+-0  6 

Si  R^=o,  cette  relation  montre  bien  que  le  lieu  des  centres 
des  sphères  de  rayon  nul  appartenant  au  groupe  (T|  est  une  qua- 
drique  E|  homofocale  à  E;  elle  fait  voir  de  plus  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  donné,  appartenant 
à  un  groupe  cr,  par  rapport  à  une  quadrique  E,  est  une  qua^ 
drique  concentrique  et  homothétique  à  une  quadrique  homo- 
focale à  E. 

3.   Soit  a  un  point  de  la  courbe  commune  à  E  et  à  E,,  la  sphère 
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lie  rayon  nul  de  centre  a  coupe  E  suivant  une  courbe  par  laquelle 
on  peut  faire  passer  un  cône  du  second  ordre  contenant  la  co- 
nique 3"|  ;  ce  cône  touche  évidemment  E  au  point  a,  et  par  suite  : 

Les  plans  tangents  menés  à  une  surface  du  second  ordre  le 
long  d*une  ligne  de  courbure  sont  parallèles  aux  plans  tan- 
gents d'un  cône  honxocy clique  à  cette  surface. 

On  pourrait  démontrer  directement,  en  s^appuyant  sur  ce  qui 
précède,  que  la  courbe  commune  à  E  et  à  Ei  est  une  lifi^ne  de  cour- 
bure de  ces  deux  surfaces,  et  que  E  et  E|  se  coupent  à  angle 
droit. 

-4.  Le  théorème  du  n**  2  est  susceptible  de  nombreuses  applica- 
tions. 

Soient  a  la  courbe  commune  à  E  et  à  une  sphère  S,  H  un  des 
quatre  cônes  du  second  ordre  passant  par  cetle  courbe.  Toute  gé- 
nératrice de  H  rencontre  a  en  deux  points  a  et  6,  conjugués  dans 
un  système  fixe  a-|,  et  le  cercle  qui  touche  E  en  ces  deux  points 
est  à  rintersection  de  S  et  du  plan  tangent  à  H  le  long  de  ab  :  ce 
cercle  fait  partie.du  groupe  o-i  de  cercles  bitangents  à  E.  En  d'autres 
termes,  les  cercles  bitangents  à  une  courbe  sphérique  tracée  sur 
E  forment  quatre  séries,  et  les  cercles  d'une  même  série  font  par- 
tie d'un  même  groupe  t,,  de  cercles  bitangents  à  E. 

Toute  sphère  passant  par  un  de  ces  cercles  appartient  (n"  1)  au 
groupe  T,  de  sphères;  et,  si  elle  a  un  rayon  nul,  son  centrées! 
situé  (théorème  I)  sur  une  cpiadrique  E,,  homofocale  à  E. 

D'un  antre  côté,  on  sait  que  les  sphères  de  rayon  nul  qui 
passent  par  les  cercles  d'une  même  série,  bitangents  à  une  courbe 
sphérique  située  sur  une  quadrique,  ont  leurs  centres  sur  une  autre 
courbe  sphérique  du  quatrième  ordre,  qu'on  nomme  focale  de  la 
première;  une  courbe  sphérique  tracée  sur  une  quadrique  a  ainsi 
quatre  focales;  et  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  : 

Les  quatre  focales  d'une  courbe  sphérique  tracée  sur  une 
quadrique  sont  sur  quatre  surfaces  du  second  ordre,  homofo- 
cales  à  la  proposée. 

D'une  manière  plus  générale,  toute  sphère  du  groupe  Ti  coupcE 
suivant  une  courbe  dont  une  des  focales  est  sur  la  ({uadriquc  E,, 
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lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  nul  appartenant  au  groupe  <r|. 
On  peut  donc  énoncer  celte  première  propriété  générale  des 
sphères  d^un  même  groupe  : 

Les  courbes  communes  à  une  quadrique  et  aux  sphères  ap- 
partenant à  un  même  groupe  par  rapport  à  cette  quadrique 
ont  une  de  leurs  focales  sur  une  même  quadrique,  homofocale 
à  la  proposée. 

On  sait  que  les  focales  de  la  courbe  a,  commune  à  une  sphère  S 
et  à  une  quadrique  E,  sont  respectivement  sur  quatre  sphères, 
orthogonales  à  S,  et  dont  les  centres  coïncident  avec  les  sommets 
des  quatre  cônes  du  second  ordre  qui  passent  par  la  courbe  a.  11 
en  résulte  aisément  la  proposition  suivante  : 

Soient  a  la  courbe  commune  à  une  quadrique  E  et  à  une 
sphère  S,  du  centre  O;  ai  une  focale  de  a,  située  sur  une  qua- 
drique E|,  homofocale  à  E,  et  sur  une  sphère  Si,  de  centre  0|  : 
le  plan  polaire  de  O  par  rapport  à  E|,  le  plan  polaire  de  0| 
par  rapport  à  E,  et  le  plan  radical  des  sphères  orthogonales  S 
et  S|  coïncident. 

Il  en  résulte  facilement  qu^on  ne  peut,  d'un  point  O  comme  centre, 
décrire  qu^une  seule  sphère  appartenant  à  un  groupe  donné  0*1,  et 
le  théorème  précédent  donne  de  suite  le  moven  de  la  construire. 

Il  existe  une  autre  relation  de  position  entre  les  courbes  a  et  a,. 

La  développable  circonscrite  à  E|  le  long  de  la  courbe  a,  est 
une  développable  du  huitième  ordre,  ayant  pour  lignes  doubles 
quatre  coniques  :  on  peut  appeler  focales  d'une  telle  surface  les 
droites  par  lesquelles  on  peut  mener  deu\  plans,  tangents  à  la  fois 
à  cette  développable  et  au  cercle  de  Tinfini.  11  y  a  en  général  huit 
plans  tangents  à  la  développable  et  au  cercle  de  l'infini,  et  par 
conséquent  28  focales.  Cette  définition  est  la  même  que  celle  des 
focales  d'un  cône. 

Cela  posé,  remarquons  que  les  plans  tangents  à  E|  et  au  cercle 
de  l'inlini  touchent  E,  le  long  d^une  courbe  du  quatrième  ordre, 
rencontrant  en  huit  points  la  sphère  S|,  et  par  suite  la  courbe  o., . 
Il  y  a  donc  huit  plans  tangents  ù  la  fois  à  E|,  à  la  courbe  ai  et  au 
cercle  de  l'infini.  Or  a,  est  locale  de  a,  en  d'autres  termes,  les 
plans  tangents  à  ai  et  au  cercle  de  l'infini  touchent  a;  de  même  les 
plans  tangents  communs  à  Ei  et  au  cercle  de  l'infini  louchent  E. 
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11  en  résulte  que  la  développable  circonscrite  à  E  le  long  de  ael 
celle  circonscrite  à  K4  le  long  de  ai  ont  huit  plans  tangents  com- 
muns et  que  ces  plans  touchent  le  cercle  de  Tinfîni  :  ces  deux  dé- 
veloppables  ont  donc  mômes  focales. 
Ainsi  : 

La  développable  circonscrite  à  une  quadrique  le  long  d'une 
courbe  sphérique  et  la  développable  circonscrite  à  une  qua- 
drique homofocale,  le  long  d'une  focale  de  cette  courbe  y  sont 
homo/ocales. 

Ces  propositions  restent  évidemment  vraies  quand  la  sphère  S  se 
réduit  à  un  plan  ;  on  obtient  alors  les  propriétés  suivantes,  qu^on 
aurait  pu  déduire  d'un  théorème  démontré  plus  loin  (n**  7)  et  dû 
à  M.  Darboux. 

Les  deux  focales  d'une  conique  (a)  tracée  sur  une  qua- 
drique (E)  sont  sur  deux quadriques  (E,)  et  (E2),  homofocaUs 
à  la  proposée. 

Soient  ai  et  a2  ces  deux  focales  : 

Les  cônes  circonscrits  aux  quadriques  E,  E|  et  E2  respective- 
ment le  long  des  coniques  a,  ai  et  a^  sont  homofocaux. 

Ils  ont  donc  en  particulier  même  sommet. 

Si  Ton  remarque  que  les  plans  parallèles  à  un  plan  donné  P 
appartiennent  à  un  même  groupe  par  rapport  à  E,  et  que  ce 
groupe  reste  le  même  quand  P  varie  en  restant  tangent  à  un  cône 
homocycliquc  à  Jl,  on  voit  que  : 

Les  focales  des  coniques  y  situées  à  r  intersection  d'une  qua- 
drique et  dUine  série  de  plans  parallèles,  restent  sur  deux  qua- 
driques, lioniofocalcs  à  la  proposée. 

Les  coniques  communes  à  une  quadrique  E  et  à  tous  les 
plans  parallèles  aux  plans  tangents  d'un  même  cône  y  liomo- 
cy clique  à  cette  surface,  ont  une  de  leurs  focales  sur  une  qua- 
drique ho mo focale  à  E. 

Les  axes  des  séchons  faites  dans  E  par  une  série  de  plans  paral- 
lèles entre  eux  drcrivenl  deux  plans;  par  suite  : 

Les  foyers  des  sections  faites  dans  une  surface  du  second 
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ordre  E,  par  une  série  de  plans  parallèles,  décrivent  deux  co- 
niques j  situées  sur  deux  quadriques  liomofocales  à  E;  une  de 
ces  quadriques  reste  fixe  si  les  plans  sécants  restent  parallèles 
aux  plans  tangents  d'un  cône  homocyclique  à  E. 

Remarque,  —  On  sail  que  chacune  des  focales  d'une  courbe 
située  à  Tintersection  d'une  quadrique  E  et  d'une  sphère  S  coupe 
orthogonalement  celte  sphère  en  quatre  points  situés  sur  un 
cercle,  et  qu'on  appelle yb^er*'  associés  de  la  courbe  sphérique. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  : 

Par  quatre  foyers  associés  de  la  courbe  commune  à  une 
quadrique  E  et  à  une  sphère  S,  passe  une  quadrique  liomofo- 
cale  à  la  première  et  normale  en  ces  points  à  la  sphère  S. 

D'un  autre  côté,  une  sphère  est  normale  à  une  quadrique  E  en 
quatre  points  situés  sur  la  conique  polaire  du  centre  de  la  sphère; 
il  en  résulte  que  : 

Le  lieu  des  foyers  des  courbes  communes  à  une  sphère  fixe 
et  à  une  série  de  quadriques  homofocales  coïncide  avec  le  lieu 
des  points  oii  cette  sphère  est  normale  à  ces  quadriques. 

Le  lieu  des  foyers  des  courbes  communes  à  une  série  de  qua- 
driques homofocales  et  à  une  série  de  sphères  concentriques 
coïncide  avec  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  menés 
tangentiellement  aux  quadriques  par  le  centre  des  sphères. 

En  particulier  : 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  par  un  même  plan  dans 
une  série  de  quadriques  homofocales  coïncide  avec  le  lieu  des 
pieds  des  normales  à  ces  surfaces  y  contenues  dans  le  plan. 

Ce  dernier  lieu  a  été  étudié  par  M.  Chaslcs  :  c'est  une  courbe 
du  troisième  ordre.  De  même  : 

Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  dans  une  série  de  qua- 
driques homofocales  par  une  série  de  plans  parallèles  entre 
eux  coïncide  avec  le  lieu  des  pieds  des  normales  qu^on  peut 
mener  à  ces  quadriques  parallèlement  aux  plans  considérés. 

o.  Si  l'on  se  reporte  à  un  théorème  donné  au  n°  2,  on  voit, 
comme  plus  haut,  que  : 


-   101  - 

Les  centres  des  sphères  de  rayon  donné  y  doublement  tan- 
gcntes  à  une  courbe  sphérique  tracée  sur  une  quadriquc  E,  dé- 
crivent quatre  courbes  sphériques  du  quatrième  ordre;  ch€u:une 
déciles  est  sur  une  quadrique  concentrique  et  homothétique  à 
une  quadrique  homo/ocaie  ii  E. 

Les  autres  théorèmes  du  numéro  précédent  se  généraliseraient 
d*une  manière  analogue. 

G.  En  vertu  du  théorème  I,  tout  point  a  situé  à  l'intersection 
de  E  et  d'une  quadrique  homofocale  E|  est  le  centre  d'une  sphère 
de  rayon  nul  appartenant  à  un  groupe  7|  ;  en  d'autres  termes,  cette 
sphère  coupe  E  suivant  une  courbe  située  sur  un  cône  passant 
par  la  conique  ^i.  Ce  cône  touche,  comme  on  Ta  dit,  la  qua- 
drique Ë  au  point  a\  et,  puisque  les  cercles  communs  à  la  sphère 
et  aux  plans  tangents  du  cône  sont  des  cercles  bi tangents  à  E,  fai- 
sant partie  du  groupe  Ti,  il  en  résulte  que  le  cercle  de  rayon  nul 
de  centre  a,  situé  dans  le  plan  tangent  à  E  au  point  a,  pourra  élre 
considéré  comme  un  cercle  bitangent  du  groupe  ^i. 

Par  suite,  toute  sphère  passant  par  ce  cercle,  c'est-à-dire  toute 
sphère  tangente  en  a  à  la  quadrique  E,  appartiendra  au  groupe  o^i. 
Si  de  plus  on  remarque  que  par  un  point  a  de  E  passent  deux 
quadriqucs  homofocales  à  E,  on  voit  que  : 

Toutes  les  sphères  tangentes  à  une  quadrique  E  en  un  même 
point  appartiennent  à  deux  mêmes  groupes. 

Toutes  les  sphères  tangentes  à  une  quadrique  E  en  tous  les 
points  d'une  ligne  de  courbure  appartiennent  à  un  même 
groupe. 

Par  su  île  : 

Les  sphères  tangentes  à  une  quadrique  E  en  tous  les  points 
dUine  ligne  de  courbure  coupent  cette  quadrique  sui\'ant  des 
courbes  qui  ont  une  de  leurs  focales  sur  la  quadrique  homofo- 
cale à  E  qui  confient  la  ligne  de  courbure  considérée. 

Les  sphères  tangentes  ci  une  quadrique  E  en  un  même 
point  a  ont  deux  de  leurs  focales  situées  respectivement  sur  le< 
deux  quftdri<pies  homofocales  à  E  qui  passent  par  le  point  a- 

On   a    Ml  que  les   sphères    de    ra\on  (h)nné  appartenant   à   un 
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même  groupe  ont  leurs  centres  sur  une  quadrique,  concentrique 
et  homothétique  à  une  surface  homofocale  k  E;  par  suite  : 

Sur  les  normales  menées  à  une  quadrique  E  le  long  d'une 
ligne  de  courbure  située  sur  une  sur/ace  homofocale  E| ,  por- 
tons de  part  et  d'autre  du  pied  une  longueur  constante  :  le  lieu 
des  points  ainsi  déterminés  sera  une  courbe  gauche,  située  sur 
une  quadrique  concentrique  et  homothétique  à  E|. 

7.  Les  sphères  d'une  même  série,  bitangentes  à  une  qua- 
drique Q  inscrite  dans  une  surface  du  second  ordre  E,  appar- 
tiennent à  un  même  groupe  par  rapport  à  E. 

Par  sphères  d'une  même  série  bitangentes  à  Q,  j'entends  les 
sphères  bitangentes  qui  ont  leurs  centres  dans  un  même  plan 
principal  de  Q. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  remarquer  que  les 
cercles  de  Q,  situés  dans  des  plans  parallèles  entre  eux^  sont  bi- 
tangents  àE,  et  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact 
a  une  direction  fixe.  Il  en  résulte  que  ces  cercles,  bitangents  à  E, 
appartiennent  à  un  même  groupe,  et  par  suite  que  les  sphères  bi- 
tangentes à  Q,  qui  contiennent  un  de  ces  cercles,  font  aussi  par- 
tie d'un  même  groupe. 

De  là  se  déduisent  immédiatement  les  propositions  suivantes 
(théorème  1)  : 

Les  focales  d' une  quadrique  inscrite  dans  une  quadrique  E 
sont  sur  trois  surfaces  du  second  ordre,  homofocales  à  E.  (Dar- 

BOL'X.) 

Les  sphères  d'une  même  série,  bitangentes  à  une  quadrique  Q, 
inscrite  dans  une  surface  du  second  ordre  E,  coupent  cette  der- 
nière  suivant  des  courbes  qui  ont  une  de  leurs  focales  sur  une 
même  quadrique,  homofocale  à  E.  Cette  quadrique  contient  la 
focale  de  Q,  située  dans  le  plan  principal  qui  renferme  les 
centres  des  sphères  bitangentes  considérées. 

Le  théorème  suivant,  analogue  à  celui  qu'on  vient  de  démon- 
trer, donne  lieu  à  des  conséquences  analogues. 

Les  sphères  inscrites  à  une  surface  de  révolution  du  second 


M 
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ordre  bilangente  à  une  quadrique  appartiennent  à  un  même 
groupe  par  rapport  à  cette  quadrique. 

Soit  en  effet  S  une  de  ces  s])hèrcs,  touchant  la  surface  de  révo- 
lution R  suivant  un  cercle  y  :  ce  cercle  coupe  les  coniques  a  et  ^ 
communes  aux  surfaces  bitangentes  R  et  E  en  des  points  a  et  b, 
a'  et  b'  \  et  en  ces  points,  en  a  et  b  par  exemple,  la  tangente  à  la 
courbe  d'inrersection  de  S  et  de  E  coïncide  avec  la  tangente  à  la 
conique  a.  En  d'autres  termes,  le  plan  de  celte  conique  touche 
en  a  et  6  la  courbe  commune  à  S  et  à  E;  cette  courbe  est  donc 
sur  un  cône  du  second  ordre  H  (homocvclique  à  E),  passant  par 
la  droite  ab.  Or  les  plans  des  cercles  y  ayant  une  même  direction, 
il  en  est  de  même  des  droites  ab,  et  les  cônes  H  ont  cinq  points 
communs  à  l'infini  :  ils  coupent  donc  le  plan  de  Tinfini  suivant 
une  même  conique  3"|,  et  par  suite  les  sphères  S,  inscrites  à  R, 
appartiennent  à  un  même  groupe  par  rapport  à  E. 

On  démontrerait,  par  des  considérations  analogues  à  celles  qui 
précèdent  et  à  celles  du  n°  7,  les  deux  propositions  suivantes,  dans 
lesquelles  on  désigne  par  cyclide  une  surface  quelconque  ayant  le 
cercle  à  l'infini  pour  ligne  double. 

Les  sphères  bitangentes  à  une  cyclide  forment  cinq  séries  : 
les  sphères  d^une  même  série,  bitangentes  à  une  cyclide  inscrite 
dans  une  quadrique  E  suivant  une  courbe  sphcrique,  appar- 
tiennent à  un  même  groupe  par  rapport  à  E. 

Les  sphères  inscrites  à  une  cyclide  à  deux  points  doubles, 
tangente  en  quatre  points  à  une  quadrique  \L,  appartiennent  à 
un  même  groupe  par  rapport  à  cette  quadrique. 

De  ces  propositions  et  du  ihéorciiie  démontré  au  commence- 
ment du  11"  7,  on  déduit  diverses  conséquences  relatives  aux 
s[)hères  appartenant  à  un  même  groupe  par  rapport  à  une  qua- 
drique E. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  chercher  l'enveloppe  des  sphères 
d'un  groupe  donné,  et  dont  les  centres  sont  dans  un  |)lan  donné  P. 

Les  quadrl(|nes  inscrites  à  E  et  ayant  P  comme  plan  principal 
sont  en  nombre  simplement  infini  ;  les  sphères  bitangentes  à  Tune 
d'elles  appartiennent  à  un  même  gron[)e  par  rapport  à  E;  on  en 
conclut  aisément,  puis(|ue  d'un  point  donné  c^^mme  C(Mitrc  on  ne 
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peut  décrire  qu'une  sphère  d'un  groupe  donné,  que  l'enveloppe 
cherchée  est  une  quadrîque  inscrite  à  E,  avant  P  pour  plan  prin- 
cipal. 
Ainsi  : 

Uem^eloppe  des  sphères  appartenant  à  un  même  groupe  par 
rapport  à  une  quadrîque  E  et  ayant  leurs  centres  dans  un 
plan  donné  est  une  quadrîque  symétrique  par  rapport  à  ce 
plan  et  Inscrite  à  E. 

On  verrait  de  même  que  : 

Les  sphères  appartenant  à  un  même  groupe  par  rapport 
à  E  et  ayant  leurs  centres  sur  une  droite  donnée  enveloppent 
une  quadrîque,  de  révolution  autour  de  cette  droite,  et  bitan- 
gente  à  E. 

L^ enveloppe  des  sphères  d'^un  même  groupe  par  rapport  à  E 
et  orthogonales  à  une  sphère  donnée  est  une  cyclide  qui  admet 
cette  sphère  pour  sphère  directrice^  et  qui  touche  E  suivant 
une  courbe  sphérique, 

La  sphère  considérée  peut  avoir  un  rayon  nul. 

1/ enveloppe  des  sphères  d'un  même  groupe  passant  par  un 
point  est  une  cyclide  qui  a  un  point  conique  en  ce  point  et  qui 
touche  E  suivant  une  courbe  sphérique, 

Venveloppe  des  sphères  appartenant  à  un  même  groupe 
par  rapport  à  ^  et  passant  par  deux  points  donnés  est  une 
cyclide  qui  a  un  point  conique  en  chacun  de  ces  points  et  qui 
touche  la  quadrique  E  en  quatre  points. 

8.  La  théorie  du  numéro  précédent  nous  permet  de  traiter  ce 
problème  : 

Construire  une  quadrique  (Q),  inscrite  à  une  quadrique 
donnée  (E)  et  bitangente  à  deux  sphères  données,  S  et  Si; 
avec  la  condition  que  les  centres  de  ces  sphères,  o  et  o^  soient 
dans  un  même  plan  principal  de  Q. 

Les  conditions  imposées  à  la  quadrique  Q,  ainsi  définie,  sont 
au  nombre  de  neul';  néanmoins  le  problème  est  généralement 
impossible;  il  faut  évidemment,  pour  qu'il  le  devienne,  que  les 
sphères  S  et  S|  appartiennent  à  un  même  groupe  (n'  7).  ^Si  cette 
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condition  est  remplie,  il  y  a  une  infinité  de  quadriques  ré- 
pondant à  la  question. 

En  effet,  soît  S2  une  troisième  sphère,  de  centre  O2,  apparte- 
nant au  même  groupe  que  S  et  S|  :  les  sphères  de  ce  groupe  ayant 
leurs  centres  dans  le  plan  oo^o^  enveloppent  une  quadrique  qui 
répond  à  la  question. 

C'est  là  une  deuxième  propriété  générale  des  sphères  d'un 
même  groupe;  on  peut  l'énoncer  ainsi*: 

On  peut  toujours  construire  une  quadrique  inscrite  à  une 
quadrique  donnée  E,  et  bitangente  à  trois  sphères  apparte- 
nant à  un  même  groupe  par  rapport  à  E. 

On  voit  de  même  que  : 

On  peut  toujours  construire  une  quadrique  bitangente  à 
une  quadrique  donnée  E  et  inscrite  à  deux  sphères  apparte- 
nant à  un  même  groupe  par  rapport  à  E. 

Si  l'on  remarque  qu'une  sphère  S  appartient  à  quatre  groupes 
par  rapport  à  E,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Les  quadriques  inscrites  à  une  quadrique  E  et  bitangentes 
à  une  sphère  S  se  partagent  en  quatre  classes  :  les  qua- 
driques d'une  même  classe  ont  celle  de  leurs  focales^  dont  le 
plan  passe  par  le  centre  de  la  sphère  S,  située  sur  une  même 
quadrique  E^  homofocale  à  E. 

[/ne  des  quatre  quadriques  Ki,  ainsi  définies,  reste  fixe  si  la 
sphère  considérée  varie  sans  cesser  d^ appartenir  à  un  même 
groupe  par  rapport  à  E. 

Ces  quatre  quadriques  sont  celles  qui  contiennent  respecti- 
vement les  quatre  focales  de  la  courbe  commune  à  la  qua- 
drique E  et  à  la  sphère  S. 

De  là  résulte  une  conséquence  intéressante  : 

Les  quadriques  d^une  même  classe,  inscrite  à  la  quadrique 
E  et  bitangentes  à  la  sphère  S,  ont  leurs  centres  sur  une  sur- 
face du  second  ordre,  lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  la 
quadrique  E,,  par  les  plans  issus  du  centre  de  la  sphère. 

En  Iranslornianl  par  honiO|^raphle,  on  voit  que  ; 

Le  lieu  des  centres  des  quadriques  inscrites  à  une  quadrique 
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donnée  A  et  bitangenies  à  une  quadrique  donnée  B  se  décom- 
pose en  quatre  sjirfaces  du  second  ordre,  qui  passent  par  les 
centres  des  deux  premières. 

On  démontrerait  d^une  manière  analogue  que  : 

Les quadriques  de  révolution  bitangentes à  une  quadrique^ 
et  inscrites  à  une  sphère  S  se  divisent  en  quatre  classes  :  les 
quadriques  dUine  même  classe  ont  leurs  deux  foyers  sur  une 
même  quadrique  E|,  homofocale  à  E. 

Les  quatre  quadriques  E| ,  ainsi  définies,  sont  celles  qui  con- 
tiennent respectivement  les  quatre  focales  de  la  courbe  com- 
mune aux  surfaces  E  e^  S. 

Ce  sont  donc  celles  que  nous  avons  rencontrées  tout  à  Pheure  : 

Le  lieu  des  centres  des  quadriques  d'une  même  classe,  in- 
scrites à  la  sphère  S  et  bitangentes  à  la  quadrique  E,  est  une 
surface  du  second  ordre,  lieu  des  milieux  des  cordes  de  la 
quadrique  E<,  issues  du  centre  de  la  sphère. 

Ce  lieu  est  évidemment  le  même  que  celui  des  centres  des 
sections  faites  dans  E|  par  des  plans  issus  du  même  point.  Donc  : 

Le  lieu  des  centres  des  quadriques  inscrites  à  une  quadrique 
A  et  bitangentes  à  une  autre  quadrique  B  est  le  même  que  le 
lieu  des  centres  des  quadriques  inscrites  à  H  et  bitangentes 
à  A. 

Des  conséquences  d'un  autre  ordre  sont  relatives  aux  lignes 
doubles  de  la  développable  circonscrite  à  une  quadrique  E  et  à 
une  sphère  S. 

Une  telle  développable  a  pour  lignes  doubles  quatre  coniques  : 
un  point  m  de  l'une  d'elles  est  le  sommet  d'un  cône,  H,  circonscrit 
à  E  et  bitangent  à  S.  Or  cette  sphère  appartient  à  quatre  groupes, 
^\j  ^2y  ^Z9  ^\'i  les  sphères  bitangenies  au  cône  H,  appartenant  à 
la  même  série  que  S,  feront  donc  partie  d'un  de  ces  groupes,  en 
vertu  du  théorème  démontré  au  commencement  du  n**7.  En  parti- 
culier, la  sphère  de  rayon  nul,  ayant  pour  centre  le  sommet  m  du 
cône,  appartiendra  à  un  de  ces  groupes,  o-i  par  exemple,  et  le  point 
m  sera  (théorème  I)  sur  la  quadrique  E|,  homofocale  à  E,  lieu  des 
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centres  des  sphères  de  rajon  nul  appartenant  au  groupe  ^t.  On  en 
déduit  sans  difficulté  les  théorèmes  suivants  : 

I^s  quatre  lignes  doubles  de  la  développablc  circonscrite  à 
une  quadrique  E  et  à  une  sphère  sont  sur  quatre  quadriques, 
homofocales  à  E  (Ghasles).  Chacune  de  ces  quadriques  contient 
une  des  focales  de  la  courbe  commune  à  la  surface  E  et  à  la 
sphère  considérée. 

On  a  de  plus  cette  troisième  propriété  générale  des  sphères 
d^un  même  groupe. 

Les  développables,  circonscrites  à  une  quadrique  E  et  à  cha- 
cune des  sphères  appartenant  à  un  groupe  donné  par  rapport 
à  cette  quadrique,  ont  une  de  leurs  lignes  doubles  sur  une 
même  quadrique ^  homofocale  à  E,  qui  contient  également  une 
des  focales  des  courbes  communes  à  la  quadrique  E  et  aux 
sphères  considérées. 

En  particulier  : 

Les  développables  circonscrites  à  une  quadrique  et  aux  dif- 
férentes sphères  qui  passent  par  un  même  cercle  bi tangent  à 
cette  surface  ont  une  de  leurs  lignes  doubles  sur  une  même  qua- 
drique, homofocale  à  la  proposée. 

Les  ihéorèmcs  des  n'^''  7  et  8  permettent  évidemment  de  donner 
à  cette  proposilion  générale  plusieurs  formes  différentes. 

9.  Considérons  un  cercle  bitangent  du  groupe  a-|,  touchant  E 
aux  points  a  et  ^,  cl  parce  cercle  menons  une  sphère  S,  tangenlc 
à  E  en  un  point  ni  différent  des  points  <7  et  6  :  la  sphère  S  coupe 
E  suivant  une  courbe  avant  un  point  double  en  m,  et  située  sur 
un  cône  H,  passant  par  la  conique  T|.  Ce  cône  (dont  le  sommet 
est  sur  la  droite  ab)  est  donc  langent  à  E  au  point  m.  En  d'autres 
termes,  le  plan  langent  à  K  au  point  m  touche  la  conique  T|  ; 
m  est  donc  (n"  3)  sur  la  ligne  de  courbure  commune  à  E  et  à  la 
quadrique  homofocale  E^,  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon 
nul  aj)partenant  au  groupe  t^.  De  là  résulte  ce  théorème,  qui 
exprime  une  propriété  générale  des  cercles  bifangcnts  d^an 
même  groupe  : 

Par  fous  1rs  cercles  bifangcnts  à  une  quadrique  E  et  appar- 
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tenant  à  un  groupe  donné,  menons  des  sphères  tangentes  à  E; 
les  points  de  contact  sont  sur  une  même  ligne  de  courbure  de 
cette  quadrique  (*). 

On  suppose  que  la  splière  menée  par  un  cercle  bitangent 
touche  E  en  un  point  non  situé  sur  ce  cercle. 

Comme  on  Ta  dit  plus  haut  (n**  4-),  toute  courbe  sphérique  tracée 
sur  E  admet  quatre  séries  de  cercles  bi tangents,  et  Jes  cercles 
d^une  même  série  font  partie  d'un  même  groupe;  donc  : 

Les  sphères  d^une  même  série,  bitangentes  à  une  courbe 
sphérique  tracée  sur  une  quadrique  et  simplement  tangentes 
à  cette  surface  la  touchent  suivant  une  ligne  de  courbure. 

La  courbe  sphérique  peut  se  réduire  à  deux  cercles,  dont  l'un 
peut  être  de  rajon  nul  : 

Les  sphères  d'une  même  série,  tangentes  à  deux  cercles  situés 
sur  une  quadrique,  et  simplement  tangentes  à  cette  sur/ace, 
la  touchent  suivant  une  ligne  de  courbure. 

De  même,  pour  les  sphères  passant  par  un  ombilic  et  tan- 
gentes  à  un  cercle  situé  sur  la  quadrique 

On  suppose  que  les  deux  cercles  considérés  sont  une  même 
sphère. 

La  courbe  sphérique  peut  devenir  plane  ;  il  n'y  a  plus  alors  que 
deux  séries  de  sphères  bitangentes. 

Les  sphères  d'une  même  série,  bitangentes  à  une  conique 
située  sur  une  quadrique  et  simplement  tangentes  à  cette  sur- 
face,  la  touchent  suivant  une  ligne  de  courbure,  qui  passe  par 
les  extrémités  du  diamètre  conjugué  du  plan  de  la  conique. 

Les  sphères  d'une  même  série  tangentes  aux  deux  généra- 
trices qui  passent  par  un  point  a  d'une  quadrique,  et  simple- 
ment tangentes  à  cette  sur/ace,  la  touchent  suivant  une  ligne 
de  courbure  passant  par  a. 

On  peut  compléter  ces  résultats  comme  il  suit  : 


(*)  Rappelons,  pour  faciliter  l'interprétation  géométrique  de  ce  théorème,  que 
les  cercles  bitangents  d'un  même  groupe  sont  ceux  qui  touchent  la  quadrique  E 
en  deux  points  a  et  b,  tels  que  les  droites  ab  soient  parallèles  aux  génératrices 
d'un  cône  homocyclique  à  ¥.. 
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On  a  montré  ([ue  le  point  de  contact,  //?,  avec  E,  d'une  sphère 
passant  par  un  cercle  d'une  groupe  donné,  tangent  à  E  aux  points 
a  et  6,  est  sur  une  ligne  de  courbure  fixe  de  E  :  Cette  ligne  de 
courbure  est  normale  en  ni  au  cercle  qui  passe  par  les  points 
a,  b,  m, 

10.  On  peut  se  proposer  d'étudier  les  lignes  de  courbure  d'une 
quadrique  dans  la  Géométrie  de  M.  Cayley  ;  nous  n'envisagerons 
qu'un  cas  particulier  de  ce  problème,  et  nous  arriverons  ainsi  à 
une  extension  simple  des  résultats  obtenus  plus  haut.  —  Etant 
donnée  une  conique  a,  on  appelle  normale  (par  rapport  à  a),  en 
un  point  a  d'une  surface  E,  la  droite  qui  joint  a  au  pôle,  par  rap- 
port à  la  conique  a,  du  plan  tangent  à  la  surface  au  point  a. 

Les  lignes  de  courbure,  dans  cette  géométrie,  sont  alors  des 
courbes  telles,  que  les  normales  à  E  en  tous  leurs  points  forment 
une  surface  développable. 

Dans  la  géométrie  ordinaire,  la  conique  a  est  le  cercle  de  l'in- 
fini. 

Le  théorème  du  n°  3  transformé  par  homographie  peut,  d'après 
cela,  s'énoncer  ainsi  : 

Soit  a  la  conique  prise  pour  conique  absolue  :  les  plans  tan' 
gents  menés  à  une  surface  du  second  ordre  E,  le  long  dune 
ligne  de  courbure  (par  rapport  à  a),  touchent  une  conique  ^, 
située  dans  le  plan  de  la  conique  a,  et  passant  par  les  quatre 
points  communs  à  K  et  à  a. 

En  d'autres  termes  : 

Les  lignes  de  courbure  d'une  quadrique,  par  rapport  à 
deux  coniques  coupant  cette  sur/ace  aux  mêmes  points,  coïn- 
cident. 

Par  suite  : 

Les  lignes  de  courbure  dUine  quadrique,  par  rapport  à  une 
conique  quelconque  passant  par  les  points  communs  au  cerclt* 
de  V infini  et  à  la  quadrique^  coïncident  avec  les  lignes  de 
courbure  ordinaires  de  cette  surface. 

Ce  throrrine  peut  s'énoncer  ainsi,  si  Ton  remarque  que  les 
lignes  de  courbure  de  E  par  nipporl  à  une  conique  a  sont  sur  les 
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quadriqiics   inscriles   dans    la    développabic  circonscrite  à  E  et 
à  a  : 

Soit  la  développable  circonscrite  à  une  surface  du  second 
ordre  le  long  dhine  ligne  de  courbure:  toute  surf  ace  du  second 
ordre  inscrite  dans  cette  développable  coupe  la  première  sui- 
vant une  nouvelle  ligne  de  courbure. 

En  s'appiiyant  sur  ces  résultats  et  en  transformant  par  [homo- 
graphie certains  théorèmes  des  paragraphes  précédents,  on  arrive 
sans  difficulté  aux  conséquences  suivantes  : 

Soient  deux  cônes  du  second  ordre  H 4  et  W^')  homocycliques 
à  une  quadrique  E  :  si  deux  cônes  parallèles  aux  deux  pre- 
miers K|  et  K2,  se  coupent  sur  la  quadrique  y  leurs  sommets 
sont  respectivement  sur  deux  surfaces  du  second  ordre  E|  et 
E2,  concentriques  à  la  surface  E  et  la,  coupant  suivant  deux 
lignes  de  courbure. 

Les  plans  tangents  à  ¥é  le  long  de  la  ligné  de  courbure 
située  sur  E|  sont  parallèles  aux  plans  tangents  du  cône  H2 
et  touchent  la  quadrique  E^;  de  même  les  plans  tangents  le 
long  de  la  ligne  de  courbure  située  sur  E2  ^^ont  parallèles  à 
ceux  de  II i  et  touchent  la  quadrique  E|. 

Soit  H  un  cône  homocy clique  à  une  quadrique  E  ;  les  qua- 
driques  asymptotiques  à  ce  cône,  bitangentes  à  une  courbe 
sphérique  tracée  sur  E  et  simplement  tangentes  à  cet  te  surface  y 
forment  quatre  séries^  et  les  quadriques  d'une  même  série  fou- 
chent  E  suivant  une  ligne  de  courbure  :  cette  ligne  reste  fixe  si 
le  cône  H  varie,  la  courbe  sphérique  considérée  demeurant  la 
même. 

Par  suite  : 

Les  quadriques  homocycliques  à  une  quadrique  E,  bitan- 
gentes à  une  courbe  sphérique  tracée  sur  E  et  simplement 
tangentes  à  cette  surface,  la  touchent  suivant  quatre  lignes 
de  courbure. 

Les  quadriques  homocycliques  à  une  quadrique  E,  bitan- 
gentes à  une  conique  tracée  sur  E  et  simplement  tangentes  à 
cette  surface,  forment  deux  séries  :  les  quadriques  d'une  même 
série  touchent  E  le  long  d'une  ligne  de  courbure^  qui  passe  par 
XIII.  8 
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les  extrémités  du  diamètre  conjugué  du  plan  de  la  section 
considérée, 

I^s  quadriques  homocycliques  à  une  quadrique  E,  tangentes 
aux  deux  génératrices  qui  passent  par  un  point  a,  de  E  et 
tangentes  à  cette  surface,  forment  deux  séries  :  les  quadriques 
dune  même  série  touchent  E  le  long  d^une  des  lignes  de  cour- 
bure qui  passent  par  le  point  a. 

Dans  ces  énoncés,  on  suppose  que  les  quadriques  homocy- 
cliques considérées  touchent  E  en  un  point  non  situé  sur  la 
courhe  sphérique  ou  plane  à  laquelle  elles  sont  bitangentes. 

Soit  H  un  cône  homocyclique  à  une  quadrique  E  :  les  cônes 
parallèles  à  II  qui  sont  doublement  tangents  à  une  courbe  sphé- 
rique (pu  plane)  tracée  sur  ¥j  forment  quatre  {pu  deux)  séries: 
les  sommets  des  cônes  dUine  même  série  décrivent  une  quadri- 
que qui  coupe  la  surface  E  suivant  une  ligne  de  courbure. 

Aux  coniques  communes  à  une  surface  du  second  ordre  E 
et  à  une  série  de  plans  parallèles  à  un  plan  P,  circonscrivons 
des  losanges,  dont  les  côtés  soient  parallèles  à  deux  directions 
données  ;  les  sommets  de  ces  losanges  décrivent  deux  coniques. 

Une  de  ces  coniques  engendre  une  surf  ace  du  second  ordre  ^ 
coupant  E  suivant  une  ligne  de  courbure,  si  P  varie  en  restant 
parallèle  aux  plans  tangents  d\in  cône  homocyclique  à  la 
quadrique  E. 

En  particulier,  ces  deux  propositions  s'appliquent  aux  sommets 
des  carrés  circonscrits  aux  sections  faites  dans  une  quadrique  par 
les  plans  parallèles  à  un  plan  P. 

Les  lignes  doubles  de  la  dévcloppablc  circonscrite  à  une  qua- 
drique E  et  à  une  quadrif/ue  quelconque  homocyclique  sont 
quatre  coniques^  dont  chacune  coupe  VI  en  quatre  points  situés 
sur  une  même  ligne  de  courbure,  etc. 

11.  On  déduit  des  considérations  géométriques  qui  préccdcnl 
une  solution  simple  de  la  question  suivante  : 

Trouver  les  transformations  homographiques  qui  conservent 
les  lignes  de  courbure  dUine  quadrûfue  E,  c'est-à-dire  qui  fout 
correspondre  aux  lignes  de  courbure  de  la  quadrique  E  les  lignes 
de  courbure  de  la  transformée  E'. 
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Remarquons  d'abord  que  les  lignes  de  courbure  de  K  sont  en- 
core des  lignes  de  courbure  quand  on  prend  pour  conique  absolue 
une  des  trois  coniques  focales  de  E  :  cela  résulte  de  ce  que  ces 
focales  sont  des  lignes  doubles  de  la  développable  circonscrite  à  £ 
et  au  cercle  de  Tinfini.  Par  suite,  les  lignes  de  courbure  de  E  sont 
encore  des  lignes  de  courbure  quand  on  prend  pour  conique 
absolue  une  conique  quelconque  passant  par  les  quatre  points 
communs  à  E  et  à  une  de  ses  focales.  (Pour  simplifier  le  langage, 
je  regarderai  le  cercle  de  Tinfini  comme  une  focale  de  E,  et  les 
quatre  points  où  il  coupe  K  comme  des  ombilics).  Il  est  clair  qu'au- 
cune conique  autre  que  celles-là  ne  jouît  de  la  même  propriété. 

Par  conséquent,  les  lignes  de  courbure  de  E  deviendront  des 
lignes  de  courbure  de  E'  si  quatre  ombilics  de  E  situés  dans  un 
même  plan  ont  pour  transformés  quatre  ombilics  de  E'  :  si  cette 
condition  est  remplie,  à  tous  les  ombilics  de  E  correspondront 
des  ombilics  de  FJ. 

Ainsi  : 

Pour  qu'une  Iransformation  honiographiqur  ronsene  les 
lignes  de  courbure  /l'une  quadrique^  il  faut  et  iljiuf/it  qu'elle 
conserve  les  ombilics. 

Cela  posé,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer  : 

1"  [jCS  ombilics  à  Tinfini  se  correspondent  dans  les  deux  sur- 
faces E  et  E'. 

Transportons  dans  l'espace  la  surface  E',  de  manière  à  faire 
coïncider  ses  plans  principaux  avec  ceux  de  E,  pris  pour  plans  de 
coordonnées;  on  pourra  évidemment  faire  en  sorte  que  les  ombi- 
lics de  E'  situés  dans  un  de  ces  plans  correspondent  aux  ombilics 
de  E  situés  dans  le  même  plan. 

Soient 

les  équations  de  E  et  de  E'. 

La  transformation  cherchée  sera,  d'après  ce  qui  précède,  de  la 

forme 

T  —  X.r, 

y'  =  [AV. 
c:  -=  V  z' . 

V  =  ^ 
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puisqu'elle  laisse  inaltérés  les  plans  de  coordonnées  et  le  plan  de 
l'infini. 

Pour  que  les  ombilics  à  Tinfini  se  correspondent  dans  les  sur- 
faces E  et  E',  il  faut  qu'on  ait  identiquement 

a  et  ^  étant  deux  constantes  ;  on  en  tire 

a' 


D'un  autre  côté,  on  a 

a'«=a«X>,    6'«=à«fi«,    c'^=c^^i 

et,  par  suite, 

a'*=  p  -H  aa'=  a(a*-+-  y), 

c'*  =  p  4-  ac*  =  a(c*  H-  y), 

en  posant  ay  ==  ^,  équations  qui  montrent  que  E'  est  homothé- 
tique  à  une  quadrique  homofocale  à  E. 

a"  Les  ombilics  à  l'Infini  ne  se  correspondent  pas. 

En  ce  cas,  on  peut  faire  coïncider  les  pians  principaux  des  sur- 
faces E  etE',  de  façon  que  les  ombilics  situés  dans  les  plans  j:  =  o, 
y=o^  se  correspondent,  et  que  les  ombilics  de  E  (ou  E'),  situés 
dans  le  plan  ^  =  o,  correspondent  à  ceux  à  l'infini  de  E'(ou  E). 

La  transformation  est  alors  de  la  forme 

x'=lXy      y=lLy,       z'=ytj       t'=TSZ. 

11  faut  qu'on  ait  identiquement 
c'est-à-dire 


a«        a*  —  c* 

i^' =  p -^  Z;?zr7^  ' 
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On  a  d'ailleurs 

ah-        ^,,   , 

m 

c  ' 

En  éliminant  \  tx,  v,  tît,  a  et  ^  entre  les  six  relations  pi^cé- 
dentes,  on  trouve  Téquation 


o  = 


d'où  l'on  tire,  a'  et  y'  étant  des  constantes, 

On  en  conclut,  comme  plus  haut,  que  E'  est  homolhétique  à 
uue  quadrique  homofocale  à  la  surface 

/pi       y*       z^ 
6*        a»        c' 

qui  est  égale  à  la  surface  E. 
Donc  enfin  : 

Pour  qiûon  puisse  établir  entre  deux  quadriques  une  rela- 
tion homo graphique  transformant  les  lignes  de  courbure  de 
l'une  en  des  lignes  de  courbure  de  l'autre,  il  faut  et  il  suffit 
que  chacune  d'elles  soit  semblable  à  une  quadrique  homofo- 
cale à  l'autre. 

Il  y  aura  alors  deux  types  de  transformations  homographiques 
répondant  à  la  question. 

12.  On  peut  établir  pour  les  coniques  planes  (ou  sphériques) 
homofocales  une  théorie  analogue  à  celle  qui  précède. 

Nous  nous  bornerons  à  énoncer  dans  le  cas  des  coniques  planes 
les  définitions  et  les  résultats  principaux  auxquels  on  arrive  ainsi. 

On  sait  que  les  bissectrices  d'un  système  de  cordes  communes 
à  une  conique  et  à  un  cercle  sont  parallèles  aux  axes  de  la  conique  : 
nous  dirons  i\\xun  cercle  fait  partie  d'un  groupe  a  par  rapport 
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à  une  conique,  si  une  des  cordes  communes  au  cercle  et  à  la  co- 
nique fait  avec  le  grand  axe  de  cette  dernière  un  angle  égal  à  a  ou 
à  (—a). 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  de  rayon  nul  appartenant  à  un 
même  groupe  par  rapport  à  une  conique  X  est  une  conique  ho- 
mo  foc  aie. 

Les  cercles  dUine  même  série,  bitangents  à  une  conique  [a, 
inscrite  dans  une  conique  X,  appartiennent  à  un  même  groupe 
par  rapporta  cette  dernière;  et  par  suite  :  deux  foyers  associés 
de  \k  sont  sur  une  conique  liomofocale  à  \, 

Par  foyers  associés,  j'entends  les  foyers  situés  sur  un  même  axe 
de  la  conique. 

On  peut  construire  une  conique  [x,  bitangente  à  une  conique 
donnée  \  et  à  deux  cercles  appartenant  à  un  même  groupe 
par  rapport  à  \  ;  la  ligne  des  centres  de  ces  cercles  est  un  axe 
de  la  conique  [x. 

Les  coniques  bitangentes  à  une  conique  a  et  à  un  cercle  don- 
nés se  partagent  en  trois  classes  :  les  coniques  d'une  même 
classe  ont  deux  foyers  associés  sur  une  même  conique  liomofo- 
cale à  X. 

Ces  foyers  sont  ceux  silnrs  sur  l'axe  passant  par  le  centre  du 
cercle. 

Une  des  trois  coniques  homofocales  à  A  ainsi  définies  reste 
fixe  si  le  cercle  donné  varie,  sans  cesser  de  faire  partie  dhin 
même  groupe  par  rapport  à  A. 

*S'/  l^on  circonscrit  un  quadrilatère  à  une  conique  \et  à  un 
cercle,  les  sommets  opposés  de  ce  quadrilatère  sont  deux  à  deux 
sur  trois  coniques  homofocales  à  A  (Chasles). 

Une  de  ces  coniques  reste  fixe  si  le  cercle  considéré  varie  sans 
cesser  de  faire  partie  d'un    même  groupe  par  rapport  à  )- 

Donc  : 

Les  quadrilatères  circonscrits  à  une  conique  A  et  à  chacun 
des  cercles  appartenant  à  un  même  groupe  par  rapport  à  cette 
conique  ont  deux  sommets  opposés  sur  une  même  conique,  ho- 
mn focale  à  A. 
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On  peut  donner  à  ce  théorème  diverses  formes  et  retrouver  de» 
propositions  connues,  en  considérant  par  exemple  les  cercles  tan- 
gents à  X  en  un  nit^me  point,  etc. 


Sur  la  recherche  des  diviseurs  des  fonctions  entières; 

par  D.  Sélivanoff. 

(Séance  du  2  avril  i885.) 

Soit 

/(j7)  =  j:'*-t-  Cl  cr«-»  -+-  Cia?"-*-!-. .  .H-  Ca-\X  -h  c„ 

un  polynôme  quelconque  à  coefficients  entiers. 

Nous  nous  proposons  de  trouver  les  diviseurs  de  f{x)  à  coeffi- 
cients entiers. 

La  recherche  des  diviseurs  du  premier  degré  est  bien  connue. 
Il  est  souvent  utile  dans  cette  recherche  d'avoir  en  vue  la  re- 
marque suivante,  due  à  Gauss. 

Si 

on  a  de  même 

/(x;==(x  — rt)i}/(a7)  (modn), 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 
En  posant  x  =  a^  on  obtient 

fia)  -=•  o  (mod/i). 

Si  la  dernière  congruence  a  lieu,  on  a 

/(>)-=/(-^)~/(«)  (mod/i) 
ou 

f{x)  f-jF"—  rt«-+-c,(.r«-«  — rt«->  )-î-...-+-c-«-|(.r  — a)  (inod/t). 

Chaque  différence  étant  algébriquement  divisible  par  ./'  —  a, 

on  aura 

f{x)-.-.{jr  —  a)^]f{.r)  (niod/i). 

^  j'  —  a  jr  —  a 

Les  deux  congrucnces  considérées  sont  donc  identiques. 
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Si  aucun  des  nombres 

n'est  inulliple  de  /i,  il  est  impossible  que 

f{a)^o  (mod/i), 

car 

f{a)^/(b)y     si     a  =  b{modn). 

Dans  ce  cas   la  fonction  /{jo)  ne  peut  avoir  des  diviseurs  du 
premier  degré. 

Si,  parmi  les  nombres  nommés, /(i)  est  le  seul  divisible  parn, 

on  conclut 

/(^j7)  =  (x  — i)<l/(x)  (mod/i). 

La  fonction  f{x)  peut  admettre  un  diviseur  x  —  a,  mais  il  est 
nécessaire,  dans  ce  cas,  que 

a  =^  I  (  luod  n  ), 

Passons  maintenant  à  la  recherche  des  diviseurs  de  second  de* 

gré  de  la  forme 

(p(ic)  =  x^-\-  ax-^  b. 

On  peut  suivre  la  méthode  dont  quelques  points  importants 
m^ont  été  indiqués  par  mon  ami  M.  Runge. 

On  détermine  d'abord  la  limite  supérieure  des  modules  des 
racines  de  l'équation  y  (x)  =  o.  Soit  p  cette  limite. 

Ce  nombre  peut  être  déterminé  par  les  conditions 

ri(?)>o,  .f(p-i)<o, 

où 

.iix)=  X"  —  I  Cl  I  J7'*-»  —  I  C,  1^'*-»—  .  .  .  —  I  Cn-i  \X  —  \C„\, 

p   étant  un  nombre  entier  et   le    signe  \a\  désignant  le  module 
de  a. 

Supposons  que 

f(x)  =  ':^(x)^{x)y     o(x)  =  x^-^  ax -{- b; 

on  doit  avoir 

\ci\<2p,       |6|<pî, 

car   a  est   la   somme    de    deux    certaines    racines   de    l'équation 

/*(.r)  z==z  r»,  /;  leur  produit. 
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En  posant  x  =  o,  on  trouve 

donc  b  est  nécessairement  diviseur  de  c„. 

En  prenant  pour  x  un  nombre  entier  g^  nous  obtiendrons 

Le  nombre 

est  donc  diviseur  du  nombre /(^). 

Pour  résoudre  le  problème,  on  représente  les  diviseurs  de/(^'') 
sous  la  forme 

de  toutes  les  manières  possibles,  les  coefficients  a  et  6  devant 
remplir  les  conditions  indiquées. 

En  remplaçant  g  par  x^  on  obtient  des  fonctions  parmi  les- 
quelles sont  nécessairement  contenus  les  diviseurs  quadratiques 
de/(j:),  s'il  en  existe  de  tels. 

M.  Hermite,  à  qui  j'ai  communiqué  les  principes  de  celte  mé- 
thode, a  bien  voulu  me  faire  l'observation  suivante  : 

On  peut  se  demander  si,  à  d'autres  points  de  vue,  par  exemple 
au  moyen  des  congruences,  en  prenant  hardiment  pour  modules 
divers  nombres  premiers,  on  n'arriverait  point  plus  vite  au  but. 

En  étudiant  la  théorie  des  fonctions  irréductibles  suivant  un 
module  premier,  j'ai  reconnu  tout  l'avantage  qu'offre  la  consi- 
dération des  congruences  dans  la  recherche  des  diviseurs.  On 
connaît  le  nombre  de  ces  fonctions  (Serret,  Algèbre  supérieure, 
§  349),  et  il  est  facile  de  les  former  pour  les  degrés  peu  élevés. 

Par  rapport  au  module  a,  il  n'y  a  qu'une  seule  fonction  irré- 
ductible du  second  degré 

et  deux  fonctions  du  troisième  degré 

x^  -+-  a:*  -h  I ,     a?'  -+-  j?  -h  I . 
Pour  le  module  3,  on  a  trois  fonctions  du  second  degré 

J7*-4-|,       X^  —  vT—  I,       X^-r-X  —  l 


^^^^^^                                 -  IM- 

^^ 

Rl  huil  fonctions  ilii  Iroisiime  àc^ré 

^_j:_,,     j,i-r-^t,     r'^T'-t.      r^ 

— j^-^i. 

j>— jF*-T-ar-(-i,    iH+ri  — «  +  |.    x*—r'~J-- 

,    J7>- j'-t- jr— 1. 

En  divisant  la  fonction  i>roposéc/(^)  pir 
reconnaît  quels  sont  les  diviseurs  de  /{jc)  du 

ces  fonctions,  on 
econd  et  du  troi- 

si^me  degré  par  rapport  aux  modules  a  et  3. 
Si,  par  exemple. 

/(j-)s=(j'— j^  — ij'K'^'  (moclî 

et  il  /(x)  n'admet  pas  d'autres  diviseurs  suiva 
conclut  c]ue,  parmi  les  fonctions 

n  le  module  3,  on 

j-'-i^-A. 

i)l)lt-nues  par  la  mélliodc  pii^cédente,  on  ne  doit  retenir  (]ue  celles 

IIÙ 

rt^  — r,     h    T  — r  11110(13). 

Prenons  (|iicl(]ue9  exemples  : 

I.  Od  recherche  les  diviseurs  de  la  fonction 

/(*)  =  r'~  lojr»—  îaa-'-v  7 j->—  5ooj- 

1 

Cette  fonction  se  trouve  dans  l'Ouvraj^e  de  M.  Laguerre  { .Vof^ 
sur  ta  résolution  des  équations  numériques,  p.  -  ;  i88o). 

En  réduisant  les  coefficients  par  rapport  au  module  a,  on  ob- 
tient 

/(j-)Ts3-»(^-,-i)  (mo(la). 

La  fonction  /(x)  est  modulo  a  divisible  par  :c  +  i ,  car 


d'où 


/(^)-^^'{X+,}{^' 


■1)  (moJa). 


Passons  au  module  3.  Les  coefficients  peuvent  être  réduits  à  o, 
et  —  I.  On  obtient 

/{j-)  -—  X'—  X'- -i- x*-h T' ^^  (mo<i3). 

En  remarquant  que 


-  i23  - 

on  trouve 

/(j7)  =  u?(jp  — i)(ar -+- i)(jp* — X  —  I)  (luodS). 

Prenons  encore  5  pour  module, 

La  fonction  /(j:*)  n'admet  aucun  diviseur  du  premier  degré, 
excepté  x  suivant  le  module  5. 

On  obtient  la  décomposition  en  facteurs  irréductibles 

f{x)-:E=  x^{x^ — 2X-4-2)  (modS). 

Supposons  qu'on  ait 

il  est  nécessaire  que 

a==o  (mod5). 

Pour  j:  =  I ,  on  trouve 

f{\)  =—2.3.109. 

Le  module  des  racines  de  Téquation  f{x)  =  o  étant  inférieur 
à  i3, 

|o(i)l<i4. 

De  la  congruence 

ç(jr  )  i=  X  (modS) 

résulte 

^(i)  —.  I  (modS). 

On  doit  avoir 

©(i)  =  i. 

car  '^(i)  est  diviseur  de/(i). 

Mais 

9(i)  =  i  — a, 

d'où 

a  =  o, 

ce  qui  est  impossible,  car/(io)  est  différent  de  zéro. 

La  fonction  /(jc)  ne  peut  donc  avoir  des  diviseurs  du  premier 
degré. 
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Supposons  maintenant  qu'on  ait 

Comme  les  modules  des  racines  de  l'équation /(x)  =  o  sont  infé- 
rieurs à  1 3,  on  a 

|a|<26,     \b\<i2o, 

cp(i3)  <  i3*-+- 26.i3 -+- 120     ou    «p(i3)<627. 

On  a  encore 

<p(i3)>o, 

car  les  racines  positives  de/(x)  =  o  sont  inférieures  à  i3. 
Le  nombre  ç(i3)  est  diviseur  de 

/(23)  =  2.3. 1657, 

et,  par  conséquent,  il  ne  peut  avoir  que  les  valeurs  suivantes  : 

o(i3)  =  I,  2,  3,  6. 

11  résulte  de  la  relation 

/(jr)  =  x'(j:* — 2X-r-a)  (modS) 

que 

<p(ar)^  J7'  (modS) 

et 

G  (  1 3  )  £::=  5  (  —  2  )  ---  —  I  )  (  mod  5  ). 

Les  nombres  i ,  2,  3,  6  ne  sont  pas  congrus  —  i  module  6\  d'où 
il  suit  que  la  foncliony*(j:)  est  irréductible, 

{1}  /{^)  —  J^* —  5j*^h-  21  x' —  28X*—  29X  —  70. 

En  elTec tuant  les  mêmes  calculs,  on  trouve 

/(x)  =  x(j*~  i)(-r*— -r-^i)  (inod2)f 
/l  j*  ^  z^  (  j**  —  I  H  j*'  —  x^  —  X  —  I  )  (  mod  3  ). 

La  fonction  f{jr)  n'a  pas  de  diviseurs  du  premier  degré.  Qier- 
ohons  les  diviseurs  du  second  degré 

t5(^X  )  =  X'  —  rtX  —  6, 

/V9^  =  r^9^4"9*  =  2*.6i9. 
r»  9  ^-^9* -3.9  9«—  3.9*. 9—  70  =  M73. 
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3i3>cp(9)>VtV» 

3i3>©(9)>7- 

^(j?)  E=  a7*-4- a:  (moda),     ^(x)^r=  x^-h  i  (mo(13), 

?{9)  ^  o  (moda),  0(9)  f=  1  (mod3), 

?(9)  =  i6,  64. 

Il  faut  représenter  maintenant  ces  valeurs  de  ^0(9)  sous  la  forme 

9»H-9a-f-^>, 

que  nous  désignerons  pour  abréger  par 

(i,  a,  b). 

Ayant  une  représentation 

on  obtient  toutes  les  autres  en  posant 

a  — a' — ^,     b^b'-^^t^ 

i  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Les  valeurs  de  a  et  6  doivent  remplir  les  conditions 


a|<i8,    a  =  i  (moda),     a  =  o(mod3), 
7o^o(mod6)y     6£=Eo(moda)y     ^  =  i(mod3). 

Les  diviseurs  pairs  de  70  sont 

2,  10,  14,  70. 

b  peut  avoir  les  valeurs — a,     10,     — 14.       70 

Leurs  restes  module  9 — a,       1 ,  §,     — 2 

16  =  (i,  —9,   16), 
^  =  16  -+-  9/  =  —  a,  70,     /  =  —  2,  6, 
«  =  — 9  — /=  — 7,  — 15, 
ç(i)  =  I  -Ha  -i-  />  =  »,  2'. 7,    /(i)  --  2*,  1 1. 

ç(i)  n'étant  pas  diviseur  de/(i),  la  valeur 

o  (  ar  )  =  a?»  —  1 5  37  -h  70 

est  inadmissible  : 

64  =  (1,  —9,  6iK 

b—      64-^^9/  —  10,       /r=-      C, 

a  —  — 9  —  /     —  —3. 


-  126  - 
On  obtient  une  seule  fonction 

pouvant  être  diviseur  de/(x).  Exécutant  la  division,  on  trouve 

/(x)  ={x^  —  ^x  —  io)(>'  —  20?* -i-  5-r-^  5a?  -h  7). 

La  recherche  des  diviseurs  devient  plus  simple  si  Téquation 
f(^x)  =  o  a  des  racines  égales. 

L^application  du  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  est 
souvent  impraticable  à  cause  des  grands  coefficients  qui  apparais- 
sent dans  les  divisions  successives. 

Quelques  exemples  suffîsent  pour  faire  voir  quels  bons  services 
rend  dans  ce  cas  la  considération  des  congruences. 

3.  Soit 

/(x)  —  x"^ -^x^—  5 a;* H- 24^^ —  38jr'-H  53a:* —  36x -r- 20. 

Après  avoir  reconnu  que  /(x)  n'a  pas  de  diviseurs  du  premier 
degré,  supposons  qu^on  ait 

En  prenant  a  pour  module,  on  trouve 

/(a!')=r^a!r7-f-ar<-|-ar*-}-ar*  (moda),     /'(a:  )  =:s  x^-H  a:*  (mod'>.), 

f'{x)  étant  la  dérivée  de/(jr). 
En  remarquant  que 

JC.r2)  — .f(j')î   (mod2), 
on  a 

/*'(  X  )  =r:  X'(  T  ^-  l)^    (  mO(l  2  ). 

La  fonction  /"(j:)  est  modulo  2  divisible  par  j-  -f-  i ,  car 

/(  I  )    -  o  (  rnod  •^.  ). 

Donc 

r^ix)  ~  x^~h  T  (  mod  2  ). 

En  prenant  '.\  pour  module,  on  trouve 
/(  X  )  ^  x'  -h  x^  -^  x^ -\-  x^  —  x^  —  i.     f'{x)=^-x{x^  —  x^-^\)  (  mod  3  )• 
Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  des  fondions /(J") 


Dans  les  divisions  successives,  il  convient  de  remplacer  les 
coefficients  par  o,  i  et  —  i .  On  obtient 

<p(a?)  =  ir>  —  X  —  I  (inod3). 
Prenons  encore  pour  module  le  nombre  1 1 , 

/(ir)  =  jr7_|_  x« —  5j:*-i-  2J**  —  5x^ — ix^  —  3x  —  ai 

}  (mod  1 1). 
f\x)~—    4jr8— 52:*— 3:z:^— 3j'*--4:r«— 4ar  — 3  ) 

Sans  altérer  le  plus  grand  commun  diviseur  des  fonctions /(^) 
et/'(x),  on  peut  multiplier /'(x)  par  ( — 3)  afin  de  rendre  le 
coefficient  de  x^  égal  à  i.  On  trouve 

—  3/'(x)  ^x^-+-  ix^ —  2x^ —  ix^-\-x^-^  X  —  2  (mod  11). 

En  effectuant  les  divisions  successives,  on  obtient  le  résultat 

suivant  : 

^{x)=E^x* — iF-+-2  (modii). 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  Téquation 
/"(j?)  =:  o,  que  nous  désignerons  par  r,  étant  égale  à  2, 

<p(2)>  O. 

Les  congruences  obtenues  permettent  de  conclure  que 

©(2)^0  (inod2),     <p(2)  =  i  (mod3),     ?p(2;==4  (modii). 
Mais,  comme  f(iî)^  doit  être  diviseur  de 

/(2)=  2^.17, 

on  a 

Ayant  une  représentation 

on  trouvera  toutes  les  autres 

4  =  2*-f-2aH-6  =  (i,  a,  b) 

au  moyen  des  formules 

a  =  —  tf     b  =  'xff 

i  étant  un  nombre  entier  quelconque. 
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Le  nombre  cp(3)est  diviseur  de 

/(3)  =  28i3  =  39.97» 
«(3)  <  3»-M2.3ï-f-/,8.3-i-  35  =  3i4, 
rK3)<3^-h4.4.3»^6.4«.3*-h  4.4»3-+-35  =1988, 

?(3)>î5iJ     ou    ?(3)>i. 

Donc  o(3)  doit  être  un  diviseur  impair  de/(3)  compris  entre  i 
et  3i4  congru  à  — i  module  3.  On  conclut 

?(3)=29. 

Ce  nombre  doit  être  mis  sous  la  forme 

3'—  3*a  -H  36  -+-C  =  (i,  a,  ô,  c). 

Supposons  qu'on  ait 

(i,  a,  b,  c)  —  (i,  a',  b',  c'), 

on  trouve 

c  =  c' H- 3^1,     b  =  b' — ^i-f-3^1,     a=a  —  /j, 

^1  et  ^3  étant  des  nombres  entiers  quelconques. 

Le  nombre  c  doit  être  diviseur  de  35  vériflant  les  congruences 

c=Ei  (mods))     c^ — 1  (inod3). 

Les  diviseurs  de  35  sont i,         5,     7,       35 

Leurs  restes  module  3 i,     — 1,     1,     — i 

Le  nombre  c  peut  donc  avoir  les  valeurs 

c  =  —  I,   >,  — 7,  35. 

De  la  représentation 

^9  =('»  —3,   7,  8  ) 
on  déduit 

<^  —  8  -I-  3/,^  —  I,   5,  —7,  35;     ^,=  -  3,   —  1,  —5,  9, 

b—      7  —  /, -H  3/5  —  10 -h  3^2,     8-1-3/2,     12-+-3/3,     — 2-T-3/2Î 

a  =  —  3  —  t^. 

Les  valeurs  de  a  et  6  sont  assujetties  aux  conditions 

6  "  I,     a^^  o  {  modî), 
6  Eis  o,     a  ^^  o  (inod3), 
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La  valeur  de  b  étant  multiple  de  3,  on  a 

Pour  que  h  soit  impair,  il  faut  que  /o  le  soit  aussi.  Posons 

on  aura 

De  la  relation 

a     .o(ino(i3)     ou     —  i  —  •>.  M     -  o  (mod3) 


résulte 


Pour 


u=^i  <mod3),     M  =  I -^  ;w% 


V   —  O,  I, 

a  —  —  6,     — r2, 

r  :_   —    7,       —    7, 


1, 

—    2. 

-  3, 

C). 

(i, 

12, 

3, 

-i3. 

53, 

/  î 

--  7» 

?p(i)      —  I  -r-  a  H-  6  —  6"  =  9,  21,  —  3,  — 1:5,  38;    /u)       —  —    3. 1 1 
—  ?( — i)  =  i  —  a '- b  —  c  =  »,     n.        II,         »,     »  ;     /*(  —  i)  =       11.19 

On  n^obtient  qu^une  seule  fonction 
qui  est  en  réalité  diviseur  de /(x) 

Pour  décomposer  les  nombres  en  facteurs  premiers,  nous  nous 
sommes  servi  d'une  Table  contenue  dans  le  Recueil  de  M.  Hoùel 
(Tables  de  logarithmes,  etc.,  ïable  VII,  p.  1 16). 

Dans  les  exemples  compliqués,  il  est  nécessaire  de  recourir  aux 
grandes  Tables  des  diviseurs  de  Burckliard  (jusqu'à  3o36ooo). 
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Sur  la  résolution  des  problèmes  géométriques  par  le  calcul 

des  variations  ;  par  M.  A.  Starkoff. 

(Séance  du  i8  mars  i885.) 

Parmi  les  problèmes  géométriques  sur  le  calcul  des  variations, 
qui  ont  pour  but  la  recherche  des  courbes,  on  rencontre  des 
questions  qui,  par  la  forme  des  données,  peuvent  être  résolues 
seulement  en  prenant  Tare  s  pour  variable  indépendante.  Encore 
Moigno  (*),  étant  tombé  sur  des  cas  de  cette  nature,  a  indiqué  la 
voie  qu'il  faut  suivre  lorsqu'on  prend  Tare  s  pour  variable  indé- 
pendante. Le  procédé  proposé  par  Moigno  est  fondé  sur  les  consi- 
dérations suivantes.  Comme  les  accroissements  de  chaque  coor- 
donnée X  ely  séparément  ne  doivent  jamais  être  plus  grands  que 
Taccroissement  de  l'arc  5,  il  suit  que  les  relations  entre  l'arc  s 
et  chacune  des  coordonnées  ne  sont  pas  toutes  géométriquement 
possibles.  Comme  exemple,  Moigno  indique 

y  =  a-h  bsj     où     ^  >  i , 

équation  géométriquement  impossible.  Il  est  évident  que  dans  la 
résolution  des  problèmes  géométriques  sur  le  calcul  des  varia- 
lions,  dans  le  cas  où  Tare  s  est  pris  pour  variable  indépendante, 
les  fonctions  géométriquement  impossibles  semblables  à  celle  qui 
vient  d'être  citée  ne  doivent  pas  entrer  dans  l'expression  sous  le 
signe  f.  Arrivé  à  ces  conséquences,  Moigno  indique  un  moyen 
pour  faire  entrer  dans  la  représentation  analytique  du  problème 
seulement  des  relations  géométriquement  possibles  entre  Tare  s  et 
les  coordonnées.  A  cet  elfel,  il  faut  introduire  dans  le  problème  la 

condition  que  les  valeurs  des  dérivées  -^  et  -7- soient  renfermées 
^  as        as 

entre  les  limites  -j-  i  et  —  i.  Cette  condition,  à  l'avis  de  Moigno, 
peut  être  introduite  en  supposant  que  les  dérivées  dont  il  sagil 
sont  liées  entre  elles  par  Téqualion 


m-m- 


(I)  -:-  -      -T-        —  I  —  O. 


(')  Mon.No,  Cafcu/  des  variations,   p.  a?)!^),  eic.   Paris,  iHGi 


—  \x\  - 


Mais  il  est  évident  que  cette  équation  est  loin  de  renfermer 
tous  les  cas,  c'est-à-dire  de  déterminer  toutes  les  fonctions  pour 
lesquelles  les  conditions 


(a) 


_;..  I 


et     -+-  I  > 


m 

ds 


sont  remplies  (  *  ).  C'est  pour  cela  que  l'introduction  de  l'équa- 
tion (i)  dans  l'expression  analytique  d'un  problème  géométrique 
sur  le  calcul  des  variations,  introduction  eflectuée  pour  restreindre 
ce  problème  par  les  conditions  (2),  en  retranche  une  infinité  de 
relations  géométriquement  possibles  pour  lesquelles,  quoique  l'é- 
quation (i)  n'ait  pas  lieu,  les  conditions  ('i)  sont  remplies.  Par 
conséquent  la  résolution  du  problème  sous  cette  forme  n'aura  pas 
le  degré  de  généralité  voulue,  qui  peut  être  obtenu  seulement  par 
l'introduction  dans  la  représentation  du  problème  de  toutes  les 
relations  géométriquement  possibles  entre  l'arc  s  et  les  coordon- 
nées X  et  y. 

D'autre  part,  il  est  facile  de  voir  que  pour  chaque  point  ordi- 
naire (-)  de  la  courbe  (fig-  1  )  a  lieu  l'équation 


m'' 


(I)  rljT^ -^  dr^' =.  ds^     ou      (111  )   --^-^'y_i  =  o, 

qui  cesse  d'exister  au  [)oint  singulier  ijlg*  2).  (Pour  mon  but,  il 


Fig.  I. 


Fig.  2. 


d» 


dy 


dic 


suffit  d'avoir  en  vue  les  poinls  anguleux).  Mais  les  conditions  (2) 
sont  remplies  indifleremment  dans  les  points  ordinaires  et  dans 
les  points  singuliers  en  exigeant  seulement  que  la  ligne  soit  con- 

(')   Par  exemple,  l'équalion 

/  dxV      /dy\'' 


i  _  \        l  _  Y  ^ 


1  -     o, 


011  m  et  n  sont  réelles  et  positive'^,    présente  un    cas    plus  général    que    l'équa- 
lion  (i). 

(')  Jordan,  (^ours  dWnnlyxr,  1.  l.  p.  \()>>.  elc.  Paris,  i!^>l!. 


M 
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linue  suivant  sa  longueur.  Donc  Téquallon  (i)  exprime  la  condi- 
tion qui  détermine  les  courbés  continues,  construites  suivant 
toute  leur  longueur  d'après  une  loi  donnée,  tandis  que  les  inéga- 
lités (a)  peuvent  également  se  rapporter  soit  aux  courbes  com- 
posées de  points  ordinaires,  soit  aux  lignes  continues  dans  leur 
longueur  ayant  un  nombre  indéterminé  de  points  singuliers,  c'esl- 
à-dire  aux  lignes  brisées  qui  se  composent  de  morceaux  de  lignes 
courbes  (/ig^-  3)  ou  droites  (/ig-  4  )•  Donc  la  résolution   du  pro- 


Fig.  3.  iMg.  '4. 


y 


blême  géométrique  sur  le  calcul  des  variations  avec  rintroduction 
de  Téquation  (i)  équivaut  à  éliminer  les  lignes  brisées  et  à  tenir 
compte  seulement  des  courbes  construites  suivant  toute  leur 
longueur,  d'après  une  loi  déterminée.  Au  contraire,  la  résolution 
du  même  problème,  d'après  les  conditions  (•^),  a  un  caractère 
plus  général  et  embrasse  aussi  bien  les  lignes  courbes  que  brisées. 
Dans  la  recherche  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  de  l'inté- 
grale 

\3)  I       'l{  jr,  ^, -il.  \\t y„)dj\ 


OÙ  »'i,  »'.>,  ...,  Vn  sont  les  dérivées  successives  de  >',  on  lient 
compte  seulement  des  fonctions  ï' =  F(\r)  cjui  représentent  des 
courbes  continues,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  r,  pour  lesquelles 
1  équation 

(777;  -^-(^/.-jr'^" 

a  lieu  en  génrral.  Si,  dans  ce  cas,  on  obtient  dans  la  solution 
même  des  points  singuliers,  l'intégrale  ne  sera  ni  maximum,  ni 
minimum  (  '  ). 


(')  V.w  elVel,  soient,  par  exemple, 

Il        I         v  (/.v     cl     V       /"(J',  J  .  r.  ) 
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Mais,  dans  la  recherche  d'un  maximum  ou  d^in  miuimum  de 
rintégrale 


•    f. 


Huiilée  seulement  par  les  conditions 

d>r  flv 

intervient  encore  outre  toutes  les  fonctions  qui  entrent  dans  V in- 
tégrale (3)  et  qui  représentent  des  courbes,  une  nouvelle  série 
de  fonctions  qui  représentent  des  lignes  brisées  et  qui  disparaissent 
de  rintégrale  (3).  Mais,  si  nous  limitons  Tintégrale  (4)  par  l'intro- 
duction de  l'équation  (i),  nous  en  excluons  par  cela  même  les 
lignes  brisées,  et  le  résultat  obtenu  sera  complètement  identique 
avec  celui  que  Ton  trouve  dans  la  recherche  du  maximum  ou  du 
minimum  de  l'intégrale  (3).  Donc,  la  résolution  du  problème  géo- 
métrique parle  calcul  des  variations  sous  la  forme 

(5)  0  j       o^5,  .r,r,  X,,  vi,yi,rî.  ...,x«,j'„)rf5- o, 


*  •»• 


la  condition  pour  un  maximum  ou  un  minimum  srra 

Soit  la  courbe  trouver 

V{Xyy,a,b)  =  o, 
nous  avons 

En  substituant  1rs  valeurs  dp  r,  et  y\^  déterminées  par  les  équations  (^),dans 
l'expression  (a),  nous  obtenons 

\dy      ôxdyj  Oy      OyOy^  Ox      Oy\\0x'         dxôy"^      Oy^  ^  ) 
Mais,  pour  le  point  singulier,  nous  avons 

i)F  ÙF 

Ox"''^     ^'  =  ^' 

par  suite  ---7  —  0,  et  rintégrale  donnée  ne  sera  ni  maximum  ni  minimum. 
ôyi 
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avec  les  condilions  (2),  sei^a  plus  générale  que  celle  de  la  forme 

parce  que  dans  le  cas  (5),  outre  les  courbes,  on  Introduit  dan:» 
rintégrale  aussi  les  lignes  brisées. 

Pour  illustrer  ce  qui  a  été  dit,  nous  examinerons  le  problème 
de  Newton  sur  la  surface  de  moindre  résistance.  La  voie  générale- 
ment usitée  pour  la  résolution  de  ce  problème  consiste  à  rendre 
égale  à  zéro  la  première  variation  de  Fintégrale 


Jyyî  ^*» 


après  Tavoir  préalablement  réduite  à  la  variable  indépendante  x 
à  Taide  des  formules 

dy       j  .  civ  p 

en  vertu  desquelles  nous  avons 

^jyy\  ds  =--  ^jyyl  dy  =  ^J yj^r^dx  =  o; 

d^où,  les  opérations  indiquées  effectuées,  on  trouve  l'équation  de 
la  courbe 


(L-^^;^-^'^'^^^)""'^- 


On  obtient  la  même  courbe  en  résolvant  le  problème  sous  la 
Ibniie 

(  7  )  0  /  \yy]  -^  A  {.ri      -y]  -     i)\  ds  ^  o. 

En  effet,  on  lire  de  (-)  deux  é(|ualions  dllférenlielles 

ffv  d     Ov  <)v         d     fh 

<Kr        ds  Oxi  Oy        ds  ôyx  ' 

dont  l'intégrale  sera  (*) 

Ov                 rtv 
(8)  V  z^  xt h  Vi  ou      A  -r-  yy\  =  o. 


(')   Mok.no,  Calcul  des  variations,  p.  2]o.  Paris,  t86i 
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D'autre  part,  de  l'équation 

âv         d    àç  _ 
dx        ds  Oxx 

V  ne  contenant  pas  j?  et  y-  étant  égal  à  zéro,  nous  obtiendrons 

•^ — =  —  aci     ou    a:iÀ-+-Ci=o, 

OX\ 

d'où  la  valeur  de  X  se  déterminera  ainsi 

En  portant  cette  valeur  dans  Tintégrale  (8),  nous  avons 

d'où,  en  substituant  pour  j7|  et  ^*|  leurs  valeurs 

dx  I  dy  p 

Xi  =  -.-  =     ■  et    vj  =  -j-  =        ^       , 

ds      )/i-hp^  «*      /i-^y>* 

on  trouve 

l'équation  de  la  même  courbe  que  nous  avons  obtenue  en  pre- 
nant X  pour  variable  indépendante. 

Mais  Legendre  (*)  avait  déjà  indique  que  la  solution  obtenue 
ne  présente  pas  un  minimum  et  qu'une  ligne  quelconque  de  zig- 
zag ou  brisée  donne  la  surface  de  moindre  résistance.  En  introdui- 
sant, conformément  à  ce  qui  a  été  indiqué  plus  haut,  cette  ligne 
brisée  dans  la  représentation  analytique  du  problème,  c'est-à-dire 
en  prenant  la  variation  de  l'intégrale 


oJyy\  ds, 


sans  introduire  l'équation  (i)  comme  restriction,  nous  avons 

Ov        d    ôv 

- —  -   o 

dv        ds  dyx 


(  '  )  Lb<;e?(diik,  Mémoire  sur  In  manière  de  distinguer  les  maxima  des  minimn 
flans  le  calcul  des  variations  (Mémoires  de  l'Académie  de  Paris,  p.  ?\:  1786). 


—  l.iS  - 
ou 

d'où 

j.=  ^=:o     et    ^î+3j'-2_  =  o. 

La  première  de  ces  équalions  appartient  à  Taxe  de  révolution 
ou  à  chaque  droite  qui  lui  est  parallèle,  mais  la  seconde  équation, 
après  avoir  séparé  les  variables  et  substitué 


à  ds,  donne 


d'où 


,        dv 
as  =  — 

7i 


dv       ^  dvi 

-^H-3-^^  =  o     ou     vv?  =  C|; 


(9)  ^^Jî   """  ^^""^ — 7' — ' 

équation  de  la  courbe  relativement  à  laquelle  Legendre  {Afém. 
cit,,  p.  a4)  ^  déjà  remarqué  que  sur  elle  l'intégrale  de  la  résis- 
tance a  un  minimum  absolu. 

Pour  la  détermination  de  x,  nous  avons 

^'»'  ri  y       v^ï  —  vî  » 

~-  —   -    ■  ou      a,r  =   ~ ^—  ay, 

d'où 


En  eirecUiant  ici  l'intégration  indi(]uée  en  v  substituant  la   va- 
leur de  j'  tirée  de  l'expression  (9)  et  posant,  pour  abréger, 


V  Tj  —a     et        -  ^c"i  loi;r'i  -^  r^  —  /->, 
nous  obtenons  l'é(|uation  de  la  courbe  sous  forme  finie 

*'■    '  8  Te  L'^  V  -  <r^'  )  V .v^  --a^^  cO  lo-  (7^  -  \/ /'  -  a^)\-^  h- 

11  est  facile  de  voir  que  sur  cette  courbe  rinlégrale  de  Ja  résis- 
tance a  une  Nalcur  moindre   (pie   sur  la   courbe   de  iVewton.  Kn 
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effet,  sur  la  courbe  de  Newton,  déterminée  par  Téquation 


y  ==  Ci 


(  ,  _u  ^«  \1 


rintégrale  de  la  résistance  obtient  la  valeur 


^* /77Î  ^*  =  ^'^1   / 


(I  -+-  /?*)* 


(n-/?«) 


— jj  ds  =  kci  j  v^iH-/?'  <i5. 


Mais,  sur  la  courbe  de  Legendre  indiquée  ici  et  déterminée  par 
Téquation 


y  ~  ^-1 


/,» 


nous  avons 
k 


Çyy\ds--.kc,    /— -ff^       ^'     .ds  =  kc,fds, 

ce  qu^il  s^agissaitde  montrer. 

Sur  la  Jig,  5  la  courbe  continue  est  celle  de  Newton,  la  courbe 


Fig.  5. 


Yl 


B 


.^-', 


Bi 


pointillée  est  celle  de  Legendre  ;  elles  sont  construites  avec  les 
mêmes  valeurs  des  constantes  arbitraires. 

Il  est  facile  d'obtenir  les  mêmes  résultats  aussi  dans  le  cas  où  la 
surface  de  la  moindre  résistance  est  limitée  par  une  condition, 
par  celle,  par  exemple,  de  contenir  un  volume  donné-  Dans  ce  cas 


-    1  H)  — 


la  lésolulion  du  problème,  la  coordonnée  x  étant  prise  pour  va- 
riable indépendante,  s'obtient  de  l'expression 


s/(^' tt;;-,  ^ '^0 ''•"  =  °' 


ou  de  l'expression 


^J\jy\ 


av' 


v/i  -y\  ^  l{x\  -hjî  —  I  )]  ds  ^  o; 


dans  l'un  et  dans  l'autre  cas  on  obtient  comme  solution  la  courbe 
déterminée  par  l'équation 


(lo) 


av*-^  C|  = 


_      V/*^ 


t  il 


(l-T-/>»j 


Mais,  comme  M.  ïodhunter  a  montré  (')  que  la  solution  obte- 
nue ne  présente  pas  un  minimum,  et  que  l'intégrale  de  la  résis- 
tance sur  une  certaine  ligne  brisée  formant  par  la  révolution  un 
solide  de  même  volume  a  une  valeur  moindre.  En  introduisant 
cette  ligne  brisée  dans  la  représentation  analytique  du  problème 
en  se  fondant  sur  les  considérations  ci-dessus  exposées,  c'est- 
à-dire  en  admettant  l'arc  s  pour  variable  indépendante,  sans  res- 
treindre cette  variable  par  l'équation  (i),  nous  obtenons 

d'où  il  est  facile  de  trouver  l'équation  ci(»  la  courbe 


(II) 


').rp^ 


(I    p'-r- 


Afin  de  montrer  que  le  minirnuin  de  rinlégrale  de  la  résistance, 
déterminé  par  la  courbe  (i  i),  est  moindre  qu(î  celui  qui  est  dé- 
terminé par  la  courbe  {  lo),  nous  résoKoiis  les  deux  équations  (  ii) 
el  (lo)  par  rapport  à  r,  et  nous  obtenons  de  (i  i) 


(  I  (  I  ) 


/'' 


»  u  —p-y 


\ 


1    —  ïr. 


1 1 


/>«,= 


y" 


(M  ToDiUNThR,  /fr.scnrches  in  thc  cnlcuhts  of  variations,  p.  >oo.  London.  1S71 


-  lil  - 

et  d<»  rrc|iialiojj  (lu)  nous  lrou\uiis 

En  drsignanl,  pour  al)réger, 

I>r^  ac-, ^ , 

et  en  décomposant  dans  les  expressions  (i  1 1)  et  (iO|)  les  radicaux 
en  séries,  nous  avons,  dans  le  premier  cas, 

et  dans  le  second  cas,  c'est-à-dire  pour  (iO|), 


(lOj  )   ' 

J  p3  3  .-^pv 

f  ;:  (I  ■:-/'*  ;* i,-  (  1  -'-/>«  )' 


En  substituant  ces  valeurs  des  radicaux  dausies  expressions  (i  1 1) 
et  (iO|  )  pour  >',  nous  obtenons,  pour(ii|), 

et  pour  (lOi), 

I  #>3  l>  1  I  p  « 

*^       a  (  I  -^  />*  )*   ji  L  « 

-H  --(■-/,', -.-jj-^-(.^/,«)«  +  ...J. 

En  introduisant  les  expressions  ainsi  obtenues  pour  les  v  dans 
l'intégrale^ de  la  résistance 

nous  trouvons  la  valeur  de  cette  intégrale  pour  la  courbe  (i  i), 

A     /    rV?  «v  -    -  -     /    (   I  -r-   —   -t-    — -   -T-    "TT-  -:-•  •  •  )  «*• 

,./  "  i>.a,/    \  4  «  ^ï  / 


-  I«  - 

eï,  pour  la  roiirhe  (lo). 


-^<i-/?V)2     •••1(1-'  T?';*^*- 

Il  csl  évident  (jue  la   valeur  de  la  première  inlégrale  est  plus 
petite  que  la  valeur  de  la  seconde  (' ).  c.   o.   f.  n. 


Sur  la  détermination  des  axes  de  r indicatrice  en  un  point 
d'une  sur/ace  du  second  ordre  ;  par  M.  (i.  IIimbert. 

(Sranrc  du  i3  avril  iH8.').) 

La  construction  que  nous  allons  donner  repose  sur  le  lemme 
suivant,  facile  à  démontrer  : 

Soit  un  cercle  y,  coupant  une  quadrique  E  en  quatre  points 
r/,  bj  a' y  b' ;  les  droites  aaf  et  bb'  sont  parallèles  à  deux  géné- 
ratrices d^un  cône  du  second  ordre.  H,  homocvclique  à  E. 

Appelons  o  le  reulre  de  K  :  les  plans  menés  par  o  normalenienl 
aux  droites  aa'  el  hb'  sonl,  d'après  c(*la,  les  plans  menés  langen- 
licllement  à  un  cône  K,  de  sommet  o,  supplémenlaire  du  cône  H, 
parla  normale  o  au  plan  du  cercle  *',  issue  de  o. 

Or,  les  cônes  H  étant  liomoc\cli(iues,  les  cônes  K  sont  homoio- 
eaux  (ils  ont  pour  locales  les  droites  menées  par  o  normalement 
aux  plans  des  sections  circulaires  de  E),  et  par  suite  les  plans  me- 
nés par  la  droite  o  tangentiellement  à  l'un  quelconque  des  cônes  K 
sont  également  inclinés  sur  deux  plans  fixes,  passant  par  o. 

Ces  deux  plans  coupent  le  plan  du  cercle  *'  suivant  deux  droites 
(|ui   sont,   d'après  ce  qui  précède,  parallèles  aux  bissectrices  des 


(')  A  laide  des  mêmes  raisonnements  il  serait  facile  de  faire  voir  que  la  sur- 
face de  révolution  à  ré«;istanre  maximum  comprenant  un  volume  donné,  déter- 
miné conformément  aux  considérations  indiquées  plus  haut,  donne  une  valeur 
plus  gran<le  jjour  l'intégrale  de  la  résistance  que  rellr  nhtniiie  en  prenant  l.i 
coordonnée  j:  pour  variable  indépendante. 
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droites  aa'  et  hb\  c/est-à-dire  aux  axes  de  la  section  faite  dans  E 
par  le  plan  du  cercle  v. 

Pour  déterminer  ces  deux  plans,  on  peut  supposer  que  le  cône  K 
se  réduise  à  deux  de  ses  focales  :  soient  D|  et  Do  ces  droites,  si- 
tuées dans  un  même  plan  principal  de  E  ;  les  plans  cherchés  sont 
les  plans  bissecteurs  des  plans  menés  par  la  droite  o  et  chacune 
des  droites  D|  et  D^. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

Soient,  clans  un  plan  principal  d^une  quadrique,  D|  e^  D^ 
les  perpendiculaires  menées  par  le  centre  aux  deux  plans  de 
sections  circulaires  normaux  au  plan  principal  considéré. 

Soient 
P  un  plan  quelconque; 

p  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  sur  ce  plan  du  centre 
de  la  quadrique; 

nii  et  m^  les  points  où  il  coupe  les  droites  D|  ei  D2. 

Les  axes  de  la  section  faite  par  le  plan  P  dans  la  quadrique 
sont  parallèles  aux  bissectrices  des  droites  p  m  x  et  pm^. 


Sur  la  réduction  des  intégrales  hvperelliptiques ; 

par  M.  E.  Goursat. 

(Séance  du  (»  mai   iS85.) 

La  réduction  des  intégrales  abéliennes  aux  intégrales  ellip- 
tiques ou  à  des  intégrales  abéliennes  de  genre  inférieur  a  fait,  de- 
puis quelques  années,  Tobjet  d'un  grand  nombre  de  Mémoires. 
Je  citerai  en  particulier  les  travaux  de  M.  Kœnigsberger,  de 
M.  Picard  (Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XI),  de 
M"*  Kowalewski  (Acta  Mathematica,  t.  IV)  et  un  article  récent 
de  M.  Poincaré  dans  le  Bulletin,  où  il  expose  deux  beaux  théo- 
rèmes dus  à  M.  Veierstrass.  La  plupart  de  ces  géomètres  se  sont 
placés  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions  8  de  plusieurs 
variables.  Dans  le  travail  ci-dessous,  la  méthode  suivie  est  au  con- 


-  !«  - 


iM,  |)<Mir  la  cniirlu*  i  lo). 


1» 
I 


5f>» 


Si 


8  ' 


(  I  —  />=  I 


3 
S.S-- 


II  est  rM'dcnt  (jiio  la   valeur  rJo  la  prem» 
polilp  qiir  la  Naleiir  clf»  la  seconde!  ')• 


>'///*  la  détermination  des  axes 
d'une  surface  du  second  ot 

(Sranrc  du 


J^a  construction  que  nou' 
suivant,  facile  à  démontrer 

Sait  un  cercle  y,  cou/ 
a,  bj  a',  h':  les  débites 
ratrires  d'un  cône  du 

Appelons  o  le  ren 
aux  droites  ftf/'  v{ 
licllement  à  un  c<' 
par  la  normale  c 

(.)r.  Ie«4  eone 
eaux  (ils   ont 
aux  plans  de^ 
nrs  par  la  d' 
sont  rgalem 

<*es  dcu\ 
(|ui  sonL 


(MA  r.'.i 

niino  roiit'. 
[iliK  ^r.iiKJ 
rOiinliHiiii 
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traire  purement  algébrique;  je  me  borne  d'ailleurs  aux  intégrales 
hyperelliptiques,  et  j'obtiens  quelques  résultats  qui  me  paraissent 
dignes  d'intérêt. 

• 

1.  SoitP(ar)  un  polynôme  entier  en^r,  n'ayant  que  des  fajcteurs 

linéaires  simples.  Si  dans  le  radical  y/P(j?)  on  remplace  x  par 
une  fonction  rationnelle  cp(/)  d'une  nouvelle  variable  /,  on  a 
identiquement 

^(^)  désignant  une  autre  fonction  ratiojfinelle  de  t  et  Q(0  un 
polynôme  que  l'on  peut  supposer  composé  de  facteurs  du  premier 
degré  tous  différents,  il  est  aisé  de  trouver  d'où  proviennent  ces 
facteurs  linéaires.  Supposons  d'abord  que  P(^)  soit  de  degré  pair 

2/?, 

P(ar)  =  k{x  —  ci{){x  —  aj)...(jr  —  rtjp) 

et  soit 

,   ,       U 

U  et  V  désignant  deux  fonctions  entières  de  t.  On  aura 

v/P(^  =^v/(U-«iV)(U--a,V)...(U-a,;,V); 

il  est  clair  qu'on  pourra  faire  sortir  du  radical  tous  les  facteurs  li- 
néaires d'ordre  pair  de  multiplicité  des  différents  polynômes 
U  —  ^/|V,  et  tous  les  facteurs  d'ordre  impair  de  multiplicité  reste- 
ront une  fois  sous  ce  radical.  Donc,  \es  facteurs  linéaires  de  Q(0 
correspondent  aux  racines  d'ordre  impair  de  multiplicité  des 
diverses  équations 

II   —  rt/V  =  O      (t  =  I,   2,   3,    .  .  .,  2/)). 

Supposons,  en  second  lieu,  que  P(^)  soit  de  degré  impair  ip  —  i, 

V{x)  =  k{x  --  ax){x  —  a^),  ,.{x  —  a^p-x), 

et  soit  toujours  .r  =  ry-  On  aura,  dans  ce  cas, 

les  facteurs  linéaires  de  Q(/)  proviennenl  donc  des  racines  d'ordre 


-  143  - 

impair  de  niulliplicilé  de  l'équation  V  =  o  et  des  diverses  équa- 
tions 

U  —  a/V  =  o    (  t  =  I,  a,  3,  . . . ,  2/?  —  i). 

On  peut  réunir  les  deux  énoncés  en  un  seul  en  considérant 
P(j:),  lorsqu'il  est  de  degré  impair,  comme  la  limite  d'un  polynôme 
de  degré  pair  dont  une  racine  serait  devenue  infinie,  ou  mieux,  en 
posant  dans  tous  les  cas 

ai,  «2?  •  •  M  ^2p  étant  2/>  quantités  différentes  et  x  —  00  devant 
être  remplacé  par  l'unité.  II  est  clair  que  tout  polynôme  n'ayant 
que  des  facteurs  simples  peut  être  mis  sous  cette  forme,  et  d'une 
seule  manière.  Grâce  à  cette  convention,  l'énoncé  précédent  s'ap- 
plique à  tous  les  cas;  les  facteurs  linéaires  de  Q(/)  proviennent 
des  racines  d'ordre  impair  de  multiplicité  des  ^p  équations 

Dans  chacune  de  ces  équations,  nous  tiendrons  compte  du  de- 
gré de  multiplicité  de  la  racine  ^  =  00  ,  si  elle  se  présente.  Soient  D 
le  degré  de  ^(t)  et  N/  le  nombre  des  racines  de  degré  impair  de 
l'équation  <f(t)  =  ai^  il  est  clair  que  la  différence  D  —  N/  est  un 

nombre  pair,  et  par  suite 

i=ip 


1  =  1 


sera  aussi  un  nombre  pair,  ce  qui  exige  que 


2"' 


1=1 


le  soit  également.  Si  aucune  des  équations  précédentes  n'admet  la 
racine  /  =  00  à  un  degré  impair  de  multiplicité,  on  voit  que  le 
nouveau  radical  portera  sur  un  polynôme  de  degré  pair.  Il  en  serait 
autrement  si  l'une  des  équations  <p(/)  =  ai  admettait  la  racine 
^  =  QO  à  un  degré  impair  de  multiplicité.  Mais  on  voit  ainsi  que  le 
cas  oii  Q(^)  est  de  degré  impair  s'offre  comme  un  cas  particulier, 
celui  où  une  des  racines  est  devenue  infinie. 

XIII.  10 
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Pour  conserver  la  généralité,  nous  écrirons 

6i,  62, . . . ,  62^  désignant  2q  quantités  distinctes,  qui  représentent 
les  racines  d'ordre  impair  de  multiplicité  des  diverses  équations 
(f(^t)  =  aij  et  t  —  00  devant  être  remplacé  par  Tunité.  On  a  du 
reste  la  relation  évidente 

(1)  2N/=a^. 

1  =  1 

De  la  discussion  précédente  il  résulte  que  le  cas  d'un  polynôme 
d'un  degré  impair  se  ramène  au  cas  d'un  polynôme  d'un  degré 
pair  et  supérieur  d'une  unité  au  degré  du  premier.  C'est  ce  dont  il 
est  aisé  de  se  rendre  compte  directement;  en  effet,  étant  donné  un 
radical  carré  portant  sur  un  polynôme  de  degré  impair,  une  sub- 
stitution linéaire  effectuée  sur  la  variable  donne  en  général  une  ex- 
pression dépendant  d'un  radical  carré  portant  sur  un  polynôme  de 
degré  pair.  Les  2p  racines  du  nouveau  polynôme  correspondent, 
par  la  substitution  linéaire  effectuée,  aux  2/>  —  i  racines  du  pre- 
mier et  à  la  valeur  oo  .  Il  est  donc  naturel  d'ajouter  une  racine  in- 
finie au\  2/>  —  I  racines  finies  de  ce  premier  polynôme. 

2.  En  remplaçant  toujours  t  —  00  par  l'unité,  le  premier  membre 
de  chaque  équation  cp(/)  ==  ai  se  présentera  sous  la  forme 

JJ(^  -  ^A-yf  [(  t  -  c,)(/  -  Ci). . .(  /  -  c„/)]v 

k  =  l 

les  nombres  r^  ayant  l'une  des  valeurs  o  ou  1,  et  les  quantités 
ri ,  To,  . . . ,  Cfi.  n'étant  pas  forcément  distinctes  entre  elles  ni  toutes 
différentes  des  quantités  6/.  A  la  relation  (i)  on  peut  joindre  im- 
médiatement les  suivantes  : 

(2)  D  =  Ni-h  2/11  =  N2-H  ini  =  .  .  .=  \/-f-  2/11=  . .  .=  Njp-+-  iriip. 

On  obtient  une  nouvelle  relation  en  appliquant  une  formule 
générale  que  j'ai  démontrée  antérieurement  (Annales  de  l^ Ecole 
Normale,  3'  série,  t.  II,  p.  4^)-  Cette  formule  est  la  suivante 

Kr  —  I  )  =  2/1  —  2, 
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n  déstgnanl  le  degré  d'une  ibnclion  rationnelle  quelconque  f{t) 
et  r  l'ordre  de  multiplicilé  d'une  racine  finie  ou  infinie  de  l'équa- 
tion /(/)  =  m,  le  signe  2  s'étendantà  toutes  les  valeurs  de  m  pour 
lesquelles  l'équation /(/)  =  m  possède  des  racines  multiples.  Ap- 
pliquons la  relation  précédente  à  la  fonction  ^ (/)  servant  à  la 
transformation.  Si  les  /i/  quantités  C|,  C2«  . .  •  *  Cn.  sont  toutes  dis- 
tinctes et  différentes  des  quantités  6/,  l'équation  <p(/)  =  a,  aura  ni 
racines  doubles  et  les  termes  qui  dans  S(r  —  i)  proviennent  des 
racines  de  cette  équation  auront  une  somme  égale  à  /i/.  Si  les  quan- 
tités Ci  n'étaient  pas  toutes  distinctes,  ou  que  quelques-unes 
fissent  partie  des  6/,  cette  somme  serait  plus  grande;  il  suffit, 
pour  s'en  assurer,  de  remarquer  que,  lorsque  deux  racines  viennent 
se  confondre,  quels  que  soient  leurs  ordres  de  multiplicité, 
S(/*  —  i)  augmente.  On  aura  donc 

(3)  y]"/-^  ^  ~  al>  —  5i; 

1  =  1 

A  désigne  un  nombre  entier  qui,  d'après  la  formule  générale,  ne 
pourra  être  négatif.  Ce  nombre  ne  sera  nul  que  si  toutes  les 
quantités  c/  sont  différentes  entre  elles  et  différentes  des  quantités 
bg  pour  toutes  les  équations  ^{t)  =  ai  et  si,  en  outre,  l'équation 
ç(^)==m  n'a  que  des  racines  simples  pour  toute  valeur  de  m, 
différente  des  valeurs  ai,  a^j  . . . ,  ci^p- 

Les  équations  (i),  (a),  (3)  suffisent  complètement  à  la  discus- 
sion du  problème. 

3.  Le  polynôme  P(^)  étant  donné,  ainsi  que  le  nombre  entier  y, 
imaginons  que  l'on  connaisse  un  système  de  solutions  des  équa- 
tions (i),  (a),  (3)  et  que  l'on  veuille  calculer  les  coefficients  de 
la  fonction  rationnelle  «(^).  On  disposera  en  tout  de 

i='ïp 

i  =  l 

coefficients  indéterminés  et  les  équations  ç(f)  =  flr/  donnent  lieu 

« 
a 

(?./?  — 2)(D -M) 
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équations  de  condilion.  Or  des  équations  (i)  et  (2)  on  lire 

(4)  !lV  71,-4-2^  =2/?D, 

i=l 

et,  en  remplaçant  dans  l'équation  (3)  S/i/  par 

1  =  1 
il  vient  la  nouvelle  formule 

i=ip 
2/>D  — ag  —  ^  n/-4- A  =  a  D— -2, 

1  =  1 

qui  peut  aussi  s'écrire 

i^tp 

(^)  21  '^i'^^P  -+-ag  —  i  =  (a/j  —  2)(D-f-i)-T-  A-i-3. 

1  =  1 

On  voit  que  le  nombre  des  coefficients  indéterminés  dépasse  le 
nombre  des  équations  de  condition  de  A +3  unités  :  on  en  dé- 
duira donc  en  général  une  fonction  rationnelle  répondant  à  la 
question  et  contenant  A  4-  3  paramètres  arbitraires.  Il  est  évident 
a  priori  que,  s'il  y  a  une  solution,  elle  doit  contenir  au  moins 
trois  coefficients  arbitraires;  si  en  effet  la  fonction  cp(/)est  une 

solution,  il  en  sera  de  même  de  cp  /  -- — -^  j . 

Écartons  d'abord  le  cas  particulier  où />  =  i .  Alors,  quelque 
soit  le  polynôme  Q(Oî  ^'  existe  une  infinité  de  fonctions  ration- 
nelles, telles  que  Ton  ait 

v/P(^=  4^(0/0(0; 

si  P{x)  ■=  \.{x  —  a^){x  —  «2),  il  suffira  de  poser 

J^Q(0[?.(0]'. 

<p,  désignant  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de  /,  et  il  est  aisé 
de  voir  que  Ton  a  ainsi  toutes  les  substitutions  rationnelles  répon- 
dant à  la  question.  Pour  faire  disparaître  l'irrationnalité,  il  suffira 
de  supposer  Q  =  1 . 


—  149  - 

Dans  ce  qui  va  suivre,  je  supposerai  désormais  les  nombres /> 
et  q  supérieurs  à  Tunité. 

4.  Si  dans  Téquation  (3)  je  remplace 

«  =  1 

par  sa  valeur  /?D  —  q  tirée  de  Téquation  (4),  il  vient  la  nouvelle 
équation 

(6)  (/?-2)Dh-A  =  ^~2, 

dont  on  déduit  les  conséquences  suivantes  : 

I**  Supposons/)  =  ^  =  2,  on  aura  A  =  o^  et  l'on  trouve  pour  les 
équations  (i),  (a),  (3)  une  infinité  de  systèmes  de  solutions  qui 
conduisent  précisément  aux  transformations  de  Jacobi  pour  les  in- 
tégrales elliptiques  de  première  espèce. 

a**  Soit/>  =  2,  9  >  2,  deTéquation  (6)  on  tire  A  =  ^ —  i  et  Ton 
a  encore  une  infinité  de  systèmes  de  solutions  pour  les  équations 
proposées;  on  en  déduit  une  infinité  de  substitutions  rationnelles 
conduisant  d'un  radical  portant  sur  un  polynôme  du  quatrième 
degré  à  un  radical  carré  portant  sur  un  polynôme  d'un  degré  dé- 
terminé supérieur  à  quatre.  Nous  verrons  plus  loin  que  ces  trans- 
formations donnent  lieu  à  des  cas  de  réduction  de  certaines  inté- 
grales hyperelliptiques  à  des  intégrales  elliptiques. 

3**  Soit/>>-2.  L'équation  (6)  montre  qu'on  ne  pourra  avoir 
q  <^p  et  Ton  n'aura  q  =  p  que  si  l'on  a  en  même  temps  A  =  o, 
D=  I,  c'est-à  dire  dans  le  cas  d'une  substitution  linéaire.  Enfin, 
si  Ton  suppose  q  !>/>,  l'équation  (6)  indique  que  les  deux  nombres 
D  et  A  doivent  rester  inférieurs  à  certaines  limites.  Il  n'y  aura 
donc  qu'un  nombre  limité  de  systèmes  de  solutions  pour  les 
équations  (i),  (2)^  (3)  et  par  suite  qu'un  nombre  limité  de  types 
de  substitutions  conduisant  d'un  radical  carré  portant  sur  un  poly* 
nôme  de  degré  2/>  à  un  radical  carré  portant  sur  un  polynôme  de 
degré  2  y. 

Pour  prendre  un  exemple  de  cette  dernière  circonstance,  sup- 
posons />  =  3,  q=z/^]  la  seule  solution  convenable  de  l'équa- 
tion (6)  est  D  =  2,   A  =  o.  La  substitution  sera  du  second  degré 
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el  ii  faudra  en  outre  que  deux  des  équations  cp(/)  =  a,  aient  une 
racine  double.  Si  l'on  suppose  />  =  3,  ^  =  5,  réquation  (6)  ad- 
met les  deux  systèmes  de  solutions 

D  =  2,    A  -  j, 
D  =  3,     A=xo; 

dans  le  premier  cas  une  des  équations  o(t)  =  ai  aura  une  racine 
double.  Dans  le  second  cas,  quatre  des  équations  o(/)  =  a/ auront 
une  racine  double  et  une  racine  simple. 

Soit  Q(/)  un  polynôme  de  degré  ^.q  ou  iq  —  i,  sans  facteurs 

multiplet;  nous  dirons,  pour  abréger,  que  le  radical  \QJJ)  offre 
un  type  réductible  lorsqu'il  est  possible  de  trouver  un  polynôme 
P(a:)  de  degré  a/?  ou  2p  —  i  (yo  >>  i ,  p  <C  q)'i  tel  que  l'on  ait  par 
une  substitution  rationnelle 

Supposons  qu'on  ait  ramené  par  une  substitution  linéaire  P(x) 
à  la  forme  suivante 

P{x)=:  a:{x  —  i){x — ai,){x  —  aj)...(j?  —  «1^)1 

que  j'appellerai ybrme  normale;  P(^)  contient  ainsi  2/?  —  3  coef- 
ficients indéterminés  et  la  transformation  en  introduit  A  H- 3, 
comme  nous  l'avons  vu.  On  pourra  profiter  de  trois  de  ces  para- 
mètres pour  ramener  aussi  Q(/)  à  la  forme  normale,  et  les  coefli- 
cients  de  Q(/)  dépendront  en  tout  de  2/?  -h  A  —  3  paramètres  ar- 
bitraires. Si  Ton  remplace  A  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (6), 
le  nombre  précédent  peut  s'écrire 

on  voit  qu'il  est  au  plus  égal  k  q  —  1,  et  il  n'atteindra  cette  valeur 
maximum  que  sous  l'une  des  conditions  p  =  1  ou  D  =  2.  Or  le 
polynôme  le  plus  général  Q(^)  mis  sous  la  forme  normale  dépend 
de  2<7 —  3  paramètres,  nombre  supérieur  h  q  —  i ,  dès  que  7  >  2. 
Les  types  réductibles  sont  donc  des  cas  très  particuliers  parmi  les 
polynômes  dont  le  degré  est  ?.^  ou  2q  —  1 , 

S.  Le  théorème  de  Jacobi,  qui  unit  le  problème  algébrique  de 
la  transformation  dès  radicaux  carrés  portant  sur  un  polvnômedu 
quatrième  degré  aux  propriétés  des  fonctions  elliptiques,  peut  »c 


généraliser  comme  il  suit.  Soit  toujours 

P(a:)=  \(x  —  ai)(x  —  ai), ,  ,{x  —  afp) 

et  soit  X  =  y  une  substitution  rationnelle  de  degré  D,  telle  que 
l'on  ait 

Proposons-nous  de  rechercher  ce  que  devient  la  difTérenticlIe 

v/P(7) 
par  la  substitution  précédente  ;  on  a 

«•^  =  yTi «^' 

v/P(7i  =  y-  v/rU-aiV)(U-aiV)...(l.  -  a,^V) 
et,  par  suite, 

)/PÔn  ~  v/(U-aiV)(L-a,V)...(U-a,pV/ 

Tout  facteur  multiple  d'ordre  /•  Je  Tune  des  équations 

U-a,V  =  o 

figure  dans  U' V  —  UV  à  la  puissance  /•  —  i  ;  si  /•  est  pair  et  égal 
à  2  m,  on  pourra  supprimer  ce  facteur //z  fois  dans  les  deux  termes, 
et  il  restera  simplement  au  numérateur  à  la  puissance  m  —  i.  Au 
contraire,  si  r  est  de  la  forme  am  H-  i ,  il  restera  au  numérateur  à 
la  puissance  m  et  il  figurera  à  la  première  puissance  sous  le  radi- 
cal. Après  la  suppression  de  tous  ces  facteurs  communs  aux.  deux 

termes,  le  radical  se  réduira  à  yQ_(t)  et  le  facteur  qui  reste  de 
U'V—  UV  sera  au  plus  de  degré  A.  En  effet,  U'V—  UV  est  au 
plus  de  degré  aD  —  a  et  l'on  a  divisé  U'V  —  UV  par  un  facteur 

dont  le  degré  est  précisément  égal  à  ^  /i/,  comme  il  est  bien  fa- 

i  -  1 

cile  de  le  voir,  c'est-à-dire  aD  —  2  —  A,  d'après  la  relation  (3). 
Soit  maintenant /(x)  une  fonction  entière  quelconque  de  j;  dont 
le  degré  ne  dépasse  pas  p  —  2;  par  la  substitution  précédente  on 


aura 

f{x)dx  ^  Mt)dt 

/^{l)  désignant  une  fonction  entière  de  /  dont  le  degré  ne  dépasse 
pas  D(/>  —  a)  -f-  A,  c'est-à-dire  q  —  a,  d'après  la  formule  (6). 

On  pourrait  démontrer  plus  simplement  cette  propriété  en  re- 
marquant que,  l'intégrale 

*/(x)da: 


f- 


élant  de  première  espèce,  l'intégrale 


/ 


v/Q(o' 


qui  lui  est  égale,  devra  rester  finie  pour  toute  valeur  de  t  et  par 
suite /i  (t)  ne  pourra  être  de  degré  supérieur  k  q  —  2. 

6.  De  la  formule  (7)  il  résulte  que  l'intégrale  hyperelliptique 
de  première  espèce  et  de  genre  q  —  i 


/ 


se  ramène  par  la  substitution  o(i)  =  x  à  une  autre  intégrale  hy- 
perelliptique de  première  espèce  et  de  genre  p  —  i.  En  rappro- 
chant ce  résultat  des  précédents,  on  arrive  aux  conclusions  sui- 
vantes : 

i"  Il  exisle  une  infinité  de  polynômes  d'un  degré  donne,  supé- 
rieur à  quatre,  tels  qu'en  choisissant  convenablement  un  polynôme 
/*i(/)  rintégrale  hyperelliptique 

bi(t)dt 


J    / 


se  réduise,  par  une  substitution  rationnelle,  à  une  intégrale  ellip- 
tique de  première  espèce  ;  le  degré  de  cette  substitution  peut 
être  aussi  grand  qu'on  le  voudra. 

2"  Les  seules  substitutions  rationnelles  conduisant  d'une  inté- 
grale hyperelliptique  à  une  autre  intégrale  hyperelliptique  de 
mémo  genre  sont  les  substitutions  linéaires. 
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3"  Il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  types  de  substitutions  ra- 
tionnelles conduisant  d'une  intégrale  hyperelliptique  de  genre 
p  —  là  une  intégrale  hyperelliptique  de  genre  q  —  i  (gr  >/>). 

4"  Les  coefficients  d'un  type  réductible  de  genre  q  —  i ,  ramené 
à  la  forme  normale  dépendent  au  plus  de  y  —  i  paramètres  arbi- 
traires. 

7.  Je  considère  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  />  =  ';i,  y  =  3, 
qui  correspond  à  des  cas  de  réduction  des  intégrales  hyperellip- 
tiques  du  second  genre.  D'après  un  beau  résultat,  dû  à  M.  Picard 
{^Bulletin  de  la  Société  mathématique j  t.  XI),  s'il  existe  une  in- 
tégrale de  la  forme 


/ 


/Q(0 


dt, 


où  Q(/)  est  un  polynôme  du  cinquième  ou  du  sixième  degré,  qui 
ait  seulement  deux  périodes,  il  en  existe  aussi  une  seconde.  La 
méthode  précédente  fournit  bien  autant  d'intégrales  réductibles 
que  l'on  veut  de  cette  forme,  mais  elle  n'apprend  rien  sur  l'exis- 
tence de  la  seconde  intégrale  et  n'indique  aucun  moyen  pour  la 
trouver. 

Dans  les  cas  les  plus  simples,  ces  deux  intégrales  se  présentent 
assez  facilement. 

Exemple  /.  —  Soit  D  =  a  ;  posons  toujours 

P(j:)=  A(a?  —  a^){x  —  ai){x  —  az)(x  —  ai,)^ 

et  soit 

lt*-hmt-hn  . 

la  substitution  considérée.  Pour  que  le  polynôme  correspondant 
Q(^)  soit  du  sixième  degré,  il  faut  et  il  suffit  que  l'une  des  équa- 
tions çp(^)  =  ai  ait  une  racine  double.  Ce  polynôme  Q(/)  jouira 
d'une  propriété  remarquable.  On  sait,  en  effet,  que  les  deux  ra- 
cines ^4,  ^2  de  l'équation  (f(t)  =  X  sont  liées,  quel  que  soit  ).,  par 
une  relation  d'involution 

(8)  Ltitt-+-  M(/,-+-  /,)h-  N  =  o, 

dont  il  serait  facile  d*avoir  les  coefficients.  Les  six  racines  du  po- 
lynôme Q(0»  y  compris  ^  =  oo  ,  si  Q  est  du  cinquième  degré. 


doivent  donc  pouvoir  être  associées  deux  par  deux,  de  façon  à 
vérifier  une  relation  de  la  forme  (8).  Je  dirai,  pour  abréger,  que  le 
polynôme  Q(^)  est  symétrique,  et  la  définition  s'étend  évidem- 
ment à  un  polynôme  de  degré  quelconque. 

Tout  polynôme  symétrique  peut  être  ramené,  par  une  substitu- 
tion linéaire,  à  ne  contenir  que  les  puissances  paires  delà  variable. 
En  eOet,  on  peut  ramener  par  la  substitution 

les  deu\  points  doubles  de  Tinvolution  (8)  à  coïncider  avec  les 
points  o  et  00  et  la  relation  (8)  devient 

Dans  le  cas  actuel,  les  intégrales  liyperelliptiques  se  ramènent 
aux  deux  suivantes 

f/z /• zfiz 

que  la  même  substitution  z'^  =  x  réduit  aux  intégrales  elliptiques. 
Plus  généralement,  Q(t)  désignant  un  polynôme  symétrique  du 
sixième  ordre,  les  deux  intégrales 

(t   -  Ui)r/t  rit  —  ut)dt 


rit  -  u^)(it       r 
J      /QTÔ    '    j 


/"Q(0 


où  f/|,  U2  désignent  les  deux  points  doubles  de  Tinvolution  (S), 
sont  réductibles  aux  intégrales  elliptiques  j)ar  la  substitution 

A  ce  cas  se  rattache  l'exemple  de  Jacobi  {Journal  de  Crelle, 
t.  8),  où 

0(/)  =:  Kl    -  /)(i  ~-al){i  —  bt){i-'abt)\ 

les  trois  couples  de  quantités  o,  oc  *,  ->  t;   i»  -r  vérilient  en  effet 

la  relation  /,/2=  -j ,  qui    est   bien   de    la   forme  (8).   Les  points 

doubles  dr  Tinvolution  sont  iri  -f- :;  et _-  cl  les  inléf;raleî» 

\/<tb  \' ah 
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réductibles  sont  bien  en  effet 


/ 

y 


{\^y/abi)dt 


^t{ï  —  t){\  —  at){\  —  bt)[\  —  abt) 
{\—\/abt)dt 


Étant  donnée  une  forme  binaire  du  sixième  degré,  on  sait  que  la 
condition  nécessaire  et  suflGsante  pour  que  les  racines  soient  en 
involution  est  exprimée  par  l'équation  E  =  o;  E  désigne  Tinva- 
riant  gauche  du  quinzième  ordre  (S ki.Moy,  Algèbre  supérieure, 
traduction  Bazin,  p.  198  et  247). 

Exemple  II.  —  Soit  D  =  3.  Les  trois  équations  <p(^)  =  a2, 
ç(^)  =  a3,  (p(/)r=.at  auront  une  racine  simple  et  une  racine 
double.  Supposons  de  plus  Ui  =  o,  et  supposons  que  Féquation 
©(^)  =  Q0  ait  aussi  une  racine  double.  On  pourra,  par  une  substi- 
tution linéaire  effectuée  sur  ^,  prendre  la  transformation  sur  la 
forme  suivante 


X  — 


3/  ~p 


cette  équation  aura  une  racine  double  pour  les  valeurs  de  x  qui 
satisfont  à  la  condition 

(9)  4(3ar  — a)»— 9.7(6 -i-/?ar)»  =  o. 

Ces  racines  doubles  appartiennent  à  Téquation 

dt  ~  (3/— />)<  "  ^' 

Il  suit  de  là  que  le  premier  membre  de  l'équation  (9)  doit  être 

divisible  par 

f6/»-3/?/«  — (a/j-+-36)]«. 

On  a,  en  effet,  Tidentité 

/  4(3^  — a)5 — '3iy(b  -hpopy 

Si  donc,  dans  la  différentielle  elliptique 

d-r 


v/;r[4(3 r  —  f/)'    -  27(6.T-/?x)*] 
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on  fait  le  changcmcnl  de  variable 

(..)  ^  =  ____, 

on  trouve 

dx  1        dt 


v/ar[4(3a7  — a)»— 27(ô-f-77ar)«]        /S  v/Q(0 
OÙ 

L'intégrale  hyperelliptique  de  première  espèce 


> 


J  /(^ 


OÙ  Ton  a 

(i3)  q  =  \b-^{apy 

se  ramène  donc  à  une  intégrale  elliptique  par  le  changement  de 
variable  (i  i)*  La  seconde  intégrale  hyperelliptique 

r  tdt 

("4)  /    , 

se  ramène  aussi  à  une  intégrale  elliptique  ;  car,  si  Ton  pose  ^  =  -» 
elle  devient 

du 


(i5)  —L    f    . 

\bq   J    ^{u^-r-a'u 


b'){u^-r-p'u*-r-q') 

a\  b\  p\  rj'  ayant  respectivement  pour  valeurs 

a=— ,      6  =  -i     p  =  -y      q  =  y' 
q  q       ^  b        ^         b 

Mais  de  la  relation  (i3)  on  tire  aussi 

1  =  i  _f.  4  «^ 
b        q        Z  bq 

c'est-à-dire 

q'=^y-rya\ 

La  nouvelle  intégrale  (i5)  est  donc  de  même  forme  que  l'inté- 
grale (12)  et  par  suite  se  ramènera  aussi  à  une  intégrale  elliptique. 
On  verrait  par  un  calcul  identique  au  précédent  que  l'intégrale  (i4) 
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se  réduit,  par  la  subsliliition 

à  l'intégrale  elliptique 

(«7) 


J  Mup- 


Les  substitutions  (ii)  et  (i6)  s'appliquent  aux  intégrales  (12) 
et  (i4)  alors  même  que  quelques-unes  des  quantités  a,  a',  b  se- 
raient nulles.  Si  Ton  suppose  b  différent  de  zéro,  on  pourra 
prendre  6  =  i  et  il  ne  restera  en  réalité  que  deux  paramètres  ar- 
bitraires a  et  p.  Si  b  est  nul,  on  pourra  prendre  a  = —  1  et  il  n'y 
aura  qu'un  seul  paramètre  arbitraire.  Si  l'on  change  ensuite  /  en 

-j  on  trouve  que  les  deux  intégrales 

/dz  r  zfiz 

7F(7J'     j  v/KÛ")' 
où 

H(5)  =  (5«— 1)(453— 3^-1-/), 

se  ramènent  à  des  intégrales  elliptiques  :  résultat  que  l'on  doit  à 
M.  Hermite.  Les  substitutions  propres  à  réduire  ces  intégrales  se 
déduisent  bien  simplement  des  précédentes.  Ainsi  l'on  a 

dz 


){^z^—Zz-\-l) 

en  posant 

ar  =  45î— 35-H  / 
et 

dx _    r zdz 

/ar[4(/a:  — i)»-f-27ar«]  "  J   /(5«— 1)(4-«'— 35 -i- /) 

en  posant 

5«— 1 

X  = 


5»-T-/« 


Exemple  111,  —  Soit  D=4-  On  obtiendra  une  substitution 
indécomposable  du  quatrième  degré,  conduisant  à  une  intégrale 
hyperelliptique  du  second  genre,  en  considérant  une  fonction  ra- 
tionnelle <f{t)  telle  que  l'une  des  équations  o(t)  =  ai  ait  deux  ra- 
cines doubles  et  les  trois  autres  deux  racines  simples  et  une  racine 
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double.  On  pourra  prendre,  en  supposant  ni=  o, 


^  =  ®(0  = 


et 


et  prendre  pour  as,  <^3,  a^  les  trois  autres  valeurs  de  jr,  sauf  o 
et  00  ,  pour  lesquelles  Téquation  précédente  a  une  racine  double; 
mais  la  méthode  ne  donne  pas  la  seconde  intégrale  irréductible. 

Voici  à  cet  égard  le  résultat  qui  a  été  obtenu  tout  récemment 
par  M.  O.  Bolza  {Sitzungsberichte  dernaturforschenden  Gesell- 
schaft  zu  Freiburg), 

Soient  a,  ^,  v  trois  paramètres  arbitraires  et  a',  3',  y'  les  trois 
fonctions  suivantes  de  ces  paramètres  : 

r        .277*-f- 27a3YH-8  33 


1  ^  ~  27  Y» -h 'JL7  a^Y  ^- ^  ?' * 


Posons  en  outre 

I  R(;r,«,p,Y)=Y>*-3aY'^*^(4PT'-«?')^^ 

les  deux  intégrales 

,      ,  /*  dr  r         xdx 

(20)  .      /    — >  /       ,  --rr^ 

J   /K(x,  a,  liJ,  Y)       J   /H^:r,  a,  p,  y) 

se  ramènent  à  des  intégrales  elliptiques  par  des  substitutions  ra- 
tionnelles du  quatrième  degré.  On  a  en  efiet,  pour  la  première, 

r  dr  v^     r  dz 

.1   /K(.r,  a,  3,  Y)  ''■   J   v^K,»  :;,  a,  3,  7  » 

où 

-v-i— 9.7777'-- 12  3' Y  —  4a'3)3-^  7(  î33'  -  3  2a'i 
'éi  il         "i  i'i> 

et 

'X7.T'*      ~  \7.yX  —  2  37 

(  22  )  ;;  .—  *    *  ^^ 


j.  a  J-*  -!-  '2  a*  j:  — -  (  a^  H-  7  1 


Maintenant,  si  Ton  observe  que  a,  j3,  y  s'expriment  de  la  même 
manière,  an   moven  des  quantités  a',  ,3',  -''  qne  a',  ^3',  •''  an  moyen 
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de  a,  §,  v,  on  voit  immédiatement  que  par  le  cliangement  de  x 
en  -  la  seconde  intés:rale  reproduira  —  /       -  II  en  ré- 

suite  que 

en  posant 


Pour  ne  laisser  que  deux  paramètres  arbitraires,  il  sudfira  de 
faire 


~  =  Ar,     4:  —  X,     .r  =T  ai. 


Exemple  IV.  —  Soit  0  =  5.  Soitx=çp(^)  une  substitution 
rationnelle  répondant  à  la  question;  pour  trois  valeurs  particu- 
lières de  j^Téquation  cp(/)  =  x  devra  avoir  deux  racines  doubles  et 
une  racine  simple.  Par  deux  substitutions  linéaires  effectuées  à  la 
fois  sur  X  et  sur  t,  on  peut  faire  que  ces  trois  valeurs  de  x  soient 
o,  I,  00  et  que  les  racines  simples  des  trois  équations  cp(/)  =  o, 
©(/)=:!,  ^(^)  =  oo  soient  elles-mêmes  o,  i,  oo  .  On  aura  donc 
une  identité  de  la  forme 

P,  Q,  R  étant  trois  fonctions  entières  du  second  degré.  Par  un 
calcul  qu'il  est  inutile  de  reproduire,  on  trouve  facilement  la  for- 
mule 

et  la  fonction  <p(<)  se  déduira  de  cette  identité  par  une  substitu- 
tion linéaire. 

8.  Prenons  encore  le  cas  de  /?  =  2,  ^  =  4»  La  transformation 
la  plus  générale  du  second  degré  conduit  d'une  intégrale  elliptique 
à  une  intégrale  hjperelliptique  de  genre  3,  où  le  polynôme  Q(0 
sera  symétrique. 

Inversement,  si  Q(^)  est  un  pcriynôme  symétrique  du  huitième 
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degré,  il  existe  une  intégrale  liyperelliplique  correspondanle  qui 
se  réduit  à  une  intégrale  elliptique.  Nous  avons  vu  en  effet  que  par 
un  changement  linéaire  de  variable  on  pouvait  ramener  Q(^)  à 
n'avoir  que  des  termes  de  degré  pair.  Des  trois  intégrales  de  pre- 
mière espèce 


/dt  r   tdt  r  t^dt 

TÏÏ^i    J  VÏÏiT/    J  s/qïF) 


il  est  clair  que  la  seconde  se  réduit  à  une  intégrale  elliptique  par 
la  substitution  ^^==:  ^  et  que  les  deux  autres  se  ramènent  à  des  in- 
tégrales hyperelliptiques  de  genre  a  par  la  même  substitution. 

Soit 

Q(/)  =  (i— f«)(i  —  X:« /*)(!— /«/«)(i  —  /nW«); 

on  aura,  en  posant  /-  =  x, 

/dt     __  i^    r dx 
v/Q(0       ^J    ^x{\-'X){  I  —  k^x){^i  —  /«jp)(i  —  m^x)* 

/tdt     __  I     r dx^ 
/Q(Ô       '^  J    v^(i  — ^")(r^~X-*jr)(i-/*;r)(i— m^j-)' 


/f^dt    __  I     r xdx 
)/TÏ(T)  "  '^  J   )/x{i  —  j^)^i  —  k^x)ii  —  /«ar)(i  — 


ni^x) 


Si  Â"^,  /^,  m^  sont  quelconques,  il  n'y  aura  pas  d'intégrales  de  pre- 
mière espèce  contenant  rirralionalité 

y/x{i  —  X  )i\  —  k'X){\  —  l^x){  I  --  rri^x) 

qui  se  réduise,  par  une  substitution  algébrique,  à  une  intégrale  el- 
liptique. Donc  il  n'y  aura  pas  non  plus  d'autre  intégrale  réduc- 
tible aux  intégrales  elliptiques  parmi  celles  qui  contiennent  l'irra- 
tionalité v/Q(^j. 

En  général,  si  le  polynôme  Q(^)  est  symétrique  et  de  degré  2^, 
on  pourra  le  ramener  à  n'avoir  que  des  ternies  de  degré  pair. 
Toutes  les  intégrales  de  première  espèce  correspondantes  se  ra- 
mènent par  la  substitution  l^z=x  k  des  intégrales  hyperelliptiques 

de  genre ou  — i ,  si  <jr  est  impair,  et  à  des  intégrales  de 

genre  -  ou  -  —  i,  si  y  est  pair. 

En  combinant  les  différents  cas  de  réduction  connus,  on  par- 


vient  à  de  nouveaux  cas  oilVant  un  plus  grand  nombre  d'intégrales 
réductibles. 

Tel  serait  le  cas  d*un  polynôme  de  degré  pair  tel  que  les  racines 
puissent  être  associées  deux  à  deux  de  plusieurs  manières  diffé- 
rentes, de  façon  à  vérifier  une  relation  d'involution,  polynôme  que 
l'on  pourrait  appeler  douhhment  s^  métrique.  Ainsi,  dans  le  cas 

de  l'irrationalité  ^^(i  —  ^)(i  -f-  0('  +  at){\  —  «/),  on  peut  asso- 
cier les  six  quantités  o,  i,  —  i?  —  » >  oo  de  façon  à  vérifier  soit 

la  relation  ^1/2=  ->  soit    la    relation    ^,  /j  = •  On  aura  donc 

quatre  intégrales  réductibles 

r \:hsnrt ^ 

./   ^ t(i  —  t){\  -^  t){\  +  at){\  —  ÔT)' 

J  /^(i  — /)(i-f-/)(n-a/)(i  — a/) 

D'après  un  théorème  de  M.  Poincaré  [Comptes  rendus  des 
séances  de  U Académie  des  Sciences,  t.  C),  il  v  en  aura  une 
infinité. 

Tel  serait  le  cas  d'un  polynôme  du  huitième  degré 

Q(f)  =  (i  —  ^*)(i-X-*/«)(i  —  /W«)(i  — A» /*<«); 

en  posant  /^=  jc,  l'intéfirrale  /    ,  se  réduil,  comme  nous  l'a- 

vous  déjà  remarqué,  à  une  intégrale  elliptique,  tandis  que  les  deux 
intégrales 


y/QW) 
deviennent 


I     r (iz^  Al;r)f/T 

a  , /    v^j7(i  —  x)(i  —  k^x)\i  —  l^x)(i  —  k^l^x) 

et  rentrent  dans  l'exemple  de  Jacobi.  Une  nouvelle  substitution 
rationnelle  du  second  degré  les  ramènera  donc  aux  intégrales  el- 
liptiques. 

D'un  autre  côté,  les  deux  substitutions  linéaires 

__      i     1  -h  z  __  I  I  -4-  -3 

~  /Fl  »    --'        ~  y/^y/Tl  »  -- 

Xlll.  I  I 
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ilrgn*,  il  «'xisl(;  mu*  Intégrale  hypcrcUiplique  covv 

se  ivclnil  à  une  inléj^rale  elliptique.  Nous  avons  '  '   '/ 

un  ehanL^ement  linéaire  de  variable  on  pouv  -  ^         -a 

n'avoir  que  des  termes  de  degré  pair.  Des  Ir*"  ÈC^  '■^    ,  ,  /, 

miùrc  espèce  ^^^f^KVwe 

r_J/_  ^       C-iâî-,  .nfinilc--      ^ 

J  v/<Tî7"/    J   v^^ï(T)'  les. 

.,  ,   .  ,  ,  ,  1   .    ,  *x  intécrales 

il  est  clair  que  la  seconde  se  réduit  a  *^ 

la  substitution  t'=  x  et  que  les  de  p        dx 

légrales  hyperelliptiques  de  genrr  II/  i' 

c>oit 

Q(/)  =  (I— /»)(!—  tiennes  de  la  forme 

on  aura,  en  posant  /-=:^y  ,t)rif 

—  a,  )>.i...(f  —  a„)V' 
dt 


/dt     _  î    r 
v/Q{7)       ^J  %      ,.,i/)stitutions  rationnelles  de  Tune  de  ces 
tdt    _  I    f     jicar  déterminée  du  nombre  entier  />.  La 
v/Q(7)       *      '"'j.,, implicitement  contenue  dans  le  Mémoire 
t*dt  •  y^/ViV'o/o  Norwalcy  \V  série,  t.  îî). 


/ 


/ 


•y(0 


Si  k^,  P,  m» 
mière  espèce 


fi(>srntftfi*'ff  (les  nombres  par  les  formes: 
par   11.    P()i>r.\RT^:. 

(Sriiurc  du  -jS  m;trs  \x>^'i.) 


qui  se  V 

liptîa 

tiblf 

.J  i^fitH'c  une  forme,  r\\st-à-dire  un  polynôme,  homo- 

/'A'^  fftppori  ff  plusieurs  raritihles,  et  à  enefjieienls  en- 
fr'/f''!^  ,u»r  (t  Cf's  rffriahles  fies  tv/leurs  entières,  telles  nue  lu 
/'''^'  //»r/<'''"^'  ^'r^^^^^  ^'  ''''  nombre  entier  donné. 


aV^''    .Kli-iiic  est   coiuplèt(MnciiL  résolu  eu  ce  (lui  concerne  les 
i^^^  '.|,  <Mi  ce  qui  ('onctîrnc  les  formes  plus  cninpli(|urr«i. 


,iiadrali(|iics  bin;iiro>;    mais  il  v  a  encore  beaucoup  à  dire 


..-.^•'J' 


^^ 
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^KE  PARTIE. 

^ 

'**.JRES. 


une  forme  binaire,  c'est  un 
dniie  explicitement  ou  implici- 


.  de  Crellc,  t.  28). 

/;  dp  Cl  elle.  t.  42  et  47). 

^  arnal  de  lÂoiivUlCy  2*  série,  t.  XVI). 

^Mémoire  sur  tes  nombres  entiers  aloé- 
^iies,  Paris,  Gaulliier-Villars,  187^). 

fj'ourtant   qu'il  est  encore  possil)Ie    d'approfondir    et 
A  celte  solution. 

v^  Méthode  générale. 

Nous  adopterons  la  terminoloo:ie  et  les  notations  de  M.  Dede- 
kind,  que  je  vais  rappeler. 
Soit  une  équation  algébrique 

(i)  a"'  —  A,„..,  a'"-»  -h  A;„_j  a"»   «  - . .  .=fc  A,  a  qz  Ao  =  o 

à  coefficients  entiers.  Soient 

ses  racines.  Un  nombre  entier  complexe  sera  une  expression  de  la 
forme 

Nous  l'appellerons  x  pour  abréger.  Sa  norme  sera  le  produit 

(aro+ J^i  «1 -H -r,  a}  H- . . . -hT;„_i  «y»"  *  )  (  j^o- f- ^1  «î-t- ^ï  «î -t- •  •  • -+- ^m-l  3tï*~  *  ).  •  • 

Un  module  sera  le  système  des  nombres  complexes 

où  /Wi,  /?i2,  ...»  rnn  peuveni  prendre  toutes  les  valeurs  entières, 
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conduisent  du  polynôme  Q(0  ^  ""  polynôme  de  degré  pair  en  z 
de  même  forme  que  Q(^).  On  connaîtra  donc  dans  ce  cas  neuf 
intégrales  réductibles  par  des  substitutions  rationnelles  aux  inté- 
grales elliptiques  dont  trois  par  des  substitutions  du  deuxième 
degré  et  six  par  des  substitutions  du  quatrième  degré.  Diaprés  le 
théorème  de  M.  Poincaré,  il  y  en  aura  encore  une  infinité.  Il  me 
paraît  superflu  de  multiplier  davantage  les  exemples. 

Une  théorie  toute  semblable  est  applicable  aux  intégrales 

/dx  r        dx  /•         dx        ^ 

1  i'      /  ""ï  î'      /   ""3  i' 

il  existe  une  infinité  d'intégrales  abéliennes  de  la  forme 


/ 


f{t)dt 


qui  se  déduisent  par  des  substitutions  rationnelles  de  Tune  de  ces 
intégrales,  pour  une  valeur  déterminée  du  nombre  entier  />.  La 
démonstration  se  trouve  implicitement  contenue  dans  le  Mémoire 
déjà  cité  (Annales  de  l'École  Normalcy  3*^  série,  t.  II). 


Sur  la  représenta  lion  des  nombres  par  les  formes; 

par  H.  PoiivcARÉ. 

(Sranre  du  28  mars  i885.) 

Étant  donnée  une  former  c'est-à-dire  un  polynôme^  homo- 
gène par  rapport  à  plusieurs  variables,  et  à  coefficients  en- 
tiers, donner  à  ces  variables  des  valeurs  entières,  telles  que  la 
forme  devienne  égale  à  un  nombre  entier  donné. 

Ce  problème  est  complètement  résolu  en  ce  qui  concerne  les 
formes  quadratiques  binaires;  mais  il  y  a  encore  beaucoup  à  dire 
à  ce  sujef,  en  ce  qui  concerne  les  formes  plus  compliquées. 


r 
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PREMIÈKE  PARTIE. 

FORMES    BINAIRES. 

Représenter  un  nombre  entier  par  une  forme  binaire,  c'est  un 
problème  dont  la  solution  est  contenue  explicitement  ou  implici- 
tement dans  les  travaux  de  : 

MM.  Eisenstein  {Journal  de  C relie,  t.  28). 

Hermite  {Journal  de  C  relie  y  t.  42  et  47). 

Kummer  {Journal  de  Liouville  y  a*  série,  t.  XVI). 

Dedekind  {Mémoire  sur  les  nombres  entiers  algé- 
briques.  Paris,  Gauthier-Villars,  1877). 

Je  crois  pourtant  qu'il  est  encore  possible  d'approfondir  et 
d'éclaircir  cette  solution. 

Méthode  générale. 

Nous  adopterons  la  terminologie  et  les  notations  de  M.  Dede- 
kind, que  je  vais  rappeler. 
Soit  une  équation  algébrique 

(i)  a'"  —  A,„_,  a"»-»  -^Xm-t  «'""'  —  ...±:A,aq=Ao=o 

à  coefficients  entiers.  Soient 


*i  »  *î*  •  •  •  »  * 


m 


ses  racines.  Un  nombre  entier  complexe  sera  une  expression  de  la 
forme 

Nous  l'appellerons  x  pour  abréger.  Sa  norme  sera  le  produit 

(a^oH- J?i  «1  H- J^î  «î  H- •  • . -H  J?;„_,  «y»"  *  )  (Xo-h  a^i  ajH- a:,  a| -4- . . . -+- ir,n-i  a?"  *  ).  •  . 

Un  module  sera  le  système  des  nombres  complexes 

où  /Wi,  /7Î.J,  .  .  .♦  W/i  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs  entières, 
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positives  ou  négatives.  Nous  le  représenterons  par  la  notation 


('^«) 


X 


fi) 


X 


X 


(1) 


'SI 
0 

(2) 
I 


X 


{/!) 


In) 


X 


(1) 


7.(1) 


X 


•*'  m—  1 


Si  n  =  m^  la  norme  de  ce  module  sera  la  valeur  de  l'expres- 
sion (2)  considérée  comme  un  déterminant. 

Un  idéal  sera  un  module,  tel  que  /i  =  /n,  et  que  le  produit  d'un 
nombre  complexe  quelconque  appartenant  au  module,  par  un 
nombre  entier  complexe  quelconque,  appartienne  également  au 
module. 

Cela  posé,  envisageons  une  forme  quelconque 

F  =  B,„a:'»-h  B,„_ia?'«-«7-h...-h  Bla77"»-»-^  Bo7'«, 

et  supposons  qu'on  cherche  à  représenter  à  Taide  de  cette  forme 

le  nombre  entier  N. 

L'égalité 

F  =  N 

peut  s'écrire,  en  posant 

h-b,b;;!-''^i>'"'-'-+-  BoB;îj-»jk'"  =  b;;',-»n. 

Supposons  que  Ton  ait  choisi  l'équation  (i),  de  telle  sorte  que 
A,„_i  =  B,„_i,     A,„_2  =  Bw-2 "///'      '  '  ">     Ai=B|BJJj~  ,     Ao=BoBî"~  . 
Oïl  cherchera  à  représenter  le  nombre  BJJ|  '  N  par  la  forme 

c|,  :,,  .rm-i-  \„,_^x'n-\y  -i-  A,„_2 -T'^^^  V^ -h  .  .  .-\-  A,  J  -+-  A„. 

On  trouvera  j)ar  exemple  que  l  on  a 

en  faisant 

.r  =  ri,     y  —  h. 

On  examinera  si  a  est  divisible  par  13,„  ;  s'il  ne  Test  pas,  on  re- 
jettera le  svstènie  de  solutions;  s'il  l'est,  on  saura  que  l'on  ob- 
tient l'éi^alité 

1'   --  \ 


en  faisanl 

Le  problème  esl  donc  ramené  au  suivant  :  Représenter  un 
nombre  entier  par  la  forme 

<!»  ^  (.r-haij)(j7H-aj^K)...(^-4-  3t//i  v)  =  norinc(j- -i- a,/ ). 

On  résoudra  le  problème  plus  général  :  Représenter  un  nombre 
entier  par  la  forme 

V  =  norme (j7o-+-  «i  J^j -h  aj 0:^1 -f- . .  .-h  ay*->iC„j_i), 

qui  contient  m  indéterminées  a:o,  Xi ,  x.j,   . .  . ,  x,„_%. 

Supposons  qu'on  Tait  résolu  et  qu'on  ait  trouvé  que  la  forme  U' 
représente  le  nombre  entier  proposé,  si  Ton  v  fait 

Si  Ton  a 

1^2  =  ?3  =  •  •  •  =  ,^/«     1  ~  ^' 

on  saura  (jue  ^  devient  égal  au  nombre  entier  proposé  quand  on 
y  fait 

sinon  on  rejettera  la  solution. 

Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  :  Substituer  à  la 
place  de  Xq,  j?«,  . . . ,  Xm-\  des  nombres  entiers,  tels  que  ^r  de- 
vienne égal  à  un  nombre  donné. 

Supposons  le  problème  résolu,  soit  N  le  nombre  donné.  Soit 

Le  système  des  nombres  complexes 

où 

mo,  mi,   . . .,  w,n-\ 

sont  des  entiers  indéterminés,  est  un  idéal  de  norme  JN.  Ce  sera  un 
idéal  principal.  On  formera  donc  tous  les  idéaux  de  norme  N. 
Soit 

l'un  de  ces  idéaux.  On  doit  chercher  si  c'est  un  idéal  principal  ;  et 
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dans  le  cas  où  c'en  est  un,  on  doit  chercher  à  le  ramener  à  la 
forme  (3);  quand  il  sera  ramené  à  cette  forme,  on  aura  les  va- 
leurs cherchées  de  Xqj  j^i,  . . .,  Xm-t' 

La  norme  d'un  nombre  complexe  contenu  dans  la  formule  (3) 
est  égale  à 

(5)  NV(mo,  mi,  ...,/ii^_i). 
Quant  à 

(6)  norme(7^»>iH-y«>i-h.  ..-h7^'»J[im)ï 
c'est  une  forme  de  degré  m,  avec  les  m  indéterminées 

Par  la  méthode  de  M.  Hermite,  on  reconnaîtra  si  les  formes  (5) 
et  (6)  sont  équivalentes.  Si  elles  ne  le  sont  pas,  (4)  n'est  pas  un 
idéal  principal  et  il  n'y  a  pas  à  s'en  occuper.  Si  elles  le  sont,  on 
passera  de  l'une  à  l'autre,  en  posant 

[A/  =  X/  0  nio  -h  X/ 1  mi  -+-  X/ 1  mj  -4- . . .  -H  X/  m-i  ^m  -i- 

L'expression  (4)  deviendra  alors 

i  =  m  —  l 

i  =  0 

Les  expressions  (3)  et  (7)  devront  être  identiques,  ce  qui  don- 
nera pour  les  valeurs  cherchées  de  Xq^  j:«,  . .  .,  Xm_i 

"^1     =7V'^i.o    -^y?'\o    ^ -4-7<,'^'X,„o, 


y 


En  résumé,  pour  chercher  si  le  nombre  N  peut  être  représenté 
par  la  forme  F,  on  cherchera  si  le  nombre  B^)'^~'N  peut  être  re- 
présenté par  la  forme  ^';  à  cet  effet,  on  formera  tous  les  idéaux  de 
norme  B^,;"*N,  el  si 


vsl  Itin  (rentre  eux,  on  formera  la  forme 

norme  Y 


m 


-  167  - 

el  l^on  examinera  si  elle  est  équivalente  à 

VBSJ-»N 

et  quelle  est  la  substitution  qui  permet  de  passer  de  Tune  à 
Tautre.  La  connaissance  de  cette  substitution  donne  immédiate- 
ment la  solution  du  problème. 

Le  problème  est  donc  ramené  aux  deux  questions  suivantes  : 

i"  Former  tous  les  idéaux  de  norme  donnée; 

2°  Reconnaître  si  deux  formes  décomposablcs  en  facteurs  li- 
néaires sont  équivalentes. 

La  deuxième  question  a  été  complètement  résolue  par  M.  Her- 
mite.  Nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  pour  le  moment  que  de 
la  première. 

Formation  des  idéaux. 
Soit  un  module  quelconque 

Les  nombres  complexes  x^^\  x^^\  ...,  x^"^  forment  ce  que 
M.  Dcdekind  appelle  la  base  de  ce  module.  Ce  module  s'écrit, 
d'après  la  notation  convenue, 


(2) 


H" 

•*'0 

7.t/l) 

x'," 

«      •                                   1 

•    •    • 

•    •    •                • 

a     •                         •     •     • 

•*'  /rt  - 1 

Il  est  clair  qu'on  pourrait  donner  au  module  une  autre  base,  et 
par  conséquent  l'exprimer  d'une  infinité  de  manières  sous  la 
forme  {'i).  On  pourra,  par  exemple,  dans  le  Tableau  (2),  ajouter 
à  une  colonne  quelconque  une  autre  colonne  multipliée  par  un 
entier  constant,  ou  bien  encore  supprimer  une  colonne  entière- 
ment formée  de  zéros.  On  arrivera  ainsi,  si  m  <C.  rif  k  ramener 
l'expression  du  module  à  la  forme  simple 


(8) 


a, 

a, 

«3 

«* 

0 

6, 

b. 

b. 

0 

0 

C3 

C4 

0 

0 

0 

d. 

J'ai  écrit  le  Tableau  (8)  comme  si  m  était  égal  à  4-  Il  m'arrivera 


—  1(>8  - 

fréquemment,  quand  j'écrirai  Texpression  d'un  module,  de  don- 
ner à  m  une  valeur  particulière,  afin  de  mieux  me  faire  entendre. 
Mais  il  restera  entendu  que  ce  que  je  dirai  sera  vrai  pour  toute  va- 
leur de  m. 

Quelles  sont  les  conditions  pour  que  le  module 


(y) 


abc 
ode 
00/ 


soit  un  idéal?  Il  faut  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de 
ce  module  par  un  nombre  entier  complexe  quelconque  (par 
exemple  ai)  fasse  partie  du  module. 

Je  dis  que  a,  6,  c,  rf,  e  sont  divisibles  par/.  En  effet,  si 

est  un  nombre  complexe  appartenant  au  modifie  (9),  on  aura 

^•2^0    (rnotl/). 

Or  les  nombres  suivants 

aa},     by,\-\- diL\ 

devront  faire  partie  du  module,  ce  qui  exige 


a^^d^^o     (mod/). 


Il  en  sera  de  même  de 


(10) 


bi\-\-  d'x\^     cai-r- eaf -f-/a],     caj -4- eaj -h/aj 


Mais,  dans  le  cas  particulier,  l'équation  (i)  s'écrit 

aj=  Ajaf  —  Aia,-+-  Ao, 
de  sorte  que  les  trois  nombres  complexes  (10)  s'écrivent 


(/AjAo-f-eAo) 


rfAo— ^Aia,  ^^  (^ -f- A2^/)aJ, 
/Ao-+-  (c  —/A,  )a,-+-  (e  -f-  A2/)af, 


S'ils  font  partie  du  module  (9)  on  devra  avoir 

h  4-  \.fl   -  r  -\-  \\f  -  r  -  /'V,  4  /  \]  -f-  f  A2   -o     (moH/). 
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d\)ii 


6  =:=  e  £3  c  =i  o    (mod/). 

Je  dis  que  «  et  6  doivent  être  divisibles  par  cl. 
Car,  si  le  nombre  complexe 

fait  partie  du  module  (9)^  on  doit  avoir 


Or  les  nombres 


'7* 

Tx  -'  e  -j     (mod  d). 


aai,  boLi-\-  doL\ 


font  partie  du  module  (()). 
On  a  donc 

ar— o,     6  ==  tf  -^     (mod  rf), 

mais  -^  est  un  nombre  entier;  on  a  donc 

6^0    (modrf). 
De  même,  pour  que  le  module  (8)  soit  un  idéal,  il  faut 

rti  —  rtj  -3  «3  :  .r  bf    1  b^  ■:-  o  (  mod  Ci  ), 

ax^-.ai..=  o  (mod  62). 

En  général,  dans  un  Tableau  tel  que  (8),  le  dernier  chiffre  si- 
gnificatif de  chaque  colonne  est  sur  la  diagonale  qui  va  de  Tanglc 
supérieur  gauche  du  Tableau  à  l'angle  inférieur  droit.  Si  le  mo- 
dule correspondant  est  un  idéal,  tous  les  chiffres  d'une  colonne 
seront  divisibles  par  le  dernier  chiffre  significatif  de  cette  colonne, 
et  le  dernier  chiffre  significatif  de  chaque  colonne  est  divisible 
par  le  dernier  chiffre  significatif  de  la  colonne  suivante. 

Je  dirai  qu*un  idéal  est  simple  si  le  dernier  chiffre  significatif 
de  chaque  colonne,  sauf  la  première,  est  Tunité;  par  exemple, 
ridéal  suivant 


a 

b 

0 

0 

0 

1 

b 

0 

0 

0 

1 

b 

0 

0 

0 

1 

sera  slm|)]o. 


-  170  - 


Je  dirai  qu'il  est  primitif  si  le  dernier  cliiflre  significalif  des 
K  premières  colonnes  est  un  même  nombre  a,  et  si  celui  des 
m  —  K  dernières  colonnes  est  l'unité. 

Par  exemple,  l'idéal  suivant 


(n) 


a 

o 

c 

o 

o 

o 

a 

b 

c 

o 

0 

o 

I 

b 

c 

o 

o 

o 

1 

b 

o 

o 

o 

o 

I 

sera  primitif. 

Envisageons  d'abord  les  idéaux  primitifs;  je  dis  qu'un   idéal 
primitif  quelconque 

a  t  c  f  l 

o  a  b  e  k 

(i2)                                            o  o  I  e/  A 

o  o  o  I  ^ 

o  o  o  o  I 

peut  toujours  être  ramené  à  la  forme  (i  i  )•  En  effet,  a  devant  être 
divisible  par  a,  on  remplacera  a  par  zéro  en  retranchant  de  la 
deuxième  colonne  la  première,  multipliée  par  un  nombre  entier. 
On  peut  donc  toujours  supposer 


Le  nombre 


a  =  o. 


b%^ 


faisant  partie  de  l'idéal  (12),  les  nombres 


ca; 


b%\ 


devront  aussi  en  faire  partie.  Le  module  (11)  sera  donc  divisible 
par  le  module  (12);  or  ces  deux  modules  ont  même  norme;  donc 
ils  sont  identiques. 

Cherchons  maintenant  la  condition  pour  que  le  module  (11)  soit 
un  idéal.  Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  ses  nombres  com- 
plexes multipliés  par  ai  fassent  aussi  partie  du  module  (11).  Mais 
il  suffit  de  vérifier  ce  résultat  pour  les  nombres  de  la  base,  cl 
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parmi  eux  pour  les  nombres 

car  il  est  tout  vérifié  pour  les  autres. 

Donc,  pour  que  le  module  (i  i)  soit  un  idéal,  il  faut  et  il  suffit 

que 

aaj  et  ca}-4- 6a}-+-af 

fassent  partie  de  ce  module. 
Comme  on  a  identiquement 

a  a}  =  a(c  H-  6ai-f-  a})  —  6(a  a,)  —  c(a), 

le  nombre  a(t\  fera  toujours  partie  du  module.  Occupons-nous 
donc  du  nombre 

L'équation  (i)  s'écrivant  ici 

a}  =  A^af  —  AsaJ-h  Ata}—  Ajai-H  Ag, 
ce  nombre  est  égal  à 

Ao-H  A,  ai-i-A|aî-+-(c  — A3)aî-f-(6-h  A^)a}. 

S'il  fait  partie  du  module  (i  i),  il  devra  pouvoir  se  mettre  sous 
la  forme 

a(Xo-h  Xiai-t-  X,a}-+-  Xsaf -f-  X4 «})-+- (c -t- 6a, -+-  aî)((Xo-t-  î*i«i-*-  [*i*f)ï 

les  X  et  les  [x  étant  des  nombres  entiers. 
Si  nous  convenons  d'écrire 

2?o-f- J^i^i-f-. .  .-Hx,/,_iay*~*  s  o    (moda) 
quand 

nous  aurons 

Ao— Aiai-HA,a}(c  — A3)ajH-(ô-f-A4)a}         ) 

,  }    (moda) 

—  (c-i-6a,-f-aî)([Xo-^fA,a,4-{Xiaî)30  ) 

OU  bien 

Ao— A,a,-h  A,aî— Aaa}-!- Ava}— af  ) 

t  «  }     (moda), 

—  (c-h6ai-haî)(|Xo-h{A,a, -h  fx,aî— a})so  ) 

c'est-à-dire  que,  si  Ton  envisage  la  congruencc 

(i3)  ;5_  Av$k-f- A.,;»— Aj$«-+- A,Ç  — A,,--o    (moda). 
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elle  peul  se  réduire  en  deux  autres,  et  que  Tune  d'elles  est 
(i4)  $«H-6|-hc  =  o    (moda). 

Donc,  pour  que  le  module  (ii)  soit  un  idéal,  il  faut  et  il  sudit 
que  le  premier  membre  de  (i4)  soit  un  facteur  du  premier  membre 
de  (i3),  suivant  le  module  a. 

Un  idéal  peut  être  toujours  mis  sous  la  forme 

x^^\m^x-\-  mi  la, -4-. .  .H-  /W/rt-i^iaJ'*-^)-!-. . . 
-f- ^<^' ( /no.p -+- /ni, p «1 -+-... -4- /n ;,,_,, p a;"- »  ). 

Les  nombres  x^^\  j?(^\  . .  . ,  x^p"*  forment  alors  sa  trame. 

Par  exemple,  la  trame  de  l'idéal  (ii)  se  composera  des   deux 

nombres 

a  et  c  -I-  6ai-+-  a}, 

parce  que  tout  nombre  entier  complexe  faisant  partie  de  Tidéal 
est  la  somme  d'un  multiple  du  premier  et  d'un  multiple  du  se- 
cond. 

Un  idéal  est  déterminé  quand  on  connaît  sa  trame.  La  trame 
d'un  idéal  principal  se  compose  d'un  seul  nombre. 

On  déduit  de  ce  qui  précède  la  règle  suivante  pour  former  tous 
les  idéaux  primitifs. 

On  remplacera  dans  le  premier  membre  de  (i)  ai  par  ç  et  l'on 
considérera  Texpression  ainsi  obtenue  comme  le  premier  membre 
d'une  congruence  suivant  un  module  quelconque  a. 

Si  celle  congrucnce  n'est  pas  irrrduclible,  on  envisagera  l'un 
quelconque  des  facteurs  de  son  premier  membre 

(i5)  5"-H  ?„-i^'--i-f-  ::i,,-2$/>-2H-.  ..-4-  p,$  -4-  %. 

On  y  remplacera  ç  par  ai  cl  Ton  obtiendra  ainsi  un  nombre 
complexe  qui  formera  avec  a  la  trame  de  Tidéal  chcrclié. 

Il  faut  ajouter  aux  idéaux  ainsi  obtenus  les  idéaux  principaux 
qui  ont  pour  trame  un  nombre  entier  réel  a  et  qui  s'écriraient 

a  (>  (> 
c)  a  o 
o     (>     a 

(Cherchons  à  ap|)liquer  celte  régie  au  problème  suivant  : 

Former  tous  les  idéaur  simples  de  norme  a. 


L'idéal  clicrelié  devra  t'ire  de  la  forme 


(i6) 


a 
<> 
o 
o 
o 


o 
o 
o 


o 

I 

<> 
(> 


c» 

I 

o 


o 
o 
o 

I 


Quant  à  5,  ce  sera  une  racine  réelle  de  la  congruence 
(17)  ç»_A4Ç*-f-A3Ç»-A,|«-f-A,|-Ao:-^o    (moda). 

Tout  nombre  faisant  partie  de  Tidéal  (i())  sera  de  la  forme 

Si,  dans  ce  nombre,  on  remplace  ai  par  i,  on  obtient  un  nombre 
entier  divisible  par  a.  Réciproquement,  soit 

X  =  j-o -+- -^1  *i -+- -Tx  «î -H  3-3  a} -f- 0:4  a J 

un  nombre  entier  complexe  qui  devient  égal  à  un  nombre  entier 
divisible  par  a  quand  on  y  remplace  ai  par  Ç.  On  aura  identique- 
ment 

qui  devient  égal  à  l'expression  (18)  quand  on  fait 


mo 


=  -(aro-f-^iÇ-i-J^,5«-+-ir8$»-f- J-v$M, 


a 

m,- 

x,-+- 

rt\ 

-HJ-a 

5'-^ 

^\ 

?' 

m^^ 

^,-r- 

^3  5 

-+-J^V 

$^ 

m^^. 

^.1 

^.l 

/7l4- 

JTV 

Le  nombre  r  fait  donc  partie  de  Tidéal  (i(i).  Nous  désignerons 
donc  souvent  cet  idéal  parla  notation  abrégée 

Considérons  maintenant  l'idéal  (i  i)  et  supposons  d'abord  que  a 
soit  une  puissance  d'un  nombre  premier,  et  que   la   congruence 

(19)  5«+ ^5  H- c  1- o    (ino(la) 

ait  deux  racines  réelles  Ç|  et  ^2- 


i 
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Tout  nombre  faisant  partie  de  Tidéal  (i  i)  sera  de  la  forme 

a(moH-  /Wiai)  -h  (H-  6ai-Hcaf)(/iij-f-/n3ai-h  m^af) 
et,  si  l'on  y  remplace  ai  par  Ç{  par  exemple,  on  aura 

a(moH-mi5i)-+-(i  -+-  ^Çi-i- r5})(mt-+- /Ws^iH-  ^k^D^o    (moda). 
Si  donc 

appartient  à  Tidéal  (i  i),  on  aura 

Réciproquement,  si  Ton  a  les  congruences  (20),  le  nombre  x 
appartiendra  à  Tidéal  (11),  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 

Supposons  que  la  congrucnce  (19)  ait  ses  racines  imaginaires; 
je  dirai  encore  que,  pour  que  x  appartienne  à  Tidéal  (i  i),  il  faut  et 
il  suffit  que  les  congruences  (?'0)  aient  lieu.  Mais  quel  sera  alors 
le  sens  de  ces  congruences  où  entrent  des  imaginaires?  On  rem- 
placera les  congruences  (20)  par  les  congruences  (21) 

Si  il  cl  ia  sont  imaginaires,  toute  fonction  svinélrique  de  Ç|  el 
Ço  sera  un  nombre  entier  réel.  Les  congruences  (21)  ont  donc- 
toujours  un  sens.  Quand  i,  et  Ço  sont  réels,  les  systèmes  (v.o)  et 
(21)  sont  équivalents.  Nous  dirons  (ju'ils  le  sont  <;ncore  (juand  5« 
et  Ço  sont  imaginaires.  Dansée  sens,  on  pourra  dire  que,  pour  que 
X  appartienne  à  (i  1),  il  faut  et  il  suffît  que  les  congruences  (20) 
soient  satisfaites. 

Supposons  maintenant  que  (t  soit  un  nombre  (pielconque;  la 
congruence  (i())  peut  avoir  plus  de  deux  racines  réelles.  Si  Ton 
en  clioisil  doux  telles  que 


tf 


/>;  +  r  =  (5-  -$,)($       J2)     (moda). 


ce  qui  est  toujours  |)Ossil)le;  on  trou\era  encore  (jue  la  condition 
nécessaire  et  sulïisanle  pour  que  .r  lasse  [)arlie  de  (11),  c'est  que 
les  congruences  ('*n)  soient  satisfaites. 
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Problème.  —  Former  tous  les  idéaux  primitifs. 

On  prendra  un  nombre  quelconque  a.  On  envisagera  la  con- 
gru en  ce 

(22)     F(?)  =  ^''-A;n-i$'''-»-^A;«-,?'«-«-...±A,5:;:Ao  =  o     (moila). 

On  choisira  m  racines  réelles  ou  imaginaires 

Cl)   w    •  •  •»   snt 

de  cette  congruence,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  identiquement 

Parmi  ces  racines  Çi,  Ça,  ...,  \m%  il  Y  en  aura  d'imaginaires; 
mais  ces  imaginaires  se  répartiront  en  cycles,  de  telle  façon  que 
tout  polynôme  entier  symétrique  de  toutes  les  racines  d'un  même 
cycle  soit  un  nombre  entier  réel.  Si  donc  l'un  des  cycles  est  formé, 
par  exemple,  des  racines 

le  produit 

sera  réel. 

Cela  posé,  on  choisira  au  hasard/?  racines  de  la  congruence  (22), 
par  exemple 

mais  de  telle  sorte  que,  si  une  racine  imaginaire  fait  partie  du  sys- 
tème (23),  il  en  soit  de  même  de  toutes  les  racines  du  cycle.  On 
formera  les  congruences 

Si  ces  congruences  sont  satisfaites,  le  nombre 

j:  —  jTu  -h  j-i  ai  -f-  iFi  a J  -H . . .  -T-  x^-i  ^'x~ * 

appartiendra  ù  un  certain  idéal  primitif  que  je  désignerai  par  la 

notation  abrégée 

(^»  ;i'  Çî ?/»)• 

On  obtiendra  de  la  sorle  tous  les  idéaux  primitifs. 


â 
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Idéaux  premiers. 


L'idéal 


a 

o 

o 

o 

o 

a 

o 

o 

o 

o 

a 

o 

o 

0 

o 

a 

(•25) 


est-il  un  idéal  premier?  Pour  cela  il  faut  d'abord  que  a  soit  pre- 
mier; car,  s'il  était  divisible  par  un  nombre  entier  6,  l'idéal  (20) 
serait  divisible  par  l'idéal 

h  o  o  « 
0600 
o  o  b  o 
000b 

11  faut  en  outre  que  la  congruence 
(26)  ^— AaÇî-f-A,?»— A,Çh-Ao^o    (moda) 

soit  irréductible;  car,  si  l'on  avait  identiquement,  par  exemple, 
Ç*-  A3Ç»^-  A,5«-  A,  Ç  -h  k^  =  {\t^b^  -h  c)(|t-+-  b'^  -f-  c')    (mod  a), 
l'idéal  (25)  serait  divisible  par  l'idéal 


a 

0 

c 

0 

0 

a 

b 

c 

0 

0 

I 

b 

0 

0 

0 

I 

Ces  conditions  sont  suffisantes.  Pour  que  (26)  soit  premier,  il 
faut  et  il  suffit  que  a  soit  premier  et  que  la  congruence  (26)  soit 
irréductible. 

A  part   les  idéaux  premiers  ainsi  trouvés,  je  dis  que  lout  idéal 
premier  est  primitif.  Je  dis  que  l'idéal 

abc     dbd     eba     ha     ma 


(  -K  » 


0 

al) 

foa 

Art 

na 

(» 

0 

ab 

la 

pa 

0 

0 

0 

a 

fja 

r 

0 

0 

0 

(t 

ne  peut  élre  premier. 
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r'  Il  est  divisible  par 


a 

o 

o 

o 

o 

C) 

a 

o 

o 

o 

o 

o 

a 

o 

o 

o 

o 

(> 

a 

o 

o 

o 

o 

o 

a 

lN)ur  qu'il  soit  premier,  il  faut  donc  d'abord 


a  —  \. 


Supposons  cette  condition  remplie. 
a"  Il  esl  divisible  par  Tid/^al 


(  29  ) 


/; 

0 

0 

h 

0 

0 

h 

0 

k 

h 

n 

0 

/; 

1 

k 

0 

() 

0 

1 

l 

0 

0 

(1 

0 

1 

En  effet,  les  nombres 

devant  faire  partie  de  Tidéal  (a^),  cet  idéal  divist; 

bc    hd  «>      h    o 

o       h  bd     k     h 

(•j»8)                                                00  b       l      k 

(»       o  01/ 

r>       o  0       o      I 

(Je  tiens  compte  de  la  condition  «  =  i .) 

Ma!s(si7)  et(a8)  ont  même  norme;  donc  ils  sont  identiques. 
Or  il  est  clair  que  (jiÇ))  divise  ('->.8). 

Donc  (9.7)  n'est  pas  premier.  c.   c^.    f.   o. 

Considérons  donc  un  idéal  primitif  quelconque 


(3o) 


a  o  c  o 

o  a  b  c 

r>  o  1  b 

o  o  o  I 


(^ue  faut-il  pour  qu'il  soit  premier? 

Il  faut  d'abord  que  a  soit  premier;  car,  si  ti  était  divisible  par//, 
xcii.  \'.>. 


i 
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(.5o)  serait  divisible  par 


p    o    c  o 

o    p    b  c 

o    o     \  b 

o     o     o  I 

Il  faut  ensuite  que  la  congruence 

$*-f-6ÇH-c  =  o  (  mod  a  >. 

soit  irréductible;  car,  si  l'on  avait,  par  exemple, 
(3o)  serait  divisible  par 


a 

u 

0 

0 

0 

1 

5. 

0 

0 

0 

I 

\x 

0 

0 

0 

1 

ces  conditions  sont  sufiisantes. 

Problème.  —  Former  tous  les  idéaux  premiers. 

On  égalera  a  à  un  nombre  premier  P  quelconque;  on  décompo- 
sera le  premier  membre  de  la  congruence  ('^2)  en  facteurs  irré- 
ductibles. Soil 


(3i) 


;'' -^-^'/^   i;^'~*-^  a^-îî^'-^-f-.  .  .4-  a,;-r-  r/o 


l'un  de  ces  facteurs.  Supposons  que,  décomposé  en  facteurs  ima- 
j^inaires,  il  s'écrive 

Tidéal 

sera  prenne  r,  et  l'on  obtiendra  de  la  sorte  tous  les  idéauxpremiers. 
Tous  les  nombres   appartenant  à  cet  idéal  seront  compris  dans 
la  formule 

où  les  N  sont  (b's  enlicrs  Indétcrminc's. 


L 
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La  Iramc  de  l'idéal  se  composera  des  deux  nombres 

Puissances  d'un  idéal  premier. 

Envisageons  l'idéal  premier  que  je  viens  de  délinir. 
Envisageons  la  congruence 

(3a)  t/»— A,„-i5''»-»-h...±  Ao=o    (inodP>). 

L'un  des  fadeurs  irréductibles  de  cette  congruence  sera  congru 
(module  P)  à. 

Or,  on  a  pu  choisir  (3i)  d'une  façon  arbitraire,  pourvu  que 
cip-\y  cip_2^  . . . ,  «0  donnent  certains  restes  à  P.  On  aura  donc  pu 
le  choisir  de  telle  façon  que  ce  soit  un  facteur  irréductible  de  la 
congruence  (3a). 

Cela  posé,  la  puissance  X"'*®  de  l'idéal  premier  considéré  qui  a 
pour  trame 

aura  pour  trame 

P^,  (af-+-ap_iaf"*4-...-t-a,a,  H-rto)*'^ 
et  l'ensemble  des  nombres 
(33)  Pl*(a^  4- rt^_,a^'"* -+-... -+-rtia,-hrt„)"A-|i. 

L'un  des  communs  diviseurs  des  nombres  compris  dans  l'ex- 
pression (33),  où 

sera 

Donc  la  puissance  X*'-""*  cherchée  sera  divisible  par  l'idéal  (3i), 
dont  tous  les  nombres  sont  donnés  par  la  formule 

P^(No-^a,N,H-...-+-a^-«N^_,)-+-P(N,,-4-Np-Hia, -h...-f-N,„_,aï'-/'-»). 

Or  elle  a  même  norme  (|uo  cet  idéal,  lille  est  donc  idenli(|ue  à  cet 
idéal. 
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Multiplication  des  idéaux  premiers  entre  eux. 

Tout  idéal  primitif  ou  non  primitif  peut  être  considéré  à  la  fois 
comme  le  produit  et  comme  le  plus  petit  commun  multiple  d'un 
certain  nombre  d^idéaux  primitifs  premiers  entre  eux  et  puissances 
d'un  idéal  premier. 

Nous  savons  maintenant  former  toutes  les  puissances  d'un  idéal 
premier.  Comment  maintenant  multiplier  entre  elles  deux  pareilles 
puissances  premières  entre  elles?  Soient 


^^5) 


(36) 


p^ 

o 

6 

o 

o 

o 

o 

p^ 

a 

b 
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o 

o 

o 

1 

a 

b 

o 

o 

o 

o 

1 

a 

b 

» 

o 

o 

o 

o 

1 

a 

o 

o 

() 

o 

o 

1 

pV- 

o 

o 

e 

0 

o 

o 

pV' 

o 

d 

e 

o 

o 

o 

pV- 

c 

d 

e 

o 

o 

o 

1 

c 

d 

o 

o 

o 

<) 

1 

c 

o 

o 

o 

(> 

(> 

1 

1 

1 

los  deux  puissances  à  nuilliplier  entre  elles.  Soit  ix  <[  A  et  suppo- 
sons les  deu\  puissances  premières  entre  elles;  on  devra  avoir 
identiquement 


-*t,  -»*,  -*♦,  •'3'»     ^^-^2«» 

Le  produit  aura  pour  trame 


fM;  —  À)     (inod/>>). 


/>'  'i*-,  ft'?-\  3if  ^  2|  a  —  6  ),  /)'(  a\  —  raj  -r-  di^  —  e  ) 


cl 


i\  -  -  ij  a  --  h  »(a,'  -    c^i  —  </7|  --  *•»  —  !*   -  kr\  —  i i\  —  m  aj  —  //  2j  —  ij. 


Il  aur<)  poiir  norme 


U-'  ■  -'J-. 
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Envisageons  le  modi 

lile 

/. 

o 

bpV^ 

o 

o 

1 

o 

p^ 

apV- 

bp}^ 

o 

n 

7) 

o 

o 

pV- 

apV- 

bpV- 

m 

o 

o 

o 

pV- 

ap}^ 

l 

o 

o 

o 

o 

pV- 

k 

o 

o 

o 

o 

o 

I 

11  sera  divisible  par  (35)  et  par  (36),  et  par  conséquent  par  leur 
plus  petit  commun  multiple  (|ui  est  leur  produit.  De  plus  il  aura 
même  norme  que  leur  produit.  Donc  ce  sera  leur  produit. 

Dans  le  cas  particulier  )>=  a,  (3^)  se  réduit  à  l'idéal  primitif 


/>A 

o 

o 

o 

o 

1 

O 

p> 

o 

o 

o 

n 

o 

o 

p'' 

o 

o 

m 

o 

o 

o 

p^ 

o 

/ 

o 

o 

(> 

o 

;,X 

k 

o 

o 

o 

o 

o 

I 

On  ferait  de  même  pour  multiplier  entre  eux  plus  de  deux 
idéaux  puissances  d'un  idéal  premier. 

Pour  nous  résumer  et  pour  donner  des  résultats  un  énoncé 
simple,  nous  allons  donner  quelques  définitions. 

F(a,)  sera  Texpression 

qui  est  nulle,  comme  on  le  sait,  si  Ton  remplace  ai  par  sa  valeui 
tirée  de  Téquation  (i). 

Nous  dirons  qu\in  nombre  complexe 

est  un  facteur  du  nombre  complexe 

H,=  a^-h  ^v-  !«{"*-+-.. -^6o, 
suivant  le  module  B,  si  Ton  veut  trouver  un  nombre  complexe 

tel  que 

Ils      [l,K 

soit  divisible  par  R. 
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De  même  nous  dirons  que  Ht  est  un  (acteur  de  F(ai)  suivant  le 
module  B,  si  l'on  peut  trouver  un  nombre  complexe 

K'=  oL'r^^  c;„_^  ,a7-l^-»-+-. .  .H-  ci 

tel  que 

F(oi,)-H,K' 

soit  divisible  par  B. 

Règle  pour  former  tous  les  idéaux  dont  la  norme  est  une  puissance  h 

d'un  nombre  premier/?. 

Soient 

lli  un  facteur  de  F(ai),  suivant  le  module />^, 
H2  un  facteur  de  H|,  . . ., 
Un  un  facteur  de  H„_|. 

Soient  [JL<,  [jLa,  . . . ,  jx,,  les  ordres  de  H|,  H2,   . . .,  Un- 
Soit 

Al,    Aj,    .  .  . ,    An,    A 

une  série  de  nombres  entiers  croissants,  tels  que 

Le  module  dont  tous  les  nombres  complexes  sont  compris  dans 
la  foniiule 

(38)        '         -^    

où  les  N  sont  des  tniliers  indéterminés,  sera  un  idéal  de  norme /^^ 
et  de  plus  on  obtient  par  ce  procédé  tous  les  idéaux  de  norme />^. 

Il  en  résulte  que  le  nombre  des  idéaux  de  norme />^  est  iini; 
car  F(a,  )  n'admet  (ju'un  nombre  fini  de  facteurs  H,  suivant  le  mo- 
dule/>^,  Hi  n'admet  qu'un  nombre  Iini  de  facteurs  H^  suivant  ii' 
module yy^',  .... 

Il  est  vrai  (|u'()ii  peut  remplacer  respectivement 

M  I ,     M  2 il/, 
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par 

Kj,  K2,  ...,  Krt  étant  des  nombres  complexes  quelconques 
d'ordre  [x,  —  1 ,  [Xj  —  i ,  . . . ,  [jl„  —  i ,  sans  que  ces  nombres  cessent 
d'être  facteurs  les  uns  des  autres  etdeF(a,)  suivant  le  module/?*. 
Mais,  en  faisant  cette  substitution,  on  ne  change  pas  Tidéal  corres- 
pondant. 

Remarquons  que  Ton  peut  disposer  de  K<,  Kj,  . . .,  K/,,  de  telle 
sorte  : 

1**  Que  H|  soit  divisible  par  H^,  Ha  par  H3,  . . .,  H„_|  par  H,,; 

2**  Que  H,  soit  un  facteur  de  F(a,)  non  seulement  par  rapport 
au  module  p^,  maïs  par  rapport  au  module/?*,  k  étant  aussi  grand 
qu'on  voudra. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  Ton  ait  disposé  ainsi  de 
K|,  K2,  . . . ,  K,,.  Soit  à  décomposer  en  facteurs  premiers  un  idéal 
dont  la  norme  est/?^. 

Supposons  (ce  que  nous  pouvons  toujours  faire,  ainsi  qu'on 
vient  de  le  voir)  que  Hj  divise  H<,  H3  divise  H2,  ...,  H,,  divise 

Soit 

L'idéal  (38),  qu'il  s'agit  de  décomposer  en  facteurs  premiers,  a 
pour  trame 

11  sera  le  produit  des  idéaux  primitifs  qui  ont  respectivement  pour 
trames 

Il  reste  à  décomposer  chacun  de  ces  idéaux  primitifs  en  facteurs 
premiers. 

Envisageons  le  premier  de  ces  idéaux,  à  savoir  celui  qui  a  pour 
trame  p^^  :  c'est  la  puissance  X|  de  celui  qui  a  pour  trame  p\  pour 
obtenir  les  facteurs  premiers  de  cet  idénl,  envisageons  la  con- 
gruence 


^^ 
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Dccomposons-la  en  facteurs  irréductibles  et  supposons  que,  si  l'on 
remplace  dans  ces  facteurs  Ç  par  a,,  ils  deviennent  des  nombres 
complexes  A,,  h^^  ,.,,  hq.  L'idéal  dont  la  trame  est  p  aura  pour 
facteurs  premiers  les  idéaux  dont  la  trame  est  respectivement 

(/>,  ^i)»  (/>»  ^*i),  ••,  (/>,  hq)' 
Envisageons  maintenant  Tidéal  dont  la  trame  est 

ce  sera  la  puissance  A2 —  A,  de  Tidéal  dont  la  trame  est 

/;,  X|. 
Soit 

A,  =  a^  -+-  Ov-i^i  "*-4-. .  .-h  «0- 

Considérons  les  facteurs  irréductibles  de  la  congruence 

et  supposons  que,  (|uand  on  y  remplace,  ^  par  ai,  ils  deviennent 
des  nombres  complexes 

Les  facteurs  premiers  de  Tidéal  dont  la  trame  est 

seront    es  idéaux  dont  les  trames  sont  respectivement 

(  /^  /''i)'  (/?'  /''j)'   •  •  •'  ^P^  f^'q)- 

On  opérerait  de  même  pour  les  autres  idéaux  primitifs,  de  telle 
sorle  {\\Hi  l'idéal  ('.^S  )  stî  IrouveTa  décomposé  en  facteurs  premiers. 

Cas  exceptionnels. 

1"    La  eon^ruenee  {  3())  est  irréductible. 

Dans  ce    eas  il    n\  a  pas  d'idéal  dont  la  norme  es!  p^  si  //  n'est 
pas  (li\isil)l(?  par///;  il  n  y  en  a  (ju'un  si  A  est  divisible  par  ///  :  c'est 

-  h 

eeliii  dont  la  trame  <*sl /y'"  et  e'est  la  puissance     -   de  l'idéal    dont 

'  »  /// 

la  trame  est />  qui  e-^i  premier. 

y."    La  con^^ruence  (.')9)ades  racines  multiples. 

Dans    loiil    ce   cpii    précède,  on  a  supposé  iniplicilement  que  la 
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congruence  (M))  n'avait  pas  do  racine  mulliplc.  Remontons  en 
etïel  jusqu'au  point  où  il  s'est  agi  de  trouver  la  puissance  A*''"**  d'un 
idéal  premier  donné. 

L'un  des  facteurs  irréductibles  de  la  congruence  (3>-),  ai-je  dit, 
est  congrue  à  (3i)  (mod  P).  Cela  ne  serait  plus  vrai  si  la  con- 
gruence (32)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  congruence  (39) 
avait  des  racines  multiples. 

Ainsi  la  congruence 

5* — D  r-=  o    (inod/?*) 

admet  ou  n'admet  pas  de  racines  réelles,  c'est-à-dire  est  décompo- 
sable  ou  non  en  deux  facteurs  irréductibles,  selon  que  la  con- 
gruence 

5' — d=.o     (niocI/>) 

est  elle-même  réductible  ou  irréductible^  Cela  est  vrai  toutes  les 
fois  que  D  n'est  pas  divisible  par/?. 

Supposons  maintenant  que  D  soit  divisible  par  p  sans  l'être 
par  yy'-^. 

I^a  première  congruence  sera  irréductible^  le  premier  membre  de 
la  seconde  sera  le  carré  du  facteur  irréductible  Ç. 

Pour  voir  comment  on  devra  opérer  pour  lever  cette  dilllicullé, 
commençons  par  un  exemple  simple;  soit 


(»<>) 


p 

—  >• 

0 

0 

0 

1 

? 

0 

0 

0 

I 

—  5 

0 

0 

0 

1 

un  idéal  premier  simple  et  supposons  que  ^  soit  racine  double 
de  (39). 

(cherchons  le  carré,  le  cube,  etc.,  la  puissance  A'*'"*'  de  (îo). 

Supposons  d'abord,  toujours  pour  plus  de  simplicité,   5  =  o,  ce 

qui  exige 

Al  =7  Ao i^  o     (  modp). 

(Cherchons  d'abord  le  carré  de  l'idéal  donné 


(  i"  » 


P 

0 

C) 

0 

0 

1 

l> 

0 

f> 

C) 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

ê 
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Je  dis  que  ce  sera 


(40 


p  ()  o  « 

O  /?  <)  o 

O  O  I  o 

<)  O  O  I 


En  effet,  il  est  aisé  de  constater  que  (40  tîsl  un  idéal.  Or  Je 
carré  de  (/{o)  a  pour  trame 

et,  comme  ces  trois  nombres  font  partie  de  (4i),  (40  divise  le 
carré  de  (4o).  Or  ces  deux  idéaux  ont  même  norme.  Donc  ils 
sont  identiques.  '  c.   q.   f.  d. 

Cherchons  maintenant  les  puissances  paires  de  (4o)^  l^i  puis- 
sance 2a  par  exemple.  C'est  chercher  la  puissance  a  de  (40* 

F(aO  va  admettre  comme  facteur  suivant  le  module />^*  un  cer- 
tain facteur  quadratique  aj  H-  a,  X  +  [x,  tel  que 

X^{x^o    (mod/?). 
L'idéal  (40  peut  s'écrire 


P 

o 

\^ 

o 

() 

P 

\ 

!^ 

o 

(> 

1 

\ 

<> 

O 

o 

I 

Il  a  alors  |)our  Irainc 


p  et   aj  -^  Xai  -f- 


.u. 


Sa  puissance;  a'  '"*^  a  pour  traîne 

p^     cl     p-^  [^(af-H  Xa,-f-  \i.p. 
Lllo  est  donc  divisible  ])ar  l'idéal  dont  la  trame  est 


Or  col  idéal  s'écrit 


(  I  > 


/}^     v\      aj  -':    Aai  -1-  (X. 


I      «»         />'^       /.        'X 

I 

t)  u  I         A 


1 1 
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et  a  par  consi*quen(  mèiiK»  nonne  que  la  puissance  a'*^'"*' de  (4  i). 
Donc  (4?i)  est  la  puissance  a''™®  de  (^i)  et  la  puissance  aa"'"**^ 
de  (4o)- 

Cherchons  maintenant  la  puissance  aa  +  i **"*'*  de  (4o)  :  c'est  le 
produit  de  (4o)  et  de  (4^);  elle  aura  donc  pour  tranio 

/»«+»,     a,/?«,    /?(aî-HXa|-h  fx),     a,(aî-+- Xa, -f- jx). 

Supposons,  ce  qu'on  peut  toujours  faire,  que  a^-h  Xa<  +  [x  soit 
un  (acteur  F(ai)  suivant  le  module  /?=**+*. 


(i3) 


/?«-»-*  o  {i.  o 

o  />*  X  jx 

o  o  I  X 

o  o  o  i 


sera  un  idéal  dont  feront  partie  tous  les  nombres  de  la  trame  de 
la  puissance  cherchée  et  qui  aura  même  norme  que  cette  puis- 
sance ;  ce  sera  donc  cette  puissance  elle-même. 
Supposons  maintenant  que 

F(a,)  =  af— A^af-f-  AjaJ  —  Aja}-h  Ai  ai  — A© 
admette  comme  facteur  suivant  le  module  p 

(a} -h  Xai-hfx)*. 

Il  admettra  comme  facteur  irréductible  suivant  le  module  p^^ 
h  étant  très  grand, 


ou 


af-H  IlsaJ-t-  Hjaî-f-  Hjai-h  Hu, 


IIpiEH  jx*,     IIi==3'iX[x,     lijijs  X^-f- 2{x,     Il3=^uX     (niod/;). 


Il  V  aura  alors  un  idéal  premier 


p    o     ;x    o     <> 

()      p       X       {X      o 


o     o     I      A     «x 


o       o      o        I        A 
o       f>      (>       i\       I     I 


—  188  - 


dont  la  puissance  2a*^'"*  sera 


jD*  o       o 

O  jD«      o 

o  o    />* 

o  o 

o  o 


o  Ho 
o  H, 
o     H, 


o      jD«      Hj 

o       o        1 


et  la  puissance  2  a  -h  i^ 


leme 


/>*-♦"*  O  fJtjD»         O         Ht 

O         />«+*      X/>«      (Jl/>«      Ht 

#    O       .       O  />«        X/>«      Hj 

000       />>     .H| 
06001 


Encore  un  exemple  :  supposons  que  F(«i)  admette  le  faoteiir 

suivant  le  module  p. 

Il  admettra  comme  facteur  irréductible,  suivant  le  module />*, 
h  étant  très  grand , 

af  +  Hi  «}  +  Hi  «1  +  Hq, 

ou 

H,=  3$,     H, ^35»,     Ho=f»    (mod/?). 


Il  y  aura  alors  un  idéal  premier 


/?  5  o  o  G 

o  I  5  o  o 

o  o  I  Ç  o 

o  o  o  I  5 

o  o  o  o  I 


dont  les  puissances  3a*^"%  (3a  +  1)'^"»%  (3a 
vement 


^yeine  ^q^^  rcspectî- 


[?« 

0 

0 

H« 

0 

0 

y» 

0 

H, 

H, 

0 

0 

/,« 

H, 

H, 

0 

0 

0 

1 

H. 

f) 

0 

0 

0 

I 
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^at  1 

\p^ 

o 

11. 

(> 

o 

/" 

?/'=« 

11. 

11« 

o 

o 

/" 

Il, 

H, 

() 

C) 

o 

I 

H. 

(» 

o 

o 

o 

1 

p7.^\ 

o 

ÎV 

Ho 

o 

o 

p%^\ 

>?/" 

H, 

H, 

o 

o 

/,« 

H, 

H, 

o 

o 

o 

1 

H, 

o 

o 

o 

o 

1 

(^jCS  exemples  suffiront,  je  pense,  pour  faire  comprendre  com- 
ment on  devra  se  tirer  d'aiïaire  dans  le  cas  exceptionnel  qui  nous 
occupe. 


Multiplication  de  deux  idéaux  dont  les  normes  sont  premières 

entre  elles. 

Soient 


abcd  abc^  aht  a^ 

o  nhc  abo  a^ 

o            (>  ab  aoL 

o           o  o  a 


(»  O  ''«1^1  ^'|3t| 

O  O  O  ai 


les  deux  idéaux  à  multiplier.  Leurs  normes  seront  respectivement 

La  norme  de  leur   produit,  qui  est  en  milme  temps  leur  plus 
petit  commun  multiple,  sera 

\  étant  premier  avec  N|   et  par  conséquent  «,  ù,  r,  r/ premiers 
avec  r/,,  ft|,  Ti,  di;  on  pourra  trouver  des  nombres 


A,  B,  T,  A,  K,  Z, 


tels  (|ue 


Z  -~  5  (  inod  d  ). 
E  ~-  s   (  moi\  rd  ), 
A       0  (  niofi  c), 


Z—  Ç,   (moiU/i  ), 
K^^  El   (  nioH  cidi  ), 
A  :    Oi  (  mod  Cl  ), 
r       Y  (  uuh\  brd),      V      yi  (  mod  b^r^dx  >• 
B   -  3  (  iiH »d  bc  ;,       H  ^  3|  (  mn<|  />,  r,  ), 
A  :  ^  a  (  mod  b  »,  A  ^-  ai  (  mod  //,  ). 


— 
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[iiivalents  à 

aibiCirfi 

athiCiZ 

aihiE 

a,  r 

o 

aibtCi 

aibil 

aiB 

ï 

o 

o 

a,  6, 

«i  A 

o 

o 

o 

a, 

(14) 


abcd  abcT^  abE  aV 

o  a6c  abt^  aB 

o  o  rt6  a  A 

o  o  o  a 

Leur  produit  divisera  l'idéal 

abcdaxb\Cxdi  abcaibiCiZ   ^abaibiE  aaiT 

o  abcaibiCi        abaibi^  aaiB 

o  o  abaxb\  aafA 

o  o  o  aai 


et,  à  cause  de  Tidentité  des  normes,  sera  identique  à  (44)* 

Problème.  —  Former  tous  les  idéaux  de  norme  N. 

On  décomposera  N  en  facteurs  premiers;  supposons  qu'on  ob- 
tienne de  la  sorte 

On  formera  tous  les  idéaux  de  nombre  />*,  de  norme  />î»,  de 
norme  ^*  et  on  les  multipliera  entre  eux  d'après  la  règle  précé- 
dente; on  obtiendra  ainsi  tous  les  idéaux  de  norme  IV. 

Problème.  —  Reconnaître  si  un  nombre  N  peut  être  repré- 
senté par  la  forme  ^{xs,  x^y  .  • . ,  Xm)* 

On  formera  tous  les  idéaux  de  norme  N  d'après  la  règle  précé- 
dente. Supposons  que  tous  les  nombres  complexes  de  Tun  de  ces 
idéaux  soient  compris  dans  la  formule 

OÙ  les  ^  sont  des  nombres  complexes  donnés  et  les  x  des  entiers 
indéterminés.  On  cherchera,  d'après  la  méthode  de  M.  llermile, 
si  les  formes 

sont  équlvalcnles.  Si  elles  le  sont,  le  nombre  N  pcHil  être  repré- 
senté par  ^\ 

Si  aucun  des  idéaux  de  nonne  i\  ne  donne  une  forme  équiva- 
lente à  NM',  le  nombre  N  ne  peut  être  représenté  par  M'. 


% 
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Sachant  rcconnaîlrc  si  un  nombre  cnlicr  donné  peut  être  repré- 
senté par  Wy  on  saura  reconnaître  s'il  peut  l'ôtre  par  F. 

Imperfection  de  la  méthode. 

Si  Ton  veut  trouver  toutes  les  représentations  de  N  par  F,  on 
cherche  toutes  les  représcntalîons  de  B^J'^N  par  W;  supposons 
que  Ton  trouve  que  W  devient  égal  à  B^~*  N  quand  on  fait 

On  rejettera  toutes  les  solutions  pour  lesquelles  on  n'aura  pas  à 

la  fois 

?3=  ?i  =  ...=  P/«=  o,     Pi=o    (modB,;,). 

S'il  en  reste  une,  on  saura  que  F  devient  égal  à  N  quand  on  fait 

"m 

On  est  donc  obligé,  pour  trouver  toutes  les  représentations  de  N 
par  F,  de  chercher  toutes  les  représentations  de  B'JJ"*N  par  ^^, 
dont  la  plus  grande  partie  sera  en  général  inutile.  On  est  forcé, 
par  conséquent,  de  former  un  plus  grand  nombre  d'idéaux  qu'il 
ne  serait  strictement  nécessaire.  C'est  ce  qui  nous  conduit  à  cher- 
cher quelques  simplifications. 

Pemière  simplification,  —  Le  problème  de  la  représentation 
des  nombres  par  F  se  ramène  à  celui  de  la  représentation  des 
nombres  par  <E».  Occupons- nous  donc  de  ce  second  problème  et 
cherchons  à  trouver  des  nombres  entiers  Ç,  tj,  tels  que 

N  étant  un  entier  donné. 

(On  [)eut  toujours  supposer  que  Ç  et  y^  sont  premiers  entre  eux  ; 
car,  s'ils  ne  l'étaient  pas,  N  devrait  être  divisible  par  la  puissance 
//i»'*™*  de  leur  plus  grand  commun  diviseur  d  et  l'on  devrait  avoir 

et  le  problème  serait  ramené  à  égaler  <I>  à  Nrf"''"  en  substituant  à 

la  place  de  x  et  de  r  deux  nombres  entiers  ~>  j.-»  premiers  entre 
eux.) 


Si  Ton  suppose  le  problème  résolu,  les  nombres  comj)le\es 
compris  dans  la  formule 

(.{5)  ($-i-T^a,)(Wo-»-  wi«i-+-  /wsaf-h..  .-H //ï,^-!»?'-*  ) 

forment  un  idéal  de  norme  N  et  la  méthode  générale  consiste  à 
former  tous  les  idéaux  de  norme  N  et  à  chercher  s'ils  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme  (45). 

Est-il  nécessaire  pour  cela  de  former  tous  les  idéaux  de  norme  N? 
Non,  car  je  dis  que  (4^)  est  un  idéal  simple.  En  effet,  si  m  =  5 
par  exemple,  cet  idéal  s'écrit 

5        O       O       O  AqTj 

T,     5      o     o      —  A,T, 

o       Yl       5         o  AîT, 

1       5        —  AjT, 


o      C) 


o     o     o      T,     ^  -h  A^r^ 

Çetr,  étant  premiers  entre  eux;  il  en  sera  de  même  de  r,  et  ;  -f-  \^r^  ^ 
il  existera  deux  nombres  Â|  et  jjL|,  tels  que 

On  ne  changera  pas  Tidéal  en  multipliant  la  cinquième  colonne 
par  jJL,  et  y  ajoutant  la  quatrième  multipliée  par  Xi  et  (en  même 
temps)  en  multipliant  la  quatrième  colonne  par  ç  -h  A^r,  et  en 
rclranchant  la  (*inquiènie  multipliée  par  r,  ;  car  le  déterminant 


;-HA..r,      —  r, 


—  I  . 


L'idéal  (l(!vient  ainsi 


;      <>     '»  -  Aor,2  -Al  AoT, 

I  *»     ^i      ;  —  AaT.s  a,  Ajr. 

o     o     r,     t2_^.  A^T.t-i- A3T,2     À,5_a,A3y, 
o      o      o  C>  I 

Les  nombres  r,  et  ;^-u  \  ^r,; -f- A:^/,-  sont  premiers  entre  eux.  Il 
<'\ist<'  donc  deux  nombres  A.,,   «jl^,  tels  que 

>>y.-^  !^2(;i-^  A.ï,^-- A,Y/M  =  I. 
<.)n  ne  eban^era  pa>  l'idéa!  en  niultiplianl  la  (jualriènie  colonne 
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par  [JL2  et  y  ujoulanl  la  Iroisiùmc  multipliée  par)v2,  et  en  multi- 
pliant la  troisième  par  5"- +  A^r,; -H  A^r/-  et  en  retranchant  la 
quatrième  multipliée  par  r,.  L'idéal  devient  alors 


5 

0 

AoT,^ 



IXjAoV 

jJ.|AoYl 

^i 

5 

-A,V 

[AjAiT,* 

[1,A,T, 

0 

T^i 

53_^A;T.f*-4-A3T,2$-i-A,V 

^«f 

—  |x,A,r,« 

[A,  AjYl 

0 

0 

0 

• 

1 

h 

« 

—  t^lAsT, 

0 

0 

0 

0 

1 

Les  nombres  r^  et  Ç=*4- A4  r,;--h  AsY^^;  4- AoT/  sont  premiers 
entre  eux,  etc.  ;  il  est  aisé  de  voir  qu'en  continuant  de  la  sorte,  on 
amènera  l'idéal  à  la  forme 


N 

a 

0 

c 

d 

0 

1 

e 

f 

A' 

0 

0 

1 

h 

A 

0 

0 

0 

1 

l 

0 

0 

0 

0 

1 

ce  qui  montre  que  c'est  un  idéal  simple. 

Donc,  au  lieu  de  former  tous  les  idéaux  de  norme  iN,  il  suffira 
de  former  tous  les  idéaux  simples  de  norme  N. 

Problème.  —  Trouver  toutes  les  représentations  de  N  par  4>. 

Ce  qui  précède  nous  conduit  à  la  règle  suivante  : 
On  envisagera  la  congruence 


(46) 


^'w—  A,„_,$'«-^»+  A,„_,$"»-»  — ...d=Ao=o     (moclN). 


et 


Soit  $  l'une  des  racines  de  cette  congruence. 
Si  les  deux  formes 


sont  équivalentes  et  que  l'on  passe  de  la  seconde  à  la  première  en 
posant 


X,n  —=■  A,„ j  V|  -f-  f^m,i}'l-^ •  •  •"^"  ^m,mymj 


XIII. 


l3 
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si  l^on  a 

^3,1  =  ^4,1  =  .  .  .  =  A,«  j  =  O, 

on  égalera  4>  à  N  en  posant 

ar  =  NX,,,  — ÇX,,,,    ^  =  X,,,, 
et  Ton  obtiendra  de  la  sorte  toutes  les  représentations  de  N  par  <E». 


Sur  Véquation  indéterminée  jr'-h^'=  5'; 

par  M.  R.  Perrin. 

(Séance  du  6  mai  i885.) 

1.  On  sait  que  Fermât  a  annoncé  l'impossibilité  de  décomposer 
un  cube  en  deux  autres  cubes,  et  j^çénéraleraent  une  puissance 
quelconque  en  deux  puissances  du  même  nom,  au-dessus  de  la  se- 
conde; mais  que  cette  impossibilité  n'a  été  démontrée  jusqu'ici 
que  pour  les  puissances  dont  l'indice  est  un  multiple  de  4  (')•  J^ 
me  propose  de  montrer,  pour  le  cas  particulier  du  cube,  que  si 
l'on  peut  déterminer  une  solution,  en  nombres  entiers  et  pre- 
miers entre  eux  (on  peut  se  borner  à  considérer  les  solutions  de 
celle  nature),  de  réqiialioii 


(  I  )  T^  -T-  y 


'jr»3         '  1^3    — —       '•3 


on  en  déduira  immédiatement  une  série  indéfinie  d'aulres  solu- 
tions, toujours  en  nombres  entiers  et  premiers  entre  eux,  toutes 
difTérentes  entre  elles  ;  chaque  solution  de  cette  série  comprend 
en  elVet,  sur  les  trois  entiers  qui  la  constituent,  un  entier  au  moins 
égal  à  trois  fois  le  produit  des  trois  entiers  constituant  la  solution 
immédiatement  précédente;  et  la  série  peut  ainsi  être  considérée 
comme  fournissant  des  solutions  indélinimenl  croissantes. 

2.  Pour  arriver  à  ces  résultats  de  la  manière  la  plus  simple,  je 


('  )  Le  théorème  de  Fermai  a  été  démontré  pour  un  très  grand  nombre  d'indices 
premiers  impairs  el  en  parlirulicr  pour  l'indice  3.  Nous  insérons  néanmoins  l'ana- 
lyse de  M.  Perrim,  dont  on  peut  se  servir  pour  simplifier  la  démonstration  de 
cette  impossibilité.  {Note  de  la  Bédaction.) 
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partirai  de  l'identité 

à  laquelle  satisfont  trois  quantités  quelconques  a^  b^  c.  Si  Ton 
suppose  que  a,  6,  c  soient  trois  entiers,  positifs  ou  négatifs,  sa- 
tisfaisant à  l'équation  (i)  mise  sous  la  forme  s^^mélrique 

(3)  «»-»- ^'-hc»=o, 

ils  satisferont  donc  par  cela  même  à  Féquation 

(4)  (aH-6-Hc)»=3(a-h6)(^>-hc)(rî-ha); 

et  réciproquement,  les  équations  (3)  et  (4)  sont  entièrement  équi- 
valentes. Si  de  plus  on  suppose  «,  b,  c  premiers  entre 
eux,  il  en  sera  de  même  de  a  -I-  6,  6  -h  c,  c  -f-  «  :  car  tout  fac- 
teur premier  de  a  +  6,  par  exemple,  divise  a  +  b  -\-  c  el  par  suite 
c  en  vertu  de  (4);  s'il  divisait  encore  6  -h  c  ou  c  -h  a,  il  diviserait 
h  ou  a  en  même  temps  que  c,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
Dès  lors,  a-|-6,  6-hc,  c-f-a  doivent  être  des  cubes  parfaits,  abs- 
traction faite  des  puissances  de  3  ;  et  si  l'on  désigne  par  a,  ^,  y 
trois  entiers  premiers  entre  eux  et  avec  3,  et  par  n  un  entier 
positif  au  moins  égal  à  1,  l'équation  (4)  ne  peut  être  satisfaite 
qu'à  la  condition  de  poser 


( 


a-h^  =  33«-»y'» 


(5)  .  b-hc  =.  a», 

(  r  H-  flr  =  ^3  ; 
d'où 

(6)  a  4- ^ -f- r=  S^a^Y- 

a,  p,  Y  seront  donc  liés  par  l'équation  de  condition 

(7)  a'-H  p5-i-33«-»Y'— îi.3«a3Y=  o, 

et  a,  bj  c  auront  pour  expressions,  en  fonction  de  a,  [3,  y, 

|a  =  a(3«PY  — «')» 
/,  =  p(3«aY-?*). 

Trouver  trois  entiers  «,  &,  c  premiers  entre  eux  satisfaisant  ù  l'équu  • 
tion  (3)  revient  donc  à  trouver  trois  entiers  a,  p,  y  premiers 
entre  eux  et  avec  3,  satisfaisant  à  l'équation  (7). 
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3.  Posons  maintenant 

* 

Ct  H- «i  =  (a«c -+- c*6  H- 6* a)'. 

Je  dis  qu'on  aiira 
(lo)  (fl,H-6,-hCi)»=  3(a|-H6,)(6i-hc,)(cj-t-a|), 

et,  par  suite, 
(il)  .  af  -4- 6f  -+- c}  =  o. 

En  effet,  la  relation  (lo)  revient,  en  vertu  de  (9),  à  celle-ci 

c'est-à-dire  à 

9a*ô*c*-4-  (a«6  -4-  6*cH-  c«a)»H-(o«c-4-  c*ô-h  6*a)* 

=  6aAc(a«6  4- 6*c -4- c«a) (a«c -4- c*A-J|- A«a), 

laquelle  se  vérifie  immédiatement,  en  développant  et  tenant 
compte  de  (3).  * 

D'ailleurs  l'équation  (10)  donne,  en  tenanteompte.de  (9)9 

ai-f-  6|-!-  Ci  =  3abc{a^b  -h  b^c  -h  c*a)(a*c  -\-  c^b  -¥-  b^a) 

et,  par  suite,  «i,  6|,  C|  ont  respectivement  pour  valeurs 

/  a,  =  3a6c(a3ô3-4-63c'-+-c3a3-t-3a*6«c*)  — (a*6-4-6*c-hc«a)5, 
(12)    1  bi  =  3a6c(a3  63-4-  ^^c^h-  c^a^-i-  3a«6«c«)  —  (a^c  -h  c»6  -4-  6«a)», 

ûti,  &H  Cl  sont  premiers  entre  eux.  En  effet,  puisque  c  admet  le 
facteur  3  à  la  puissance  ri ,  et  que  a  et  6  ne  l'admettent  pas,  C| 
Tadmettra  à  la  puissance  /i  +  i  ;  mais  a^  et  6{  ne  Tadmettront  pas, 
comme  on  le  voit  à  l'inspection  des  formules  (12).  Soit  ensuite 
un  facteur  premier,  autre  que  3,  commun  à  «i  el  Ci  par  exemple  ; 
il  divisera  aussi  bi  en  vertu  de  (i  1),  donc  aussi  «i  +  6| ,  donc  aussi 
rt,  6,  ou  c  en  vertu  de  la  première  des  équations  (9).  Divisant 
ai  et  a,  par  exemple,  il  devra  diviser  a-b  -{-  b^c  -]-  c'^a  en  vertu 
de  la  première  des  équations  (12),  c'est-à-dire  b^c,  c'est-à-dire 
^  ou  c  en  même  temps  que  a,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
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Donc  enfin  a^^  b\j  C\  fournissent  une  seconde  solution  en  nom- 
bres entiers  et  premiers  entre  eux  de  l'équation  (3).  D'ailleurs  C| 
étant  au  moins  égal,  en  valeur  absolue,  à  3  abc^  cette  solution  est 
essentiellement  distincte  de  la  première. 

En  opérant  sur  «i,  b^^c^  comme  il  a  été  fait  sur  a,  b,  c,  on  ob- 
tiendra évidemmment  une  troisième  solution,  distincte  des  deux 
premières,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  ce  qui  est  bien  le  résultat 
annoncé. 

On  peut  remarquer  que,  si  Ton  veut  introduire  pour  la  seconde 
solution  (/:^|,  &|,  C|)  des  quantités  ai,  ^i,  y,,  analogues  aux  quantités 
^j  P»  Y",  considérées  pour  la  première,  on  aura  les  groupes  de  rela- 
tions 

[i,  r=  a*  c  -f-  c' />  -1-  6* a, 
abc 


(i3) 


ï>  = 


3« 


(11.)  I  />i-hci  =a}, 


I 


c,  -h  a,  =  Pî  ; 


(  r,  =  3«-HiY,(a,p,-3««-^îYj), 
et  enfin,  entre  ai,  ^i,  Yi,  la  relation  de  condition 
(if))  aj  H-  pî  -4-3"»-^«yJ  — 2.3«+ia,?,Yi=  o, 

qui  correspond  à  (7)  et  n'en  diffère  que  par  le  changem<ml  de  n 
en  ^ -f- I .  Chacune  des  solutions  successives  répond  donc  à  une 
valeur  de  l'exposant  n  plus  élevée  d'une  unilé. 


â 
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V 


Sur  le  problème  de  la  construction  du  cercle  minimum 
renfermant  n  points  donnés  d'un  plan;  par  M.  Chetstai*  (  *  y 


(Tndtfl  é»  raiffltif  pv  H.  rafeké  iniMata*.) 
(Séance  du  ao  jniB.i8S4-) 


Si  nous  considérons  le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC  et 
si  nous  diminuons  son  rayon  en  faisant  cependant  passer  encore  le 
cercle  par  A  et  B,  alors  si  ACB  est  un  angle  aigu,  C  sera  en  de- 
hors du  cercle;  mais,  si  ACB  est  obtus,  C  reste  à  Fintérièur  du 


cercle.  Si  C  est  un  angle  droit  du  cercle,  le  rayon  du  cerde  élaul 
égal  à  |-AB  ne  peut  être  diminué. 

Ce  résultat,  qui  sera  utilisé  dans  ce  qui  suit,  conduit  d'abord  à 
la  conséquence,  d'ailleurs  évidente,  que  le  cercle  minimum  renfer- 
mant trois  points  donnés  est  le  cercle  qui  passe  par  ces  points 
s'ils  déterminent  un  triangle  acutangle  ou  rectangle,  que  c'est 
le  cercle  ayant  pour  diamètre  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
les  plus  éloignés  dans  le  cas  où  le  triangle  des  trois  points  est 
obtusangle. 

Soient  maintenant  n  points.  Nous  pouvons  toujours  en  choisir 
m  formant  les  sommets  d'un  polygone  convexe  renfermant  tous 
les  autres.  Le  problème  se  ramène  donc  à  trouver  le  cercle  mini- 
mum renfermant  un  polygone  convexe. 

De  ce  que  le  polygone  est  tout  entier  du  même  côté  de  l'un  quel- 
conque de  ses  côtés  prolongé  indéfiniment,  on  peut  regarder  cette 


C)    Voir  le  Mémoire  de  M.  d'Ocagnc,  sur  le  même  sujet,  dans  le  Bulletin^ 
t.  XII,  p.  i68. 
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ligne  comme  un  cercle  de  rayon  infini  renfermant  le  polygone. 
Faisons  diminuer  son  rayon  d'une  manière  continue  en  supposant 
qu'il  passe  toujours  par  les  deux  sommets  considérés.  Deux  cas 
peuvent  se  présenter  :  ou  bien  le  rayon  diminuera  jusqu'à  sa  plus 
petite  valeur  (la  moitié  du  côté  du  polygone)  avant  que  le  cercle 
laisse  en  dehors  aucun  sommet  du  polygone;  dans  ce  cas  le  cercle 
ayant  pour  diamètre  le  côté  choisi  contient  les  n  poinls,  et  ne  peut 
être  diminué,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  cercle  plus  petit  qui  contienne 
les  deux  sommets  considérés;  ou  bien  le  cercle,  avant  d'arriver 
à  son  minimum,  passera  par  un  troisième  sommet  du  polygone; 
dans  ce  cas,  si  les  trois  sommets  forment  un  triangle  acutangle,  le 
cercle  minimum  est  obtenu,  puisque  le  cercle  considéré  contient 
tous  les  points  du  polygone,  et  qu'aucun  cercle  moindre  ne  pourra 
contenir  les  trois  points  en  question.  Si  le  triangle  est  obtusangle, 
nous  observons  d'abord  que  le  côté  obtus  ne  peut  être  opposé  au 
côté  choisi  y  car  nous  n'avons  pas  atteint  d'après  l'hypothèse  le  rayon 
minimum  qui  correspond  à  un  angle  droit.  L'angle  obtus  a  donc 
pour  sommet  l'un  ou  l'autre  des  sommets  situés  sur  le  côté  choisi. 
Laissant  de  côté  le  sommet  de  l'angle  obtus,  faisons  diminuer  le 
rayon  du  cercle  qui  passe  encore  par  les  deux  sommets  conservés. 
De  celte  manière  le  sommet  négligé  se  trouve  à  l'intérieur  du 
cercle  diminué  et  n'est  plus  à  considérer.  Continuant  ainsi,  nous 
arriverons  comme  précédemment  à  un  cercle  minimum  ayant  pour 
diamètre  la  droite  qui  joint  les  deux  sommets  conservés,  où  nous 
arriverons  à  un  cercle  passant  par  trois  sommets  du  polygone  qui 
sera  le  cercle  minimum  si  les  trois  sommets  forment  un  triangle 
acutangle,  ou  qu'on  peut  encore  diminuer  si  ce  triangle  est  obtus- 
angle,  en  remarquant  comme  plus  haut  que  le  sommet  de  l'angle 
obtus  ne  peut  être  le  dernier  sommet  atteint,  et  ainsi  de  suite. 

De  ce  que  le  rayon  du  cercle  va  constamment  en  diminuant, 
l'opération  doit  se  terminer  et  cela  de  l'une  ou  des  deux  manières, 
c'est-à-dire  ou  bien  le  cercle  minimum  se  présentera  comme  le 
cercle  décrit  sur  un  côté  ou  sur  une  diagonale  du  polygone  comme 
diamètre  (côté  ou  diagonale  qui  seront  la  plus  grande  distance 
entre  deux  des  n  points),  ou  bien  le  cercle  minimum  se  présentera 
comme  le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  acutangle  déterminé  par 
trois  sommets  du  polygone.  Dans  certains  cas  limites,  le  cercle 
peut  passer  par  d'autres  poinLs  que  les  deux  ou  les  trois  qui  le  dé- 


terminent,  mais  cela  n'aiïecte  en  rien  les  conclusions  au  point  de 
vue  topographique  ;  il  est  intéressant  de  remarquer  que  ces  systèmes 
de  points  se  divisent  en  deux  classes  distinctes  chacune  contenant 
des  cas  lin^ites,  suivant  que.  le  cercle  minimum  est  déterminé  par 
deiiK  ou  trois  d'entre  eux. 

La  discussion  précédente  suggère  la  méthode  pratique  suivante 
pour  déterminer  le  cercle  minimum  d'un  sjstè^me  de  points. 

Il  faut  construire  un  polygone  convexe  enfermant  tous  les  points 
en  prenant  m  points  pour  sommets.  On  prend  un  côté  quelconque 
de  ce  polygone  et  l'on  trouve  le  sommet  pour  lequel  il  sous-tend  le 
plus  petit  angle.  Si  ce  plus  petit  angle  est  droit  ou  obtus,  le  cercle 
minimum  est  celui  qui  a  pour  diamètre  le  côté  choisi.  Si  le  triangle 
formé  est  acutangle,  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle  est  le  cercle 
minimum,  sinon  on  prend  le  côté  opposé  à  l'angle  obtus  et  l'on 
trouve  le  sommet  pour  lequel  il  sous-tend  le  plus  petit  angle  et 
l'on  continue  comme  précédemment. 

Le  nombre  d'opérations  dépend  naturellement  du  premier  côté 
choisi;  il  est  clair  cependant  qu'aucun  côté  ou  polygone  ne  peut 
être  choisi  plus  d'une  fois;  par  suite  ^m(m -^  i)  est  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  opérations. 

Dans  certains  cas  particuliers,  il  pourra  être  plus  expéditif  d'es- 
sayer d'abord  si  le  cercle  décrit  sur  le  plus  grand  côté  ou  la  plus 
grande  diagonale  comme  diamètre  conlient  tous  les  points  ;  s'il 
n'en  est  pas  ainsi,  alors  le  cercle  minimum  sera  obtenu  en  trou- 
vant le  triangle  formé  par  trois  sommets  du  polygone  qui  a  le  plus 
grand  cercle  circonscrit. 

Le  problème  du  cercle  minimum  renfermant  n  points  a  naturel- 
lement son  importance  dans  la  théorie  du  potentiel  de  points  si- 
tués dans  un  plan  ;  il  peut  aussi  avoir  quelque  intérêt  dans  les  sujets 
connexes  de  la  théorie  des  fonctions   d'une  variable  imaginaire. 

Une  discussion  semblable  peut  s'appliquer  au  problème  de  con- 
struire la  sphère  minimum  renfermant  n  points  de  Tespace.  Il  y  a 
trois  cas  suivant  que  la  sphère  minimum  est  déterminée  par  deux, 
par  trois  ou  par  quatre  des  points.  Il  n'y  a  qu'à  substituer  au 
triangle  acutangle  un  tétraèdre  acutangle,  c'est-à-dire  tel  que 
chaque  face  sépare  la  sphère  circonscrite  en  deux  segments  dont 
le  plus  grand  supérieur  à  un  hémisphère  soit  celui  qui  contient  le 
sommet  opposé. 
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Sur  les  rayons  de  courbure  de  deux  courbes  qui  rencontrent 
les  tangentes  dUine  troisième  courbe  sous  des  angles  liés  par 
une  relation  donnée  (*);  par  E.  Habich,  Directeur  de  TÉcoK^ 
des  Mines  de  Lima. 

(Séance  du  6  mai  i885.) 

1.  Soient  (E)  une  courbe  plane  donnée  et  (T)  et  (T|)  deux 
autres  courbes  qui  rencontrent  les  tangentes  de  la  première  sous 
des  angles  dont  les  compléments  [jl  et  [jL|  sont  liés  par  l'équation 


(I) 


/([A,  [Ai)  =  o; 


\x  et  [X|  sont  évidemment  les  angles  formés  par  les  normales  aux 
courbes  (T)  et  (T|  )  avec  les  tangentes  de  la  courbe  (E).  Nous  ap- 
pelons la  ligne  (E)  courbe  de  référence  et  les  lignes  (T)  et  (T|) 
transformées j  Tune  de  l'autre,  par  rapport  à  la  courbe  (E)  et 
suivant  le  procédé  défini  par  Téquation  (i). 

Si  la  courbe  de  référence  (E)  se  réduit  à  un  point,  on  rentre 
dans  les  coordonnées  polaires. 

Appelant  ds  Tare  élémentaire  d'une  courbe  (T),  correspondant 


à  Tangle  rfÔ  des  tangentes,  tracées  par  ses  extrémités  à  la  courbe 
de  référence  (E);  n  =  MN  la  longueur  de  la  normale  comprise 


(')  Voir  Annati  di  Afatematica,  t.  II,  p.  i38;  Milan,  i868,  et  Études  cinema- 
tiquesj  p.  4o;  Paris,  1879. 

Xlll.  l3. 


entre  M  et  le  point  N  où  elle  rencontre  la  noro^Ie  en  O  à  la  courbe 
(E);  p  et  dt  le  rayon  de  courbure  et  l'angle  dexontiiigence  de  la 
ligne  (T);  on  a  les  relations  connues 

(a)  ds  =  nd^  =  pcfe, 

(3)  rf8  =  rffi.-+-rfe; 

d'où  • 

.,,  du.  dt  n       p-^'n 

(4)  -f -SI— -g  =si  — -  =  i- • 

Différentiant  l'équation  (i),  par  rapport  à  l'angle  polaire  8, 

(5)  .  èf^^ÉL^^o 

OÙ  • 

(6)  4^.^==-f^=-X 

et,  combinant  avec  (4)  et  (5), 

/x  p— n^p—n 

(7)  C^  -X  C_-  =o. 

P  Pi 

Projetant  en  L  et  L|  sur  la  droite  MM|  O  les  centres  de  courbure 
K  et  K| ,  on  trouve 

p  —  n  _  NK  _  PL  pi— ni  _  NiK,  _    OLi 

p       ~  MK  ■"  ML     ^^         p,       ~  MtKi  ~  MiL,' 

et  la  relation  (y)  devient 


OL  _  ^    OLi 


ML  MiL, 

Traçant  la  droile  KO,  qui  rencontre  la  perpendiculaire  K|L|  en 

H,  on  trouve 

OL        KL  _^    ML 


OL,  "  KL,  M,L,' 

d'où 

KL  _.    HU 
ML  "      M,L, 

et,  par  suite, 

tangfx  =  X  tangj     ($  =  HM,0). 

Au   moyen  de  cette  relation  on  peut  déterminer  le  centre  de 
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la  courbure  de  la  transformée  (T),  lorsqu'on  connaît  celui  de  (T) 
ou  vice  versa. 

Cherchons  maintenant  la  forme  de  la  fonction  des  angles  (i), 
pour  le  cas  où  les  centres  de  courbure  de  deux  lignes  (T)  et  (T|) 
se  trouvent  sur  une  même  droite  passant  par  le  pôle  correspondant 
de  transformation  O. 

Pour  cela,  il  faut  que  les  angles 

et 

tang5  =  tangfxi; 

d'où 

tangfjL  =  zb  X  tangfJLi. 

Remplaçant  \  par  sa  valeur  (6),  on  aura 

langfjL  "*"  tangfxi  ~"    ' 
et,  intégrant, 

(8)  sinjjL  —  csin|ii  =  o 
et 

(9)  sinfJLsinfJLj  =  Cl, 

On  satisfait  à  la  condition  demandée,  de  la  correspondance  des 
centres  de  courbure,  des  transformées  (T)  et  (T|  )  par  les  relations 
(8)  et  (9)  ou  par  une  fonction  quelconque  (  i  )  du  rapport  c  ou  du 
produit  C|  des  sinus  des  angles  [jl  et  [jL|  (ci  -<  di  i). 

Les  cas  de  similitude  et  de  Tinversion  sont  compris  dans  la  rela- 
tion (8)  et  correspondent  au  rapport  c  égal  à  H-  i  et  à  —  i. 

I.  Application  aux  caustiques  par  réfraction,  —  Considérons 
la  courbe  (D),  lieu  des  intersections  des  normales  aux  points  cor- 
respondants M  et  Mj  de  deux  transformées  (T)  et  (T,);  on  a 

MD  :  Ml  D  =  sin  fxi  :  sin  jx, 

c'est-à-dire  que  le  rapport  des  distances  d'un  point  D  de  la  ligne 
(D)  aux  deux  courbes  (T)  et  (T|)  est  égal  à  celui  des  sinus  des 
angles  que  forment  ces  distances  MD  et  MjD  avec  la  droite  qui 
réunit  les  points  correspondants  M  et  M|. 

Il  s'ensuit  que,  à  une  équation  homogène  entre  les  distances 
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MD  et  M|  D  correspond  une  équation  homogène  entre  les  sin  [jl  et 
sin  [JL|  et  vice  versa. 

En  particulier,  si  le  rapport  de  deux  distances  MD  etM|  D  était 
constant,  la  ligne  (D)  serait  la  dirimante  (la  réfringente)  des  rayons 
lumineux  incidents  normaux  à  la  courbe  (T)  et  qui,  après  la  réfrac- 
lion,  seraient  normaux  à  la  courbe  (T|);  — (T)  et  (T|)  sont  les  an- 
ticaustiques des  rayons  incidents  et  des  rayons  réfractés  et  leurs 
développées  les  caustiques  de  ces  mêmes  rayons  (*). 

Comme  le  cas  considéré  correspond  à  la  fonction  des  angles  (o), 
on  a  ce  théorème  :  Que  la  droite  qui  réunit  les  points  corres- 
pondants M  et  M|  de  deux  anticaustiques  (T)  et  (T|)  et  la 
droite  KK|  qui  réunit  leurs  centres  de  courbure  [points  corres- 
pondants des  caustiques)  se  rencontrent  au  point  O,  oà  la 
droite  MMi  touche  son  enveloppe  (E). 


Sur  les  courbes  polaires  réciproques  homologiques  ; 

par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

(Séance  du  17  juin  i885.) 

Soient  G  et  C  deux  courbes  polaires  réciproques  par  rapport  à 
une  conique  K.  Prenons  sur  G  un  point  P  el  la  tangente  t  en  ce 
point;  soient  t'  et  P'  la  tangente  et  le  point  correspondants  sur  G'. 
Si  toutes  les  droites,  telles  que  PP',  passent  par  un  même  point  A, 
tous  les  points,  tels  que  /,  t\  sont  situés  sur  une  même  droite  a,  po- 
laire de  A  par  rapport  à  R;  par  suite,  les  courbes  G  et  G'  sont  //o- 
mologiques^  le  point  A  étant  le  centre  et  la  droite  a  Vaxe  d'ho- 
niologie. 

Nous  nous  proposons  de  rechercher  toutes  les  courbes  qui  sont 
homologiques  de  leur  polaire  réciproque  par  rapport  à  une  conique 
K  donnée,  les  points  correspondants  étant  les  mêmes  dans  les  deux 
cas,  ou,  en  d'autres  termes,  les  courbes  telles  que  les  droites  qui 
joignent  deux  points  correspondants,  l'un  sur  la  courbe,  l'autre 
sur  la  polaire  réciproque,  passent  par  un  même  point. 


(')  Annali  di  Matematica,  p.  141-1 4^»  ï8^>9- 
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Soit 

/(X,Y,Z)  =  o 

l'équation  liomogùnc  de  la  conique  directrice  K. 

La  polaire  /'  du  point  P(x,y^z)  de  la  courbe  C  a  pour  équa- 
tion 

Le  point  P'  où  cette  droite  touche  son  enveloppe  C  est  donné 
par  son  intersection  avec  la  droite 

L'équation  de  la  droite  PP'  sera  donc 

^A-^  dyA-^  dz/i  ^  dxf:,  +  dyfy^dzn 

ou,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 

dxf,  -^  dyf^  +  dzf,  ^  dxf,  -4-  dyfy  -H  dzfl 

Pour  que  cette  droite  passe  par  un  point  fixe  {x^^y\^  ^O^i'  I»"* 
que  Ton  ait,  quel  que  soit  le  point  {x^y^  ;;)  de  la  courbe  C, 

dxf^,-^dyf;^-^dzf,^  ^  dxf^-^dyfy-^dzj: 

'^fx.^yfy.-^^A,  if{x,y,z) 

Posons 

Téquation  précédente  devient 

^M  _  ^ 

d'où,  en  intégrant, 

S-XMï  =  o, 

X  étant  une  constante  arbitraire.  On  trouve  donc  l'équation  des 
coniques  bitangentes  ù  la  conique  directrice  K,  la  corde  des  con- 
tacts étant  la  polaire  du  point  (xi,^i,  z^)  par  rapport  à  K. 

Ainsi,  les  seules  courbes  qui  soient  homologiqucs  de  leurs po- 
laires  réciproques ^  les  points  correspondants  étant  les  mêmes 
dans  les  deux  cas,  sont  les  coniques  bitangentes  à  la  conique 
directrice.  L'axe  d'homologie  se  confond  avec  la  corde  des  con- 
lacls,  lerenlro  d'homolo;îir  avec  le  pôle  de  relie  rordr. 


'^ 
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En  particulier,  on  sait  que  le  lieu  du  sommet  d'un  tng^Ie  cen* 
s  tant  (courbe  isoptique)  dont  les  c6tés  sont  tangents  à  une  para* 
bole  est  une  hyperbole  bitanjg^ente  à  cette  parabole,  la  corde  des 
contacts  étant  la  directrice  de  cette  parabole.  Donc,  siïlesi  u^ie 
hyperbole  isoptique  ele  la  parabole  P,  H!  la  polaire  réciproque 
de  H  par  rapport  à  P,  les  droites  qui  joignent  les  points  de  H 
aux  points  correspondants  de  li!  ptissent  toutes  par  le  foyer  de 
P.  N&QS  avions,  par  une  voie  indirecte,  obtenu  géométriquement 
ce  théorème  dans  une  de  nos  Notes  sur  la  symédiane  (^)» 


Réponse  à  la  Note  de  Ai.  /touché  (Bulletin,  n^^  3,  i885); 

par  M.  £ajfBSTX«B02ir. 

Lorsque  j'ai  communiqué  à  la  Société  mathématique  la  con- 
struction que  je  propose,  j'ai  exprimé  des  doutes  au  sujet  de  sa 
nouveauté,  et  aucun  des  auditeurs  n'a  présenté  d'observation.  De 
plus,  j'avais  auparavant  parcouru  les  principaux  Ouvrages  de 
Géométrie  descriptive,  sans  y  trouver  cette  application  d'un  théo- 
rème connu.  Il  est  important  que  je  donne  le  résultat  de  mes  re- 
cherches dans  deux  de  ces  Ouvrages. 

1°  Cours  de  Géométrie  descriptive,  par  M.  Tliéodore  Olivier, 
troisième  édition,  revue  et  annotée  par  M.  Eugène  Rouché; 
i*^"*  novembre  1871.  —  A  Tart.  388,  Tauteur  explique  Tépure  de 
l'ombre  du  puits  militaire.  La  conslruclion  de  la  tangente  en  un 
point  d'origine  de  la  courbe  d'ombre  n'est  pas  indiquée.  Je  suis 
surpris  que  M.  Rouché,  qui  affirme  donner  a  régulièrement  sous 
la  même  forme  dans  ses  leçons  depuis  i86a  »  la  construction  que 
j'ai  proposée,  n'ait  pas  pense  à  réparer,  par  une  noie,  une  omission 
évidente  et  importante. 

2**  Théorie  des  Ombres  et  du  Lavis,  par  J.  Pillet,  1882.  —  Dans 
ma  Communication  du  12  novembre  1884,  j'ai  résumé  la  construc- 
tion de  cet  auteur  pour  le  cas  du  cylindre  de  révolution.  Ici  j'ajoute 
que,  à  la  page  160  de  son  Ouvrage,  M.  J.  Pillel,  en  parlant  des 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3'  série,  t.  11,  p.  462,  §  2G. 
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points  d^originc  dans  le  cas  d^un  cône  creux,  écrit  :  «  Userait  in- 
téressant d^avoir  les  tangentes  en  ces  points;  mais  leur  recherche 
serait  un  peu  trop  compliquée.  »  11  me  paraît  bien  étonnant  que 
M.  J.  Pillet  n'ait  pas  au  moins  signalé  en  1882  une  construction 
simple  «  donnée  depuis  1862  »  par  son  collègue  à  TEcole  Poly- 
technique, 

Ma  bonne  foi  étant  mise  en  évidence  par  ce  qui  précède,  il  me 
reste  à  faire  remarquer  qu'il  est  nécessaire  que  M.Rouché  :  i"  prouve 
que  l'application  dont  il  conteste  la  nouveauté  existait  «  en  i86s>.  » 
et  <(  qu'il  la  donne  régulièrement  sous  la  môme  forme  dans  ses 
leçons  depuis  i86u  »;  2°  cite  les  pages  des  «  Ouvrages  très  répan- 
dus »  où  elle  est  «  imprimée  »  ;  3**  produise  la  preuve  qu'elle  est 
((  enseignée  dans  tous  les  cours  de  Mathématiques  spéciales  de 
Paris  ».  Sinon^  la  réclamation  vague  de  M.  Rouché  ne  peut  arrêter 
Tatlention  et  fixer  l'opinion  des  géomètres. 

Paris,  7  juin  i885. 
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